
 



Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð c, ðàâíûé ñóììå âåêòîðà
a è âåêòîðà, ïðîòèâîïîëîæíîãî b.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð b = λa òàêîé, ÷òî: 1) |b| = |λ||a|, 2) b ↑↑ a, åñëè λ > 0, è b ↑↓ a, åñëè
λ < 0.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

a||b ⇐⇒ ∃λ ∈ R (a = λb èëè b = λa). (3.1)

Âåêòîð a0 íàçûâàåòñÿ îðòîì âåêòîðà a, åñëè |a0| = 1 è a0 ↑↑ a. Âåêòîð,
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì èëè ïðîñòî
îðòîì.

3.1. Çàäà÷è

1. Âûðàçèòå âåêòîð c ÷åðåç âåêòîðû a è b.
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2. Êàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðû a è b:

à) åñëè |a+ b| = |a− b|; á) |a+ b| > |a− b|; â) |a+ b| < |a− b|?
3. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äàíû âåêòîðû AB = a è AD = b, M �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Íàéäèòå âåêòîðû MA, MB, MC, MD.

4. Äàíû âåêòîðû a è b: |a| = 3, |b| = 4, (â, b) = 120◦. Ïîñòðîéòå âåêòîð
c = 2a− 1, 5b. Íàéäèòå åãî äëèíó.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñ åãî âåðøèíàìè, ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

6. Â òðåóãîëüíèêå OAB åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèé OA è OB
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî m è n, OM � ìåäèàíà. Ñäåëàéòå ÷åðòåæ è âûðà-
çèòå âåêòîðû OA, OB, AB, BA, OM ÷åðåç m è n:

à) åñëè |OA| = 2, |OB| = 6; á) |OA| = 6, |OB| = 4.

7. Äàíû òðè êîìïëàíàðíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà m, n, p, (m̂, n) = α,
(n̂, p) = β. Ïîñòðîéòå âåêòîð u = am+ bn+ cp:

à) åñëè α = 30◦, β = 60◦, a = 2, b = 1, c = 3;

á) α = 60◦, β = 30◦, a = 3, b = 1, c = −2.
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3.2. Ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ

Ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ â ñîâîêóïíîñòè ñ ââåäåííûìè â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè íàä íèìè áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòðàíñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîñòðàíñòâ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû òîëü-
êî íà ïëîñêîñòè, èëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ìîæåì è âîâñå íà
ïðÿìîé. Äîãîâîðèìñÿ òîëüêî, ÷òî åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, òî â íåãî âõîäÿò âñå âåêòîðû ïëîñêîñòè, è ò. ä.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ, âêëþ÷àþùèå âåêòîðû, ëå-
æàùèå íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâåííî V1,
V2 è V3.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä âåêòîðà-
ìè íå âûâîäèò íàñ çà ïðåäåëû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü a1, . . . , ak � âåêòîðû èç Vn (n = 1, 2
èëè 3). Òîãäà ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ, óìíîæåííûõ íà íåêîòîðûå ÷èñëà

λ1a1 + · · ·+ λkak,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , ak è òîæå ïðèíàä-
ëåæèò Vn. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, íà-
çûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð âåêòîðîâ ñèñòåìîé âåê-

òîðîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëþáîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ âñåãäà ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó. À ìîæåò ëè íåòðèâèàëüíàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áûòü íóëåâîé? Ýòî óæå çàâèñèò îò çàäàííîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ.

Íàáîð âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì, åñëè íàé-
äåòñÿ íóëåâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ýòîé ñèñòå-
ìû, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ1, . . . , λk, íå âñå îäíîâðåìåííî ðàâíûå
íóëþ, ÷òî

λ1a1 + · · ·+ λkak = 0. (3.2)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, . . . , ak ðà-
âåíñòâî (3.2) âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà λ1 = λ2 = . . . = λk = 0.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ {a} = {a1, . . . , ak}. Áàçèñîì ñèñòåìû
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âåêòîðîâ {a} íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ (ïî ÷èñëó âåêòîðîâ) ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà âåêòîðîâ èç {a}.
Ïðèìåð 1. Êîãäà ñèñòåìà èç îäíîãî âåêòîðà {a} áóäåò ëèíåéíî çà-

âèñèìîé?
Ðåøåíèå. Äëÿ îäíîãî âåêòîðà a ñîîòíîøåíèå (3.2) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

λa = 0, (3.3)

ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äîëæíà áûòü íåòðèâèàëüíàÿ, ò.å. λ 6= 0.
Íî ïðè íåíóëåâîì λ ñîîòíîøåíèå (3.3) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a � íóëåâîé âåêòîð.

Îòâåò: a ëèíåéíî çàâèñèì ⇐⇒ a = 0.
Ïðèìåð 2. Êîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ {a, b} ëèíåéíî çàâèñèìà?
Ðåøåíèå. Çàïèøåì íóëåâóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äëÿ ýòîé ñèñòåìû:

λa+ µb = 0, (3.4)

è, ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåòðèâèàëüíàÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
λ 6= 0 èëè µ 6= 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè λ 6= 0. Òîãäà èç (3.4) ìîæíî
âûðàçèòü a:

a = −µ
λ
b.

Ýòî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ a

è b (ñì. (3.1)). Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî èç êîëëèíåàðíîñòè ïàðû âåêòîðîâ
ñëåäóåò èõ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

Îòâåò: ñèñòåìà âåêòîðîâ {a, b} ëèíåéíî çàâèñèìà ⇐⇒ a||b.
Ìàêñèìàëüíàÿ (ïî âêëþ÷åíèþ) ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòî-

ðîâ èç Vn (n = 1, 2 èëè 3) íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Vn. Ñëîâà
�ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ� â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àþò, ÷òî ïðè äîáàâ-
ëåíèè ê òàêîé ñèñòåìå ëþáîãî âåêòîðà èç Vn òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vn,
òî:

1) âåêòîðû {e1, . . . , en} îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó;
2) ∀e ∈ Vn ñèñòåìà {e1, . . . , en, e} ëèíåéíî çàâèñèìà.
Â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò ìíîæå-

ñòâî ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ, íî îíè âñå ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà
âåêòîðîâ. ×èñëî âåêòîðîâ â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíî-

ñòüþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèìåð 3. Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V1 ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íåíóëåâîé âåê-

òîð èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîñêîëüêó ëþáûå äâà âåêòîðà èç V1 áóäóò
êîëëèíåàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî çàâèñèìû (ñì. ïðèìåð 2).
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Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû îïðåäåëÿþò áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ V2 è V3.
Òåîðåìà Ëþáàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè V2 îáðà-

çóåò áàçèñ ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà Ëþáàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V3

îáðàçóåò áàçèñ V3.

Òàêèì îáðàçîì, Vn ìîæåò ÷èòàòüñÿ êàê �ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ
âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n�.

Ïóñòü {e} = {e1, . . . , en} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vn, x � ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð èç Vn. Òîãäà âåêòîð x ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó {e}, ò. å.
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç {e}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, . . . , en, x
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ñóùåñòâóåò íóëåâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû:

λ1e1 + · · ·+ λnen + λx = 0,

ïðè÷åì íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ íåêîòî-
ðûå èç êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò áûòü íóëåâûå, λ 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
λ = 0, òî λ1e1 + · · · + λnen = 0, à ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, . . . , en âîçìîæíî òîëüêî ïðè âñåõ íóëåâûõ
êîýôôèöèåíòàõ, à íàøà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé.
Ïîñêîëüêó λ 6= 0,

x = −λ1

λ
e1 − · · · −

λn
λ
en

.= x1e1 + · · ·+ xnen.

×èñëà x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå {e}.
Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèòü, îáðàçóþò ëè âåêòîðû e1(1, 3, 4), e2(3, 5, 2) è

e3(1, 0, 2) áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V3.
Ðåøåíèå. Ðàçìåðíîñòü V3 ðàâíà òðåì, òàê ÷òî áàçèñ V3 äîëæåí ñî-

ñòîÿòü òàêæå èç òðåõ âåêòîðîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðû e1, e2 è e3 îá-
ðàçîâûâàëè áàçèñ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè áûëè ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè. Çàïèøåì èõ íóëåâóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = 0.

Òåïåðü âìåñòî âñåõ âåêòîðîâ ïîäñòàâèì ñòîëáöû èõ êîîðäèíàò:

λ1


1
3
4

 + λ2


3
5
2

 + λ3


1
0
2

 =


0
0
0

 ;
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
λ1

3λ1

4λ1

 +


3λ2

5λ2

2λ2

 +


λ3

0
2λ3

 =


0
0
0

 ;


λ1 + 3λ2 + λ3

3λ1 + 5λ2

4λ1 + 2λ2 + 2λ3

 =


0
0
0

 ;


λ1 + 3λ2 + λ3 = 0;

3λ1 + 5λ2 = 0;
4λ1 + 2λ2 + 2λ3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà âåêòîðîâ áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áóäåò èìåòü
òîëüêî íóëåâîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ó ýòîé ñèñòåìû âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò íóëåâîå ðåøåíèå, ïîýòîìó íàñ èíòåðåñóåò, åäèíñòâåííî
ëè åå ðåøåíèå? Åñëè ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òî ñèñòåìà áóäåò îïðåäåëåí-
íîé (ñì. ñ. 35) è åå ìàòðèöà áóäåò íåâûðîæäåííîé. Íàéäåì îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 1
3 5 0
4 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1
3 5 0
2 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 3 5
2 −4

∣∣∣∣∣∣ = −12− 10 = −22 6= 0.

Èòàê, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåííàÿ, ò. å. èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå è (ïîñêîëüêó îíà çàâåäîìî èìååò íóëåâîå ðåøåíèå), òàêèì
îáðàçîì, íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî òðèâèàëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ e1, e2 è e3 áóäåò íóëåâîé, çíà÷èò, ýòà
ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà è îáðàçóåò áàçèñ.
Ïðèìåð 5. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x = (2,−3, 1) â áàçèñå

e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 0), e3 = (1, 0, 0).
Ðåøåíèå. Íàì íóæíî íàéòè òàêèå ÷èñëà x1, x2, x3, ÷òî x = x1e1+

+x2e2 +x3e3. Çàïèñàâ ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (êàê â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

x1 + x2 + x3 = 2;
x1 + x2 = −3;

x1 = 1.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì Êðàìåðà; òî, ÷òî åå îïðåäåëèòåëü
íå ðàâåí íóëþ, òîëüêî ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî âåêòîðû e1, e2 è e3

îáðàçóþò áàçèñ. Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì x1 = 1, x2 = −4, x3 = 5, èëè
x = e1 − 4e2 + 5e3.
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3.2. Çàäà÷è

1. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè λ èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ {a1, a2} âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {λa1 + a2, a1 +
λa2}?
2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç âåêòîðû a1, a2, a3:
à) åñëè a1 = (2, 3, 5), a2 = (3, 7, 8), a3 = (1,−6, 1), b = (7,−2, λ);
á) a1 = (4, 4, 3), a2 = (7, 2, 1), a3 = (4, 1, 6), b = (5, 9, λ).
3. Íàéäèòå âñå áàçèñû ñèñòåìû âåêòîðîâ a1 = (3, 2, 3), a2 = (2, 3, 4),

a3 = (3, 2, 1), a4 = (4, 1,−2).
4. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû e1, e2 è e3 îáðàçóþò áàçèñ. Íàéäèòå êîîð-

äèíàòû âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå:
à) e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 0), e3 = (1, 0, 0), x = (3, 2, 1);
á) e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 2), e3 = (1, 2, 3), x = (6, 9, 14);
â) e1 = (2, 1,−3), e2 = (3, 2,−5), e3 = (1,−1, 1), x = (6, 2,−7);
ã) e1 = (1, 2, 1), e2 = (2, 3, 3), e3 = (3, 7, 1), x = (3, 1, 4).
5. Ïîêàæèòå, ÷òî òðîéêà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ äâà êîëëèíåàðíûõ

âåêòîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà.
6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b, c è ëþáûõ ÷èñåë α, β, γ

ñèñòåìà âåêòîðîâ αa− βb, γb− αc, βc− γa ëèíåéíî çàâèñèìà.
7. Äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæäûé

âåêòîð îäíîé ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ äðóãîé ñèñòå-
ìû è íàîáîðîò. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè òðè âåêòîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
αa + βb + γc = 0, ãäå α 6= 0, β 6= 0, γ 6= 0, òî ñèñòåìû âåêòîðîâ {a, b},
{a, c}, {b, c}, {a, b, c} ýêâèâàëåíòíû.
8. Êîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ èìååò åäèíñòâåííûé áàçèñ?

3.3. Äåêàðòîâ áàçèñ è ñèñòåìà êîîðäèíàò

Â ïðîñòðàíñòâå V3 ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå
áàçèñû {e1, e2, e3} òàêèå, ÷òî

e1, e2, e3 ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è |e1| = |e2| = |e3| = 1. (3.5)

Òàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè. Íåêîòîðûå èç íèõ �ïî-
õîæè� íà äðóãèå, ò. å. ñîâìåùàþòñÿ ïðè ïîäõîäÿùèõ ïîâîðîòàõ. Åñëè
áðàòü òîëüêî �íåïîõîæèå� áàçèñû, òî îñòàíåòñÿ òîëüêî äâà, áóäåì ãî-
âîðèòü, êëàññà îðèåíòàöèè3. Ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ ïîêàçàíû íà
ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

3 Áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå äàíî íà ñ. 63.
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ïðàâûé ëåâûé

Ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V3 (óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó
(3.5)) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðÿìîóãîëüíûì áàçèñîì. Îáîçíà÷àþò òà-
êîé áàçèñ {i, j, k}. Ñîâîêóïíîñòü òî÷êè O (íà÷àëà êîîðäèíàò) è áàçèñà
{i, j, k} íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

�
�
��

- -

a

b′ b

Ïðîåêöèåé ïðba âåêòîðà a íà âåêòîð b íàçûâàåòñÿ
äëèíà âåêòîðà b′, âçÿòàÿ ñî çíàêîì �ïëþñ�, åñëè b ↑↑ b′,
è ñî çíàêîì �ìèíóñ�, åñëè b ↑↓ b′.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà a â äåêàðòîâîì ïðÿìîóãîëüíîì áàçèñå ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêöèÿìè a íà êîîðäèíàòíûå îñè:
a = xi+ yj + zk;

x = ïðia; y = ïðja; z = ïðka.
Åñëè α, β, γ � óãëû, êîòîðûå âåêòîð a ñîñòàâëÿåò ñ âåêòîðàìè i, j, k,

òî:
x = |a| cosα; y = |a| cos β; z = |a| cos γ.

a0 = (cosα, cos β, cos γ) =
1
|a|(x, y, z).

Âåëè÷èíû cosα, cos β è cos γ íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè
âåêòîðà a è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Äëèíà âåêòîðà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå |a| =
√
x2 + y2 + z2.

Âåêòîð OM = xi + yj + zk íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè
M(x, y, z).

Åñëè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) � äâå òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíîé äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî âåêòîð M1M2 èìååò êîîðäèíàòû

(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)
4.

Ïóñòü A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2) � äâå òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíîé äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à òî÷êà M äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè
|AM |
|MB| = λ. Êîîðäèíàòû òî÷êè M íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

4Ò. å. êîîðäèíàòû âåêòîðà íàõîäÿòñÿ ïî ïðàâèëó �èç êîíöà îòíÿòü íà÷àëî�.
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äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè:

xM =
x1 + λx2

1 + λ
; yM =

y1 + λy2

1 + λ
; zM =

z1 + λz2

1 + λ
.

Åñëè òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî λ = 1 è òîãëà xM =
x1 + x2

2
,

yM =
y1 + y2

2
, zM =

z1 + z2

2
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà M íàõîäèòñÿ âíå îòðåçêà AB (òàê íàçûâàå-
ìîå âíåøíåå äåëåíèå, òî çíà÷åíèå λ áåðåòñÿ îòðèöàòåëüíûì.

Ïóñòü a = (x1, y1, z1) è b = (x2, y2, z2) � âåêòîðû â ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà:

a = b⇐⇒ x1 = x2; y1 = y2; z1 = z2;

a‖b⇐⇒ x1

x2
=
y1

y2
=
z1

z2
;

c = a+ b⇐⇒ c = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2);

b = λa⇐⇒ b = (λx1, λy1, λz1).

Ïðèìåð 6. a = (3, 2, z); |a| = 5; ( ̂a,Oz) � îñòðûé óãîë. Îïðåäåëèòü
z.

Ðåøåíèå

|a| =
√

9 + 4 + z2 = 5;

z2 = 25− 9− 4; z2 = 12; z =
√

12.

Ïðèìåð 7.Äàíû ñìåæíûå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììàA(2,−3),B(4, 2)
è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé M(7, 0). Íàéòè êîîðäèíàòû äâóõ
äðóãèõ âåðøèí.

A D

CB

M

Ðåøåíèå. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåðøèíû C. Òàê êàê AC
CM

=
2
1

= 2

è òî÷êà C íàõîäèòñÿ âíå îòðåçêà AM , òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AM
â îòíîøåíèè λ = −2. Ïðèìåíèì ôîðìóëó äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì
îòíîøåíèè:

xC =
xA − 2xM

1− 2
=

2− 2 · 7
−1

= 12, yC =
yA − 2yM

1− 2
=
−2− 2 · 0
−1

= 3.

59



Àíàëîãè÷íî íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè D:

xD =
xB − 2xM

1− 2
=

4− 2 · 7
−1

= 10, yD =
yB − 2yM

1− 2
=

2− 2 · 0
−1

= −2.

Ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ, íàéäÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AB è DC
(ïðè ïðàâèëüíîì ðåøåíèè îíè äîëæíû ñîâïàäàòü). AB = (4 − 2, 2 −
(−3)) = (2, 5); DC = (12 − 10, 3 − (−2) = (2, 5) = AB. Ïðîâåðêà ïîä-
òâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ.

3.3. Çàäà÷è

1. Óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîåêöèé åäèíè÷íîãî âåêòîðà.
2.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèA(3,−1, 2),B(1, 2,−1), C(−1, 1,−3),D(3,−5, 3)

� âåðøèíû òðàïåöèè ABCD.
3. Íàéäèòå âåêòîð b, åñëè |b| = 75, c = 16i− 15j + 12k è b ↑↓ c.
4. Äàíû òî÷êè A(1, 2, 3) è B(3,−4, 6). Ïîñòðîéòå âåêòîð AB, åãî ïðî-

åêöèè íà îñè êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå äëèíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
âåêòîðà AB.
5. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè: A(1,−2), B(2, 1), C(3, 2), D(−2, 3). Äî-

êàæèòå, ÷òî AB è AC � áàçèñ. Ðàçëîæèòå âåêòîð CD ïî ýòîìó áàçèñó.
6. Âåêòîð r ñîñòàâëÿåò ñ îñÿìè êîîðäèíàò ðàâíûå îñòðûå óãëû, |r| =

= 2
√

3. Îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà r.
7. Çíàÿ îäíó èç âåðøèí 4ABC : A(2,−5, 3) è âåêòîðû, ñîâïàäàþ-

ùèå ñ äâóìÿ åãî ñòîðîíàìè AB = (4, 1, 2) è BC = (3,−2, 5), íàéäèòå
îñòàëüíûå âåðøèíû è ñòîðîíó CA.
8. Äàíû âåêòîðû p = (3, 2, 1), q = (−1, 1,−2), r = (2, 1,−3). Íàéäèòå

ðàçëîæåíèå âåêòîðà s = (11, 2, 5) ïî áàçèñó p, q, r.
9. Îñíîâàíèåì ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà SABC ñëóæèò òðåóãîëüíèê

ABC ñî ñòîðîíîé 1. SO � âûñîòà ïèðàìèäû. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ OA, OB, OC, OS, åñëè çà îñè ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïðèíÿòü ïðÿìûå OA, OK, OS. OK ëåæèò â ïëîñêîñòè ABC,
è òî÷êè K è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé OA5.
10. Â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè A(3, 2, 1), B(−1, 0, 2), C(1, 4, 2) íàé-

äèòå äëèíó ìåäèàíû AM .
11.Îòðåçîê AB ðàçäåëåí íà 3 ðàâíûå ÷àñòè òî÷êàìèM1 èM2 íà÷èíàÿ

îò òî÷êè A. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ.
12. Äîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí M òðå-

óãîëüíèêà ∆ABC ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì xM =
xA + xB + xC

3
,

yM =
yA + yB + yC

3
, zM =

zA + zB + zC
3

.

5Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû OA, OK è OS îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Ñì. ñ. 63.



 



cos(â, b) =
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x2
1 + y2

1 + z2
1

√
x2

2 + y2
2 + z2

2

.

Ïðèìåð 1.Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêàABC:A(1,−1, 2),B(0, 3,−2)
è C(1, 2, 0). Íàéòè óãîë ïðè âåðøèíå C, ïðîåêöèþ AB íà AC, äëèíó âû-
ñîòû BD, îïóùåííîé èç âåðøèíû B.

Ðåøåíèå

cosC =
CB · CA
|CB||CA|

;

CB = (−1, 1,−2); CA = (0,−3, 2); CB · CA = 0− 3− 4 = −7;

|CB| =
√

1 + 1 + 4 =
√

6; |CA| =
√

0 + 9 + 4 =
√

13.

cosC =
− 7√
6 · 13

= − 7√
78
⇒ C � òóïîé óãîë.

ïðACAB =
AB · AC
|AC|

; AB = (−1, 4,−4); AC = (0, 3,−2).

ïðACAB =
(−1, 4,−1)(0, 3,−2)√

0 + 9 + 4
=

12 + 2√
13

=
14√
13
.

BD =
√
AB2 −

(
ïðACAB

)2
=

√√√√(1 + 16 + 16)− 196

13
=

=

√√√√429− 196

13
=

√√√√233

13
.

Îòâåò. C = π − arccos
7√
78
, ïðACAB =

14√
13
, BD =

√√√√233
13

.

4.1. Çàäà÷è

1. Â êàêîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî ïðîåêöèè
îäíîãî âåêòîðà íà íàïðàâëåíèå äðóãîãî?
2. Ïðîâåðüòå, âåðíû ëè ðàâåíñòâà, åñëè a = |a|, b = |b|:

à) aa = a2; á) a2a = a3; â) (a a)b = a2b;

ã) a2a = a3; ä) (ab)2 = a2b
2
.

3. Äàí âåêòîð a = 2m − n, ãäå m è n � åäèíè÷íûå âåêòîðû, óãîë
ìåæäó êîòîðûìè 120◦. Íàéäèòå cos(â, n), cos( ̂a,m).
4. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α âåêòîðû a = αi − 3j + 2k è b =

= i+ 2j − αk îðòîãîíàëüíû?
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5. Íà îñÿõ Ox, Oy, Oz îòëîæåíû îòðåçêè, ðàâíûå 4, è ía íèõ ïîñòðîåí
êóá. Ïóñòü M � öåíòð âåðõíåé ãðàíè, N � öåíòð ïðàâîé áîêîâîé ãðàíè.
Îïðåäåëèòå âåêòîðû OM è ON è óãîë ìåæäó íèìè.
6. Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà a = (4,−3, 2) íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ ñ

êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ðàâíûå îñòðûå óãëû.
7. Âû÷èñëèòå ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ ñèëîé F = (3,−2,−5), åñëè òî÷-

êà åå ïðèëîæåíèÿ, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî, ïåðåìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ
A(2,−3, 5) â ïîëîæåíèå B(3,−2,−1).
8. Äàíû âåêòîðû a = (3,−1, 5) è b = (1, 2,−3). Íàéäèòå âåêòîð m,

åñëè m ⊥ Oz, ma = 9, m b = −4.
9. Â ïëîñêîñòè xOy íàéäèòå âåêòîð p, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó a =

= (5,−3, 4) è èìåþùèé îäèíàêîâóþ ñ íèì äëèíó.
10. Íàéäèòå óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè óãëîâ xOy è yOz.
11. Åäèíè÷íûå âåêòîðû a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a + b + c = 0.

Âû÷èñëèòå ab+ bc+ c a.
12. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð p = (ac)b− (ab)c îðòîãîíàëåí âåêòîðó a.
13. Ïðè êàêîì óñëîâèè âåêòîð (a+ b) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (a− b)?
14. Óïðîñòèòå:
(3i− 2j)j + (j − 2k)j − (i− 2j)2.
15. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííî-

ãî íà âåêòîðàõ a è b, åñëè:

à) |a| = 2, |b| = 1, (â, b) =
π
3
;

á) |a| = 3, |b| = 2, (â, b) =
2π
3
.

16. Êàêîé óãîë îáðàçóþò åäèíè÷íûå âåêòîðû p è q, åñëè âåêòîðû a =
= p+ 2q è b = 5p− 4q: à) ïåðïåíäèêóëÿðíû; á) ïàðàëëåëüíû?

4.2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ e1, e2, e3 íàçûâàåòñÿ
ïðàâîé, åñëè äëÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíöå âåêòîðà e3, êðàò-
÷àéøèé ïîâîðîò îò e1 ê e2 ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå òðîéêà íàçûâàåòñÿ ëåâîé3. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

âåêòîðîâ a è b (îáîçíà÷àåòñÿ [a, b] èëè a× b) íàçûâàåòñÿ âåêòîð c, îïðå-
äåëÿåìûé ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1) c ⊥ a, c ⊥ b;
2) |c| = |a||b| sin(â, b);
3) åñëè a 6 ||b, òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.
3Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðèñóíêîì íà ñ. 57.
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à) ïðàâàÿ òðîéêà; á) ëåâàÿ òðîéêà; â) c = a× b.
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî, çàäà-

åòñÿ òîëüêî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ V3.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1) a‖b⇐⇒ a× b = 0 (êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ);
2) a× b = −b× a;
3) λa× b = λ(a× b);
4) (a+ b)× c = a× c+ b× c;
5) ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b, âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S = |a× b| (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë).
Åñëè âåêòîðû a è b çàäàíû êîîðäèíàòàìè a = (x1, y1, z1), b = (x2, y2, z2)

â ïðÿìîóãîëüíîì äåêàðòîâîì áàçèñå, òî

a× b = (y1z2 − y2z1, x2z1 − x1z2, x1y2 − x2y1),

èëè (â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè4)

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣∣ k.
Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

åñëè F � âåêòîð ñèëû, à r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû,
èìåþùèé ñâîå íà÷àëî â òî÷êå A , mA(F ) �ìîìåíò ñèëû F îòíîñèòåëüíî
òî÷êè A, òî

mA(F ) = r × F .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ a = 2m+ n è b = m− 2n, ãäå |m| = 3, |n| = 1; (m̂, n) =
2π
3
.

Ðåøåíèå. S = |a× b|; a× b = (2m+ n)× (m− 2n) =

= 2m×m− 4m× n+ n×m− 2n× n = 4n×m+ n×m = 5n×m.
4Ñì. ïðèìåð 4 ñî ñ. 31.
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S = |5n×m| = 5|n||m| sin 2π

3
= 5 · 3 ·

√
3

2
=

15
√

3

2
.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC: A(1, 2, 3); B(3, 2, 1);
C(1,−1, 0).

Ðåøåíèå. Åñëè äîñòðîèòü òðåóãîëüíèêABC äî ïàðàëëåëîãðàììàABCD,

òî S4ABC =
1
2
SABCD =

1

2
|BA×BC|;

BA = (−2, 0, 2), BC = (−2,−3,−1);

BA×BC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
−2 0 2
−2 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6i− 6j + 6k;

S4ABC =
1

2

√
36 + 36 + 36 = 3

√
3. B A

C D

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�J

J
J
J
J
J

4.2. Çàäà÷è

1. Ìîæíî ëè ñäåëàòü âûâîä, ÷òî a = c, åñëè a× b = c× b?
2. Ïðè êàêîì óñëîâèè íåíóëåâûå âåêòîðû a, b, a × b îáðàçóþò áàçèñ

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà?
3. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

tg(â, b) =
|a× b|
ab

.

4. Êàêèì êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì ïàðàëëåëüíû âåêòîðû
a× i, a× j, a× k?
5. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC: A(1,−1, 2), B(5,−6, 2),

C(1, 3,−1). Âû÷èñëèòå äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B.
6. Ñèëà P = (2, 2, 9) ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(4, 2,−3). Îïðåäåëèòå âå-

ëè÷èíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè
C(2, 4, 0).
7. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàéäèòå âåêòîð m, çíàÿ, ÷òî

îí îðòîãîíàëåí âåêòîðàì a è b, è m · c = 10. a = (2,−3, 1), b = (1,−2, 3),
c = (1, 2,−7).
8. Çíàÿ äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: AB = 3p−4q è BC = p+5q,

âû÷èñëèòå äëèíó åãî âûñîòû CD, åñëè:

à) |p| = |q| = 1, (p̂, q) =
π
2
;

á) |p| = 2, |q| = 3, (p̂, q) =
π
3
.

9. Âåêòîð m ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì a = (4,−2,−3) è b = (0, 1, 3)
è îáðàçóåò ñ îñüþ Oy òóïîé óãîë. |m| = 26. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòî-
ðà m.
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10. Íàéäèòå âåêòîð m, åñëè mj = 3, m× j = −2k.
11. Äàíî: a× b = c× d, a× c = b× d. Äîêàæèòå, ÷òî (a− d) è (b− c)

� êîëëèíåàðíû.
12. Íàéäèòå |a× b|, åñëè |a| = 10, |b| = 2 è ab = 12.

13. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b ðàâåí π
4
; |a| = |b| = 5. Íàéäèòå

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a− 2b è 3a+ 2b.
14. Îïðåäåëèòå è ïîñòðîéòå âåêòîð c = a × b, åñëè a = 2i + 3j, b =

= 3j + 2k.
15. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) (a× b)2 ≤ a2b

2;
á) ∀ a, b, c, d ∈ V3 (a× d, b× d, c× d � êîìïëàíàðíû);

â) (a× b)2 + (ab)2 = a2b
2.

16. Óïðîñòèòå:
à) (a+ b)× (a− b) + 3a× (a+ 2b) + (2a+ 3b)× a;
á) (a+ 2b− 3c)× (a− b) + (a+ c)× (b+ c) + (3a+ b)× (b− c).
17. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, äèàãîíàëè êîòîðîãî îïðå-

äåëÿþò âåêòîðû d1 = 3m + n è d2 = m − 5n, åñëè |m| = |n| = 1,

(m̂, n) =
π
4
.

4.3. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè âåêòîðîâ a, b, c
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà a × b íà
âåêòîð c. Îáîçíà÷åíèå: abc = (a, b, c) = (a× b)c. Òàê æå êàê è âåêòîðíîå,
ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â V3.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1) abc = bca = cab = −acb = −bac = −cba;
2) (λa)bc = λ(abc);
3) (a1 + a2)bc = a1bc+ a2bc;
4) âåêòîðû a, b è c êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà abc = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
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Ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ abc ðà-
âåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî
íà âåêòîðàõ a, b è c, à çíàê îòâå÷àåò çà îðè-
åíòàöèþ òðîéêè a, b, c : abc > 0, åñëè òðîéêà
ïðàâàÿ, è abc < 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå5.

Åñëè âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â äåêàðòîâîì ïðÿìîóãîëü-
íîì áàçèñå: a = (x1, y1, z1), b = (x2, y2, z2), c = (x3, y3, z3), òî èõ ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

abc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð 4.Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êèA(2,−3, 4),B(2, 3,−4), C(−2, 3, 4),

D(2, 3, 4) â îäíîé ïëîñêîñòè, íàéòè îáúåì òåòðàýäðà ABCD.
Ðåøåíèå. Íàéäåì âåêòîðû:AB(0, 6,−8); AC(−4, 6, 0); AD(0, 6, 0). Âû-

÷èñëèì èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

AB · AC · AD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 −8
−4 6 0
0 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6 · (−32) = 192.

Ïîñêîëüêó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ, âåêòîðû íåêîì-
ïëàíàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A,B,C è D íå ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè.

Òàê êàê îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí 1
6
îáúåìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàëëå-

ëåïèïåäà, èìååì

VABCD =
1

6
|AB · AC · AD| = 1

6
· 192 = 32.

4.3. Çàäà÷è

1. Â êàêîì ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà òðåõ âåêòîðàõ,
èìååò íàèáîëüøèé îáúåì?

2. Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò âûðàæåíèå |abc||a× b| äëÿ ïèðà-

ìèäû, ïîñòðîåííîé íà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðàõ a, b, c?
3. Âåêòîð c ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì a è b, óãîë ìåæäó êîòîðûìè

ðàâåí π
6
, |a| = 6, |b| = |c| = 3. Âû÷èñëèòå |abc|.

5À åñëè abc = 0, òî ïî ñâîéñòâó 4) âåêòîðû a, b è c êîìïëàíàðíû, ò. å. ëèíåéíî çàâèñèìû,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ îá îðèåíòàöèè ýòîé òðîéêè íå ñòàâèòñÿ.
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4. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: (a+ b)(b+ c)(c+ a) = 2abc.
5. Äîêàæèòå àíàëèòè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ

a, b, c âåêòîðû (a− b), (b− c), (c− a) � êîìïëàíàðíû.
6. Äàíû âåðøèíû ïèðàìèäû OABC. Âû÷èñëèòå îáúåì, ïëîùàäü ãðà-

íè ABC, âûñîòó ïèðàìèäû, îïóùåííóþ íà ýòó ãðàíü, åñëè:
à) A(5, 2, 0), B(2, 5, 0), C(1, 2, 4);
á) A(3, 5, 6), B(3, 6, 5), C(0, 2, 4).
7. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû a = −i+ 3j + 2k, b = 2i− 3j − 4k,

c = −3i+ 12j + 6k êîìïëàíàðíû. Ðàçëîæèòå âåêòîð c â áàçèñå a, b.
8. Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà, ðàñïîëîæåííîãî â ïåðâîì îêòàíòå, ïî-

ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ OA,OB,OC, åñëè ýòè âåêòîðû íàïðàâëåíû ïî
áèññåêòðèñàì êîîðäèíàòíûõ óãëîâ è äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà äâóì.
9. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

a, b, a× b, ðàâåí |a× b|2.
10.Îáúåì òåòðàýäðàABCD ðàâåí 5.A(2, 1,−1), B(3, 0, 1), C(2,−1, 3).

Íàéäèòå âåðøèíó D, åñëè îíà ëåæèò íà îñè Oy.
11. Äîêàæèòå:
à) (a+ b)a(c+ b) = −abc;
á) |abc| ≤ |a| |b| |c|;
â) åñëè a× b+ b× c+ c× a = 0, òî a, b, c � êîìïëàíàðíû.
12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α è β âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ab(c+ αa+ βb) = abc.


