
Занятие 18. Замена переменных в двойном интеграле: двойной интеграл в 

полярных координатах. 

 

Пусть дан двойной интеграл 
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dxdyyxf ),( , где функция ),( yxf  непрерывна в 

замкнутой области D . Перейдем к новым переменным по формулам  
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функции новых переменных u  и v  непрерывны вместе со своими частными 

производными. Тогда справедлива формула замены переменных: 
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где 
*D  – область интегрирования в переменных u  и v ; определитель 
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называется якобианом перехода от переменных x  и  y  к переменным u  и v . 

Переход к полярным координатам в двойном интеграле. Декартовы координаты 

выражаются через полярные по формулам: 
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Пусть область D  в декартовых координатах преобразуется в область 
r

D  в полярных 

координатах. Тогда интеграл (2.2) преобразуется в двойной интеграл в полярных 

координатах по формуле: 

                            

rDD

drdrrrfdxdyyxf )sin,cos(),( .                          (3) 

Двойной интеграл (3) вычисляется переходом к повторному интегралу в полярных 

координатах. Пусть область 
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лучи    и   ограничивают сектор,  в котором находится фигура  
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К полярным координатам в основном переходят, если область интегрирования 

представляет собой круг или его часть.  

Примеры. 1. Расставить пределы интегрирования в повторном интеграле в полярных 

координатах 
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rD   полукруг на рис. Решение. Уравнение 

полукруга cos2r ,  0
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. Чтобы описать внутренность полукруга радиус r  

должен измениться от 0  до cos2 . Таким образом: 
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Следовательно:   
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2. Вычислить dxdyyx
D
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0,02:, 22 yxyxyxD . 

Решение. Подставим в уравнение окружности 0222 xyx  полярные координаты  и 

преобразуем: 0cos22 rr , отсюда cos2r . Получили уравнение 

полуокружности в полярных координатах. Поскольку 0y , то D   полукруг из 

предыдущего примера. Расставим пределы интегрирования и вычислим: 
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Задачи.  

Вычислить повторный интеграл. 
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Перейдя к полярным координатам, вычислить двойные интегралы. 
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, D  – круговой сектор, ограниченный линиями 3/ , 2/ , 
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Рис. Полукруг. 

Рисунок к примеру 1. 



3. 
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dxdyyx 221 , где D  – круг радиуса 1 с центром в начале координат. 
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Дополнительные задачи. 

8. Вычислить двойной интеграл  dxdy
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Задачи для самостоятельной работы. Данко,  ч. 2. Гл. I, пар. 2. 

Вычислить повторный интеграл. 
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Перейдя к полярным координатам, вычислить двойные интегралы. 
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расположенная ниже полярной оси. 
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