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СОДЕРЖАНИЕ  ПРАКТИЧЕСКИХ  ЗАНЯТИЙ 

 

В задачах для самостоятельной работы ссылки на пособие  Данко П.Е., 

Попов А.Г., Кожевникова Е.Я. Высшая математика в упражнениях и задачах. 

В 2 частях. – М.: Оникс, 2009. Часть  1.  Ссылки совпадают для всех  

изданий, начиная с четвертого (1986 г.) 

 

Занятие 1. Вычисление определителей. 

Определитель второго порядка  задается  равенством  

21122211

2221

1211
aaaa

aa

aa
A −=== . 

Определитель  третьего порядка  задается равенством 

−−++===
312213322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A     

                                                                          
322311332112

aaaaaa −− . 

Минором 
ij

M  элемента 
ij

a  определителя n -го порядка называется 

определитель порядка 1−n , полученный из данного вычеркиванием i -той 

строки и  j -того столбца. 

Алгебраическим дополнением элемента 
ij

a  определителя n -го порядка 

называется минор со знаком:   
ij

ji

ij
MA +−= )1( . 

В определителе третьего порядка 

3332

2322

11
aa

aa
M = , 

2321

1311

32
aa

aa
M = , 

3332

2322

1111
aa

aa
MA == , 

2321

1311

3232
aa

aa
MA −=−= . 

Свойства определителей.  

1. Определитель равен нулю, если он содержит: две одинаковых или 

пропорциональных ряда (ряд – строка или столбец); ряд из нулей.  

2. Определитель не изменится, если к любому его ряду прибавить другой 

ряд, умноженный на некоторое число.  

3. Разложение определителя по любой строке (столбцу):  

333323231313131312121111

333231

232221

131211

... AaAaAaAaAaAa

aaa

aaa

aaa

++==++= . 
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Способы вычисления определителя третьего порядка. 

а). Правило Саррюса (дополнения):               б). Правило треугольников: 

                 

+++−−−

32

22

12

31

21

11

333231

232221

131211

a

a

a

a

a

a

aaa

aaa

aaa

                                         

+

•••

•••

•••

   

−

•••

•••

•••

 

в). Разложение определителя по  первой строке: 

=+−=++=
131312121111131312121111

333231

232221

131211

MaMaMaAaAaAa

aaa

aaa

aaa

 

3231

2221

13

3331

2321

12

3332

2322

11
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a +−= . 

г). Использование свойств определителя. Все элементы, кроме одного,  

некоторого ряда с помощью свойства 2 делаются нулями, а затем 

применяется разложение определителя по этой строке (свойство 3).  

 

Примеры. Вычислить определители, делая все элементы какого-либо 

ряда, кроме одного, нулями. 

1. 

123

117

412

−

−

−

.    2. 

523

437

352

−

. 

Решение. 1. Первая строка является рабочей: умножаем ее на 1−  и 

складываем с второй строкой; умножаем первую строку на 2 и складываем с 

третьей строкой. Элементы 1 и 2−  во втором столбце становятся нулями. 

Разлагаем определитель по элементам второго столбца и вычисляем его: 

123

117

412

−

−

−

=++=

−

−

=
323222221212

707

305

412

AaAaAa +− +

12

21

12
)1( Ma  

=
−

−+
−

−
+

−
−=−+−+ ++

35

42
)1(0

77

42
10

13

17
)1(1)1()1(

32

23

3222

22

22
MaMa

 

.10)3)1(17(
13

17
−=−−−=

−
−=  

2. В определителе нет удобного элемента (плюс-минус единицы), с 

помощью которого можно сделать нулями элементы одного из рядов. 

Создадим такой элемент, вычитая из первой строки третью, а затем 
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сделаем нулями второй и третий элементы первой строки, по элементам 

которой и разложим определитель: 

    =−−=−=

−

−

−

=

−

−−

=

−

+

11

11

11
)1(1

1193

10527

001

523

437

271

523

437

352

MA  

.138)19)10(152(
119

1052
−=−−−−=

−

−
−=  

 

Задачи. 

Вычислить определители второго порядка. 

1.  
43

21

−−
.   2.  

67

35
.   3.  

y

xyx

1
.   4.  





cossin

sincos

−
.  5.  

aa

aa

−
. 

Вычислить каждый определитель по правилу Саррюса и по правилу 

треугольников.  

6. 

506

617

302

.     7. 

123

110

312

−

−

−

.                

Вычислить определители, разложив их по любой строке или столбцу. 

Вычислить эти же определители, делая два элемента одного из рядов нулями. 

8. 

341

235

312

.  9. 

523

457

352

−

− .  10. 

321

132

123

−−

−

−−

.  11. 

231

152

341

−

− . 

 

Дополнительные задачи. 

Вычислить определители второго порядка. 

12. 
baba

baba

+−

+−+
.  13. 





tg

tg

1

1

−
. 

Решить уравнения.   

14. 0
25

312
=

+

+

x

x
.  15. 0

3

32

=
x

xx
. 

Решить уравнение и неравенство. 

16. 0

635

371

302

=

−

−− x .                17. 0

123

5032

231

−

−−

x . 
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Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. I, пар. 5. гл. IV, 

пар. 1. 

Вычислить определители второго порядка.  

18. 
124

53−
.   19. 

112

76

−
. 

Вычислить каждый определитель по правилу Саррюса и по правилу 

треугольников.  

20. 

547

320

365

−

.          21. 

336

135

273

−

−− .          22. 

631

321

111

. 

Вычислить определители, разложив их по любой строке или столбцу. 

Вычислить эти же определители, делая два элемента одного из рядов нулями. 

23.  

987

654

321

.   24.  

220

112

211

−

−

−

.   25.  

324

322

123

−

−

−

.      

 

Занятие 2. Определители 4 и 5 порядков. 

Для определителей порядка выше трех нет отдельных правил вычисления. 

Определители 4 и 5 порядков вычисляются с помощью свойства: 

определитель не изменится, если к любому его ряду прибавить другой ряд, 

умноженный на некоторое число. Используя его все элементы, кроме одного,  

некоторого ряда делаются нулями, а затем применяется разложение 

определителя по этому ряду.  

 

Пример. Найти определитель четвертого порядка  

1032

2103

3210

0321

. 

Решение. Из элементов второго столбца вычтем удвоенные элементы 

первого столбца; из элементов третьего столбца вычтем утроенные элементы 

первого столбца; далее разлагаем определитель по элементам первой строки: 
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96

161

286

321

1)1(

1612

2863

3210

0001

11 =

−−

−−−=

−−

−−

+ . 

 

Задачи. 

Вычислить определители. 

1. 

0140

1427

4538

0250

.  2. 

1420

2513

2211

2032

−

−−

−

−−

.   3. 

5664

913126

8795

6563

.  

 4. 

24321

13245

42321

21242

10123

−−

−−

−−

−

−

.   5. 

31732

10140

11427

24538

10250

−−

−

−

. 

 

Дополнительные задачи. 

6. Доказать, что 

21

21

11

2121

2121

2

1

1

1
22

1
22

yy

xx

yx

yyxx

yyxx

=
−−

++

. 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. I, пар. 5, п. 2; гл. 

IV, пар. 1. 

Вычислить определители. 

7.  

5744

2003

8002

4311

.   8.  

2431

3012

4132

0321

−

−−

−

−

.   9. 

31732

10143

11427

24538

11252

−−

−

−

. 
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10. 

42153

25134

12435

34512

54321

−−

−−

−−−

−

−

. 

 

Занятие 3. Действия над матрицами.  

Матрицей A  порядка nm  называется прямоугольная таблица, 

составленная из действительных чисел и содержащая  m  строк и  n  

столбцов:   

( )
ij

mnmm

n

n

a

aaa

aaa

aaa

A =





















=

...

...........

...

...

21

22221

11211

. 

В транспонированной матрице переставляются местами строки и 

столбцы. Она имеет порядок mn : 





















=

mnnn

m

m

T

aaa

aaa

aaa

A

...

...........

...

...

21

22212

12111

. 

Сумма (разность) матриц одного порядка   

C = BA     
ijijij

bac = ,  ;,1 mi =  nj ,1= . 

Произведение матрицы  на число  

= AB 
ijij

ab =   ),1;,1( njmi == . 

Произведением  AB  матриц A  порядка km  и B  порядка nk   

называется матрица ABC =  порядка nm , элементы 
ij

c  которой  равны 

сумме произведений соответствующих элементов i -ой строки матрицы A  и 

j -го столбца матрицы B : 


=

=
k

r
rjirij

bac
1

 ),1;,1( njmi == ; 

















++

++

++

=
























2232123121321131

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

3231

2221

1211

babababa

babababa

babababa

bb

bb

aa

aa

aa

. 
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Некоммутативность (неперестановочность) умножения матриц:   

BAAB  . 

 

Примеры. 1. Найти матрицу BAC 23 −= , где 








−

−
=

75

32
A , 










−

−
=

31

24
B . 

Решение.    =








−

−
=

75

32
33A =









−

−

)7(353

)3(323









−

−

2115

96
.  

=








−

−
=

31

24
22B =









−

−

)3(212

22)4(2









−

−

62

48
. 

BAC 23 −= −








−

−
=

2115

96









−

−

62

48
=









+−−

−−−−
=

621215

49)8(6
 










−

−
=

1513

1314
. 

2. Найти произведение матриц AB  и BA  (если это возможно), вначале 

определив порядок результата: 










−

−
=

133

412
A ,  

















−=

23

21

40

B . 

Решение. Матрица A  имеет порядок  32 , матрица B  – 23 , поэтому 

порядки произведений AB  – 22 , BA  – 33 . Сразу видно, что BAAB  . 

Умножение матриц производится «углом»: элементы строки первого 

множителя умножаются на соответствующие по порядку элементы столбца 

второго множителя и произведения складываются. 

AB 








−

−
=

133

412

















−

23

21

40

= =








+−−++−+

+−−++−+

21)2()3(43311)3(03

24)2()1(42341)1(02









=

200

1811
.      BA

















−=

23

21

40

=








−

−

133

412
 

















−

−

−

=
















+−+−+

−+−−+−−+

+−+−+

=

14912

254

41212

1243)3(2)1(33223

1)2(41)3()2()1(13)2(21

1440)3(4)1(03420

. 
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Задачи. 

Найти линейные комбинации заданных матриц. 

         1. BAC 54 −= ,  
















−

−

−

=

513

243

012

A ,  
















−

−=

420

312

213

B . 

         2. ,34 ABC +=    








−

−−
=

11

43

20

27
A ,  









−

−−
=

4017

1312
B . 

3. CBAD 342 −+= , 
















−

−

−

=

86

73

51

A ,  
















−

−

−

=

71

64

32

B ,  
















−

−

−

=

67

45

23

С .  

Найти произведение матриц AB  и BA  (если это возможно), вначале 

определив порядок результата. 

4. 








−

−
=

45

23
A ,  








=

52

43
B .      5.  









−

−
=

210

121
A ,   















 −

=

110

121

131

B . 

6. Найти произведение матриц, вначале определив порядок результата: 

   





















−

−

−

351

232

114

305

 
















−

34

12

03








−

3

2
. 

Найти произведение TAA   и AAT  . 

7. 







=

43

21
A .     8.  ( )4321=A . 

 

Дополнительные задачи. 

9. Дана матрица 








−

−
=

96

63
A . Найти матрицу X  такую, что  EXA =− 23 . 

10. Найти значение матричного многочлена )(Af : 

253)( 2 +−= xxxf ,    
















−

−=

412

120

021

A . 

11. Доказать перестановочность матриц  








−

−
=

10

01
A  и  









−

−
=

42

51
B . 

 



12 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. IV, пар. 2. 

12. Найти линейную комбинацию заданных матриц. 

,34 ABC −=  








−

−−
=

71

53

23

27
A , 









−

−−
=

4017

1312
B . 

Найти произведение матриц AB  и BA  (если это возможно), вначале 

определив порядок результата. 

13. ( )13204 −=A ,  























−=

2

5

1

1

3

B .   14.  







=

43

21
A ,   

















−

−=

01

22

31

B . 

15. Найти произведение матриц: 










52

31









−

−

12

35









52

31
. 

 

Занятие 4. Обратная матрица. 

Если A  – невырожденная квадратная матрица (определитель матрицы 

0A ), то существует единственная матрица 1−A , называемая обратной  

матрице A  такая, что  

EAAAA == −− 11 , 

где E  – единичная матрица.   

Чтобы найти 
1−A  необходимо:  

- вычислить определитель A=  матрицы A ;  

- найти алгебраические дополнения 
ij

A  каждого элемента 
ij

a  определителя   

  матрицы A ;  

- составить из чисел 
ij

A  матрицу A ;  

- транспонируя матрицу A , составить матрицу  ( )TA ;  

- умножить матрицу ( )TA  на число 


1
: ( )TAA −


=

11
;  

- сделать проверку по определению: EAA =−1
.  

 

Примеры. Найти обратную матрицу 
1−A  и сделать проверку. 
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1. 
















−−−

=

936

1037

312

A .  2. 
















−

=

201

531

312

A .  

Решение. 1. 0636054606354

936

1037

312

=+++−−−=

−−−

=A . Для 

матрицы A  обратной матрицы не существует. 

2. 0142095012

201

531

312

=−−+−+=

−

=A . Обратная матрица 1−A  

существует. Находим алгебраические дополнения элементов определителя 

A . 

6
20

53
)1(

11

11

11
==−= + MA .  7

21

51
)1(

12

21

12
−=

−
−=−= + MA .  3

01

31
13

=
−

+=A . 

2
20

31
21

−=−=A .                7
21

32
22

=
−

+=A .                  1
01

12
23

−=
−

−=A .  

4
53

31
31

−=+=A .                   7
51

32
32

−=−=A .               5
31

12
33

=+=A .  

Составляем матрицу *A  и транспонируем ее: 

















−−

−−

−

=

574

172

376
*A ,     

















−

−−

−−

=

513

777

426

)( * TA . 

Обратная матрица:    
















−

−−

−−

=−

513

777

426

14

11A . 

Проверка  EAA =−1 :  

=− AA 1

















−

−−

−−

513

777

426

14

1
=

















− 201

531

312

 

















+−+−−−

−+−++−++−

−−+−+−

=

1059033516

14352102177714

810180664212

14

1
=

















=

1400

0140

0014

14

1
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E=
















=

100

010

001

. 

 

Задачи. 

Найти обратную матрицу 1−A  и сделать проверку. 

1. 







=

43

12
A .   2. 









−

−
=

12

35
A .   3. 








=

53

64
A .   4. 

















=

010

654

321

A .    

5. 
















=

312

132

123

A .    6. 
















−−

=

325

436

752

A . 

 

Дополнительные задачи. 

7. Найти матрицу ( ) ( ) 121 −− += AAAC T ,  если   

 







=

23

35
A . 

8. При каких значениях   существует матрица, обратная данной матрице 

















=

130

21

211

A . 

9. Решить матричное уравнение 










−

−
=









−

−

41

32

32

21
X . 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. IV, пар. 2. 

Найти обратную матрицу 1−A  и сделать проверку. 

10.  







=

23

35
A .  11.  








=

43

21
A .  12.  








=

34

23
A . 

 13. 
















−

−

−

=

214

753

021

A .  14. 
















−−

−

=

123

301

222

A .  15.  
















=

20615

1037

312

A . 
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Занятие 5. Системы линейных алгебраических уравнений.  Правило 

Крамера. 

Система линейных уравнений третьего порядка имеет вид  









=++

=++

=++

.

,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

Правило Крамера: если определитель матрицы системы не равен 0, то 

система имеет единственное решение, которое определяется по формулам 




= 1

1
x ,   




= 2

2
x ,   




= 3

3
x , 

где − определитель матрицы системы; −
k

определитель, получаемый из      

определителя   заменой k -го столбца столбцом свободных членов, 3,2,1=k . 

Для системы второго порядка 





=+

=+

,

,

2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
 




= 1

1
x ,   




= 2

2
x . 

Примеры.  Решить системы уравнений с помощью правила Крамера.  

 1.  




=+

=+

.834

,723

21

21

xx

xx
   2.  









−=−+

=++

=+−

.62

,832

,73

zyx

zyx

zyx

 

Решение.  

1. 189
34

23
=−== ;  51621

38

27
1

=−== ;  42824
84

73
2

−=−== .   

51

1
=




=x ,  42

2
−=




=x .    Проверка.  Подставим  в  систему  уравнений  

5
1
=x , 4

2
−=x :  





=−+

=−+

.8)4(354

,7)4(253
  








.88

,77
  Ответ:  5

1
=x , 4

2
−=x . 

2.   272923112

211

321

113

−=−−−−+−=

−

−

= ; 

      2716211218828

216

328

117

1
−=−−+++−=

−−

−

= ; 
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      271454821648

261

381

173

2
=++−+−−=

−−

= ; 

      81624148736

611

821

713

3
−=−−−−+−=

−

−

= . 

11

1
=




=x , 12

2
−=




=x , 33

3
=




=x .  Проверка. 









−=−−+

=+−+

=+−−

.632)1(1

,833)1(21

,73)1(13

 









−−





.66

,88

,77

    Ответ:  1
1
=x , 1

2
−=x , 3

3
=x . 

 

Задачи. 

Решить системы уравнений с помощью правила Крамера.  

1.  




=+

=+

.825

,534

21

21

xx

xx
    2.  





−=+

=+

.856

,872

21

21

xx

xx
   3.  









=++

=+−

=++

.1322

,1225

,233

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    

4. 








=−−

=+−

=+−

.324

,92

,6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  5. 








=+−

=+−

=+−

.253

,342

,1342

zyx

zyx

zyx

   6.  













=+++

=+++

=+++

=+++

.643

,95423

,18637

,7432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

Дополнительные задачи. 

Решить системы уравнений с помощью правила Крамера.  

7.  








−=++

−=++

−=++

.

,

,

321

321

321

acxbaxcx

cbaxcxbx

bacxbxax

     8. 













−=+−

=+−+−

=+−

−=+−−

.12

,022

,03

,223

431

4321

432

4321

xxx

xxxx

xxx

xxxx

  

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. I, пар. 5. 

Решить каждую систему уравнений с помощью правила Крамера.  
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9. 




=+

=−

.611

,135

21

21

xx

xx
  10. 









=−+

=+−

−=++

.523

,032

,53

zyx

zyx

zyx

   11.  









=−+

=−+

=−+

.0323

,2235

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

         12.  









=−+

−=+−

=−+

.922

,733

,62

zyx

zyx

zyx

 

 

Занятие 6. Системы линейных алгебраических уравнений.  

Матричный метод. 

Матричный метод: система линейных уравнений в матричной форме 

имеет вид BAX = ,    где  

                                







=

2221

1211

aa

aa
A ,    








=

2

1

x

x
X ,     








=

2

1

b

b
B ,    

или 

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A ,   
















=

3

2

1

x

x

x

X ,  
















=

3

2

1

b

b

b

B . 

Решение матричного уравнения определяется формулой  BAX 1−= . 

 

Пример. Решить систему уравнений с помощью матричного метода: 









−=+−

=−+

−=+−

.9533

,0324

,532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение.  
















−

−

−

=

533

324

321

A ,  
















=

3

2

1

x

x

x

X ,   
















−

−

=

9

0

5

B . 

0540918183610

533

324

321

=+−−+−=

−

−

−

=A . 

 

1
53

32
11

=
−

−
+=A ;   29

53

34
12

−=
−

−=A ;    18
33

24
13

−=
−

+=A ; 

1
53

32
21

=
−

−
−=A ;     4

53

31
22

−=+=A ;         3
33

21
23

−=
−

−
−=A ;  
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0
32

32
31

=
−

−
+=A ;  15

34

31
32

=
−

−=A ;       10
24

21
33

=
−

+=A .  

















−−

−−

=

10150

341

18291
*A ,     

















−−

−−=

10318

15429

011

)( * TA . 

Обратная матрица:    
















−−

−−=−

10318

15429

011

5

11A . 

Проверка  EAA =−1 :  

=− AA 1

















−−

−−

10318

15429

011

5

1
=

















−

−

−

533

324

321

 

















++−−−+−−

++−−−+−−

+−++−++

=

5095430636301218

75128745858451629

033022041

5

1
=

















=

500

050

005

5

1
 

E=
















=

100

010

001

. 

Решение системы BAX 1−= : 

=
















=

3

2

1

x

x

x

X
















−−

−−

10318

15429

011

5

1

















−

−

9

0

5

















−+

−+

++−

=

90090

1350145

005

5

1
=















−

=

0

10

5

5

1















 −

0

2

1

; 

=
















3

2

1

x

x

x















 −

0

2

1

;  1
1

−=x , 2
2
=x , 0

3
=x .  Проверка: 









−=+−−

=++−

−=+−−

.90233

,00224

,50221

  

     








−−



−−

.99

,00

,55

   Ответ:  1
1

−=x , 2
2
=x , 0

3
=x . 

 

Задачи. 

Решить системы уравнений с помощью матричного метода.  
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1. 




=−

=+

.1327

,329

21

21

xx

xx
     2.  





=+

=+

.834

,723

21

21

xx

xx
      3.  









=++

=−+

=−+

.6

,8233

,52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4. 









=++

=++

=++

.132

,623

,532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   5. 









=+−

=−−

=++

.136

,5524

,322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   6. 













=−+−

=+++

=−+−

=+++

.152233

,54499

,153322

,0

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

Дополнительные задачи. 

7. При каких значениях параметра   система уравнений 




=+

=+

.63

,43

21

21

2

xx

xx




 

имеет решения? 

8. Решить с помощью матричного метода: 





+=+

+=−

.

,
22

21

22

21

baaxbx

babxax
 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. IV, пар. 2. 

Решить системы уравнений с помощью матричного метода.  

9. 




=+

=+

.1076

,295

21

21

xx

xx
  10.  









=++

=++

=++

.13987

,7654

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  11.  








=++

=++

=++

.2743

,5524

,332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

12.  













=+++

−=−++

=++−

=+−+

.5

,1

,1

,7

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

Занятие 7. Системы линейных алгебраических уравнений. Метод 

Гаусса. 

Метод Гаусса заключается в последовательном исключении неизвестных 

из уравнений системы. Для краткости записи хода решения вместо системы 

рассматриваем расширенную матрицу ее коэффициентов, которую 

приводим к треугольному виду: 
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3

2

1

333231

232221

131211

b

b

b

aaa

aaa

aaa

A =  

3

2

1

33

2322

131211

00

0

b

b

b

a

aa

aaa







   

с помощью следующих,  не  меняющих  решения, преобразований:  

1. В A   можно менять  местами  строки.  

2. Можно в A   менять местами столбцы слева от прямой черты. 

3. К одной строке A  можно прибавить другую, умноженную на некоторое 

число. 

Треугольную матрицу записываем в виде уравнений снизу вверх, 

последовательно находя неизвестные.  

 

Примеры. Решить системы методом Гаусса. 

1.  








=−+

=+−

=++

.2164

,8332

,8223

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    2. 













−=−+−

=+++

=−+−

=−+−

.331156

,81924

,14832

,227

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

Решение. 1. 

21

8

8

614

332

223

−

−=A . Третью строку переставляем местами с 

первой строкой, а второй столбец – с первым: 

21

8

8

614

332

223

−

−=A  −

−

8

8

21

223

332

614

8

8

21

232

323

641

−

−

. 

Делаем нулями элементы первого столбца 3−  и 2, умножая первую 

строку сначала на 3, затем на 2−  и складывая результаты с второй и третьей 

строками:  

−

−

=

8

8

21

232

323

641

A

34

71

21

1450

15140

641

−−

−

−

. 

Далее делаем нулем элемент 5−  во втором столбце. Для этого вторую 

строку умножаем на 5, третью строку – на 14 и складываем. Результат ставим 

в третью строку, а вторую строку записываем без изменений: 



−−

−

−

=

34

71

21

1450

15140

641

A

121

71

21

12100

15140

641

−

−

−

. 
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Первый столбец – это коэффициенты при  
2

x , второй – при 
1

x  (первый и 

второй столбцы переставлялись), третий – при  
3

x . Треугольную матрицу 

записываем в виде уравнений снизу вверх, последовательно находя 

неизвестные: 

1121121
33

−=−= xx ;  ==−−=− 561471)1(1514711514
1131

xxxx  

4
1
= x ; 121)1(6442164

22312
−==−−+=−+ xxxxx . 

Проверка.  









=+−

=−+

=−−

.216116

,8338

,82212















.2121

,88

,88

 Ответ: 4
1
=x ,  1

32
−== xx . 

2. 

3

8

1

2

31156

11924

4832

2711

−−−

−−

−−

=A . С помощью первой строки делаем три нуля в 

первом столбце: первую строку умножаем на 2−  и складываем с второй 

строкой; первую строку умножаем на 4−  и складываем с третьей строкой; 

первую строку умножаем на 6−  и складываем с четвертой  строкой:  



−−−

−−

−−

=

3

8

1

2

31156

11924

4832

2711

A

15

0

3

2

93110

9960

0610

2711

−

−

−

−

−−

−−

. 

С помощью второй строки делаем два нуля во втором столбце: вторую 

строку умножаем на 6 и складываем с третьей строкой; вторую строку 

складываем с четвертой строкой: 



−

−

−

−

−−

−−

=

15

0

3

2

93110

9960

0610

2711

A

18

18

3

2

93700

94500

0610

2711

−

−

−

−

−

−−

−−

. 

Из четвертой строки вычитаем третью: 



−

−

−

−

−

−−

−−

=

18

18

3

2

93700

94500

0610

2711

A

0

18

3

2

0800

94500

0610

2711

−

−

−

−−

−−

 

Треугольную матрицу записываем в виде уравнений снизу вверх: 

= 08
3

x 0
3
=x ;  218918945

4443
−=−=−=+− xxxx ; 

3306
2432
=−=+−− xxxx ;  =++−=−+− 2403227

14321
xxxxx  
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1
1
= x .   Проверка:   













−=++−

=−++

=++−

=++−

.360156

,82064

,18092

,24031

    













−−







.33

,88

,11

,22
  

Ответ: 1
1
=x ,  3

2
=x ,  0

3
=x .  2

4
−=x . 

 

Задачи. 

Решить каждую систему методом Гаусса. 

1. 









=+−−

−=−+

=++

.1342

,1353

,4525

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   2. 









=++

=++

=++

.522

,63

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   3. 













=−++

=++−

=+−+

=−+−

.5264

,16352

,5234

,932

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

4. 













=+++

=+++

−=+++

=+++

.24565

,15345

,12753

,37367

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

     5.  













=−−

=++

−=+−−

=+−+

.523

,043

,74

,2322

432

431

421

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 

 

Дополнительные задачи.  

6. Решить систему методом Гаусса.       













−=+−

=+−+−

=+−

−=+−−

.12

,022

,03

,223

431

4321

432

4321

xxx

xxxx

xxx

xxxx

 

7. Вычислить определитель.     

4311

0689

2417

1532

−−

−−

−

−

. 

8. Решить матричное уравнение   









=







 −


24

03

13

24
X . 

9. Найти матрицу, обратную  данной матрице   
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















−

−

=

873

264

591

A . 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. IV, пар. 6. 

     Решить каждую систему методом Гаусса. 

10. 









=−−

=++

=++

.134

,4263

,442

zyx

zyx

zyx

  11. 








=++

−=+−

=−+

.107

,522

,52

zyx

zyx

zyx

   12. 













=−+−−

−=+−

−=+−+−

=−+−

.6232

,633

,22

,4327

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

13.  













−=+−

−=−+−

=−

−=−+−

.423

,222

,132

,332

321

431

42

4321

xxx

xxx

xx

xxxx

     14.   













−=−+

=+−−

−=+−

−=−+−

.5323

,122

,222

,232

321

431

432

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 

 

Занятие 8. Линейные операции над векторами. Разложение вектора 

по базису. 

Вектором называется направленный отрезок. Координаты вектора с 

началом в точке ),,(
111

zyxA  и  концом  в точке  ),,(
222

zyxB  

);;();;(
121212

ZYXzzyyxxABa =−−−==


. 

 Длина (модуль) вектора:   

=++= 222 ZYXa
 2

12

2

12

2

12
)()()( zzyyxx −+−+− . 

Проекция вектора на ось u:     

cosBABAпр
u


= , 

  –  угол между осью u  и вектором BA


.   

Направляющие косинусы:  

;cos
a

x
=  

a

y
=cos ; 

a

z
=cos ; 

.1coscoscos 222 =++   

Сумма (разность) векторов );;(
111

zyxa =


 и );;(
222

zyxb =


:  

);;(
212121

zzyyxxbac ==


. 

Произведение вектора  );;(
111

zyxa =


 на число  : 

);;(
111

zyxab  ==


. 
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Условие коллинеарности векторов:  

ba


||   
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x
== . 

Разложение вектора d


 по векторам cba


,, :   

cbad


 ++= , 

где  ,,  –  координаты вектора d


 в системе координат  cbaO


. 

Разложение вектора a


 по ортам kji


,, :   

kzjyixa


++= . 

 

Примеры. 1. Найти модуль и направляющие косинусы вектора bac


−= 2 , 

если )3;4;1( −=a


, )5;3;2(−=b


. 

Решение. bac


−= 2 −−= )3;4;1(2 )5;3;2(− −−= )6;8;2( )5;3;2(− )11;5;4( −= . 

1621212516)11(54 222 =++=−++=c


. 
162

4
cos = , 

162

5
cos = , 

162

11
cos

−
= . 

2. Разложить вектор )21;8;8(=x


 по векторам  )4;2;3(=a


, )1;3;2( −=b


,  

)6;3;2( −=c


. 

Решение. Разложение вектора x


 по векторам a


, b


, c


: 

cbax


 ++= , 

где  ,,  –  координаты вектора x


 в системе координат  cbaO


. Распишем 

это векторное равенство покоординатно:  

2238  ++= , 3)3(28  +−+= , )6(1421 −++=  . 

Запишем результаты в виде системы трех линейных уравнений относительно 

неизвестных  ,, : 









=−+

=+−

=++

.2164

,8332

,8223







 

Эта система решена в примере 1 предыдущего занятия 7. Имеем: 4= ,  

1−==  . Получаем разложение вектора x


 по векторам a


, b


, c


: 

cbax


−−= 4 . 
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Задачи. 

1. По данным векторам a


 и b


построить векторы  3a


;  –
2

1
b


; 2 +a


3

1
b


; 

ba


−
2

1
. 

2. Вычислить модуль вектора )2;3;6( −=a


 и его направляющие косинусы. 

3. Даны точки )2;1;3( −A  и )1;2;1(−B . Найти координаты векторов BA


 и 

AB


. 

4.  Даны координаты вектора a


: 12,4 −== YX . Найти Z , если 13=a


. 

5.  Найти начало вектора )1;3;2( −−=a


, если его конец совпадает с точкой 

)2;1;1( − . 

6. Проверить коллинеарность векторов )3;1;2( −=a


 и )9;3;6( −−=b


. Какой 

вектор длиннее, во сколько раз и как они направлены? 

7. Разложить вектор )7;4;2(−=x


 по векторам ),1;0;1(),2;1;0( == qp


 

)4;2;1(−=r


 

8. Вектор a


 составляет с осями OX и OY  углы 00 45,120 ==  . Какой 

угол вектор составляет с осью OZ ? 

 

Дополнительные задачи. 

9. Найти модули суммы и разности векторов )8;5;3( −=a


 и )4;1;1( −−=b


. 

10. Коллинеарны ли векторы bac


+−= 2
1

 и bac


23
2

−= , где ),4;4;3(=a


 

)7;9;5(=b


.  

11. Разложить вектор )7;5;2( −=x


 по векторам  )1;1;2(=a


, )1;3;1(=b


,  

)5;1;1(=c


. 

12. Даны: 24,19,13 =+== baba


. Найти ba


− .  

13. Дано разложение вектора  kjic


121516 +−=   по прямоугольному 

базису. Найти разложение вектора d


,  коллинеарного c


 и противоположного 

с ним, при условии, что 75|| =d


. 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. II, пар. 2. 

14. При каких  ,  векторы kjia


++−= 32  и kjib


26 +−=  

коллинеарны? 



26 

 

15. Найти конец вектора  kjic


43 +−= , если его начало находится в 

точке )3;2;1( − . 

16. Найти направляющие косинусы вектора kjia


161512 +−= . 

17. Разложить вектор )3;4;3( −−−=x


 по векторам  )2;2;1(=a


, 

)1;1;0( −−=b


,  )1;2;1(=c


. 

18. Даны: 30,23,11 =+== baba


. Найти ba


− .  

19. В треугольнике ABC вектор mBA =


 и вектор nCA =


. Построить 

следующие векторы: 
2

nm +
, 

2

nm −
, 

2

mn −
, 

2

nm +
− . 

 

Занятие 9.  Скалярное произведение векторов. 

Скалярное произведение векторов – число  

cos|| baba


= ; 

1).  проекция вектора на вектор  

|| b

ba
aпр

b








= ; 

2). если  );;();;;(
222111

zyxbzyxa ==


, то  

212121
zzyyxxba ++=


. 

Свойства:  

1). abba

= ;      

2). cabacba

+=+ )( ;    

3). скалярный квадрат  
22 aaaa


== , тогда  aaa


= ;  

4). ba


⊥   0=ba


;    

5).  ;0=== ikkjji


 1=== kkjjii


.  

Условие перпендикулярности векторов:  

⊥ ba


0
212121
=++ zzyyxx . 

Угол между векторами:  

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

||
cos

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba

++++

++
=


= 


 . 

 

Примеры. 1. Вычислить accbba

++ , если  a


, b


, c


 – единичные 

векторы, удовлетворяющие условию  0=++ cba


. 
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Решение. ++ )( cba


)( cba


++ +++=++= 2222)( cbacba


 

=+++ )(2 accbba


+++ 222 |||||| cba


=++ )(2 accbba


 

+=+++++= 3)(2111 accbba


0)(2 =+++ accbba


; 

 
2

3
−=++ accbba


. 

2. Найти угол A  в треугольнике ABC , если  ),1;3;2( −A ),4;1;1( −−B  

)2;4;2( −C . 

Решение. Построим векторы )3;2;3(−=
→

AB  и  )1;1;0( −=
→

AC , и найдем угол 

между ними: 

 

 

 

 

03,81
112

1
arccos ==A . 

3. Вычислить длину большей из диагоналей параллелограмма, со сторонами  

qpa


2−= ,  qpb


−= 3 , если  2=p


, 5=q


, 
3


 = .  

Решение. Большая диагональ параллелограмма qpbac


34 −=+= . 

2222 92416)34(|| qqppqpc


+−=−= =+−= 22 ||9cos||||24||16 qqpp


  

1692255,02406459
3

cos5224216 22 =+−=+−=


.  13169|| ==c


. 

4. Найти вектор x


, коллинеарный вектору )2;2;1( −=a


 и удовлетворяющий 

условию 18−= ax


. 

Решение. Т.к. x


a


|| , то координаты  векторов пропорциональны: == ax


  

)2;2;(  −= .   1894422)2(2 −==++=+−−= ax


; 2−= . 

Тогда  )4;4;2( −−=x


. 

5. Вычислить работу силы )4;1;3( −−=F


, когда точка ее приложения 

прямолинейно передвигается из положения )2;5;1(
1

−M  в положение 

)1;1;2(
2

−M . 

Решение. Найдем вектор )1;4;1(
21

−=
→

MM . Работа силы равна ее скалярному 

произведению на пройденный путь: 

3443)1(44113
21

=+−=−−−==
→

MMFA


. 

 

.
112

1

44

1

1)1(032)3(

13)1(203

||||

cos
222222

==
+−+++−

+−+−
=


=

→→

→→

ACAB

ACAB
A
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Задачи. 

1. Упростить выражение 2)2()2()2( kikkjjji


−+−+− . 

2. Дано baba


⊥== ,3,2 . Найти )2()35( baba


−+ .  

3. Найти угол между векторами )3;2;1(=a


 и  )2;4;6( −=b


. 

1. При  каком  значении  m   векторы   kjima


23 +−=   и  kmjib


−+= 2   

взаимно перпендикулярны? 

5. Даны точки )4;2;0(),0;3;0(),4;3;0(),2;3;3( −−−− DCBA . Найти 

DCпр
BA


 . 

6. Найти   вектор  x


,  удовлетворяющий  условию   10)72( =−+ kjix


  и 

перпендикулярный    векторам   )1;3;2( −=a


, )3;2;1( −=b


. 

7. Вычислить   длины    диагоналей   параллелограмма,   построенного  на 

векторах  qpc


25 += , qpb


3−= , если  22=p


, 3=q


, 
4


 = .  

8. Вычислить работу силы )1;3;2( −−=F


, когда точка ее приложения 

прямолинейно передвигается из положения )3;5;2(
1

−M  в положение 

)1;7;5(
2

−M . 

 

Дополнительные задачи. 

9. Доказать, что вектор  
2

)(

a

ba
abp 


 
−=   перпендикулярен вектору a


. 

10. Даны вершины треугольника ),5;1;1( −A ),1;1;2( −−B )2;1;5( −C .  

Найти внешний угол  при вершине B . 

 11. 







−=

2

5
,1,

2

3
a


, )5;2;3( −−=b


.  Существует ли вектор  x


, 

удовлетворяющий  условиям:  2= xa


, 3= xb


? 

  

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. II, пар. 3. 

13. Даны векторы )4;2;4( −−=a


 и  )2;3;6( −=b


. Найти: )2()32( baba


+− ;  

2)( ba


+ . 

14. Найти  угол  между векторами 
→

AB  и  
→

BC , если  ),2;3;3( −A  

),4;3;0( −B )1;3;2( −C .  

15. Даны два вектора: )11;2;10( −=a


 и  )2;1;2( −−=b


. Найти проекцию 

каждого из них на ось другого вектора. 
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16. При каком значении    перпендикулярны векторы  );2;1( =a


  и  

)2;3;( −= b


 

17. Векторы  a


  и  b


 образуют угол 0120= и 5,3 == ba


. Найти ba


+  и 

ba


− . 

18. Найти вектор x


, коллинеарный вектору )1;1;2( −=a


 и 

удовлетворяющий условию 3=ax


.  

19. Вычислить работу силы )6;4;8( −=F


 при перемещении точки ее 

приложения из начала в конец вектора  )2;3;5( −=s


. 

20. Векторы a


 и b


 образуют угол 
6


 = . Зная, что 1,3 == ba


, 

вычислить угол между векторами bap


+=  и baq


−= . 

 

Занятие 10.  Векторное произведение векторов. 

Векторное произведение – вектор   

bac


= , 

определяемый условиями:   

1). sinbaba


= ;    

2). вектор c


 перпендикулярен и  вектору a


, и  вектору b


;  

3). вектор  c


 направлен так, что с его конца переход от первого сомножителя  

a


  ко второму  b


 виден как переход против часовой стрелки.  

В координатах,  если  );;(
111

zyxa =


, );;(
222

zyxb =


, то  

=++== k
yx

yx
j

xz

xz
i

zy

zy

zyx

zyx

kji

ba






22

11

22

11

22

11

222

111
 









=
22

11

22

11

22

11
;;

yx

yx

xz

xz

zy

zy
.     

2

22

11

2

22

11

2

22

11

yx

yx

xz

xz

zy

zy
ba ++=


. 

Свойства: 

1). 0=ba


  ba


|| ;   

2). 0= aa


;   

3). abba


−= ;   



30 

 

4). 0= ii


,  0= jj


,  0= kk


;  kji


= ,  ikj


= , jik


= ; kij


−= ,  

ijk


−= ,  jki


−= .  

Геометрически, модуль векторного произведения – площадь 

параллелограмма, построенного на векторах a


 и  b


:   

sinbabaS
пар


== . 

 

Примеры. 1. Упростить: )654()432( kjikji


−++− . 

Решение. ++−=−++− ikijiikjikji


16128)654()432(  

−++=−+−+−+ kjkkkkjkijkjjji


101612241812201510  

kjiiji


22282181220 ++−=++− . 

2. Даны векторы )1;1;4(),4;3;2( −−=−= ba


. Найти )()23( baba


++ . 

Решение. )14;11;2()23( −−=+ ba


; )5;4;2( −−=+ ba


. 

)()23( baba


++ =+−+−+−=

−−

−−= ijkkji

kji




56102282855

542

14112  

kji


1418 ++= . 

3. Найти площадь и меньшую высоту параллелограмма, построенного  на  

векторах )0;3;5( −=a


, )2;1;6( −=b


. 

Решение. = ba


 kjijkki

kji




18106101856

216

035 ++=+++=

−

− . 

11524603241003618106|| 222 ==++=++== baS


. 

34|| =a


, 41|| =b


. Меньшая высота проведена к стороне, лежащей на 

векторе b


.  || bhS


= , 
41

115
2

||
==

b

S
h  . 

4. Найти  площадь  треугольника,  построенного   на  векторах  ba


−  и 

ba


2+ , если 3,2 == ba


, угол между векторами  a


  и  b


 равен 030 . 

Решение. =−+−=+− bbbaabaababa


22)2()(   

=+− baab


2 bababa


=+= 32 . 

2

9

2

1
32

2

3
30sin||||

2

3
||

2

3
||

2

1 0 ===== bababaS


. 
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Задачи. 

1. Упростить:  )()()( kjikkijkji


++++−+ .  

2. Даны векторы )1;2;1(),2;1;3( −=−−= ba


. Найти )2()2( baba


+− . 

3. Найти площадь и высоту параллелограмма, построенного  на  векторах 

,2 kja


+=   kib


2+= . 

4. Найти  площадь  параллелограмма,  построенного   на  векторах  ba


2−    

и ba


23 + , если 5== ba


, угол между векторами  a


  и  b


 равен 045 . 

5.  Найти синус угла между векторами  )4;4;2( −=a


 и  )2;1;2( −=b


. 

6. Дан треугольник с вершинами ),5;4;3( −A ),7;3;5( −B )7;8;6( −C . 

Найти длину высоты CD . 

7. Даны три вектора )2;2;1(=a


, )4;3;2(=b


 и  )3;1;5(=c


. Найти 

cba


 )( . 

 

Дополнительные задачи. 

8. Доказать: bababa


=++ 3)2()2( . 

9. Найти площадь параллелограмма, три последовательных вершины 

которого находятся в точках ),6;5;7( −A ),8;4;9( −B )6;0;6(C . 

10. Сила )7;3;4( −−=F


 приложена к точке )5;6;1(A . Найти момент этой 

силы относительно начала координат. 

 

Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. II, пар. 3. 

11. Упростить:  )(4)(3)(2 jikkijkji


++ .                                                

12. Найти координаты bba


+ )2( , если  векторы  )2;1;3( −−=a


  и  

)1;2;1( −=b


. 

13.  Найти синус угла между векторами  )2;3;6( −=a


 и  )2;1;2( −=b


. 

14.  Найти расстояние от точки )2;1;4( −C  до прямой, проходящей через 

точки )4;3;1(A и )2;4;3(B .  

15. Даны три вектора )2;2;1(=a


, )4;3;2(=b


 и  )3;1;5(=c


. Найти 

)( cba


 . 

16.  4,2 == ba


,  угол между векторами  a


  и  b


 равен 
060 .  Найти 

)()2( baba


+− . 
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Занятие 11. Смешанное произведение векторов. 

Смешанное произведение векторов – число 

=== )()( acbcbacba


)( bac


 . 

Если  );;;(
111

zyxa =


 );;(
222

zyxb =


;  );;(
333

zyxc =


, то   

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba =


. 

Геометрически – объемы параллелепипеда и  пирамиды:  

cbaV
пар


= ,     .

6

1
cbaV

пир


=  

Условие компланарности векторов:      

0=cba


. 

 

Примеры. 1. Лежат ли точки )0;5;1(),4;4;9(),1;1;3(),2;7;5( DCBA −−−  в 

одной плоскости? 

Решение. Построим векторы, с началом в одной точке и концами в трех 

других, и если векторы компланарны, то их начало и концы также лежат в 

одной плоскости: )1;6;2( −−=
→

AB , )2;3;4( −−=
→

AC , )2;2;4( −−=
→

AD . 

Условие компланарности векторов: 
→

AB
→

AC 0=
→

AD .  

→

AB
→

AC =
→

AD 04881248812

224

234

162

=++−−−=

−−

−−

−−

. 

Смешанное произведение равно нулю, следовательно, векторы компланарны, 

и точки лежат в одной плоскости. 

2. Найти объем   пирамиды  с   вершинами  ),1;0;3(),4;2;2( BA − ),2;1;6( −C   

)5;4;3(D  и ее высоту, опущенную на плоскость ABC .   

Решение. Строим векторы, исходящие из одной точки:  )3;2;5( −−=
→

AB , 

)2;1;8( −−=
→

AC , )1;2;5(=
→

AD .  ==
→→→

ADACABV
пир

6

1
 

2)12(
6

1
)16201520485(

6

1

125

218

325

=−=++−+−−=−−

−−

= . 

Найдем площадь треугольника ABC  по формуле  ||
2

1 →→

= ACABS . 
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=
→→

ACAB =−++−−=

−−

−−= ijkkji

kji




10165244

218

325 kji


11143 +− . 

3261211969|| =++=
→→

ACAB .  326
2

1
||

2

1
==

→→

ACABS
ABC

.  hSV
ABCпир

3

1
= , 

326

12

326

263
=


==

ABC

пир

S

V
h . 

 

Задачи. 

1. Найти смешанное произведение векторов kjia


432 −+= , ),1;2;1( −=b


 

kjic


324 −+= . 

2. Найти объем пирамиды с вершинами )0;5;2(),0;2;5(),0;0;0( BAO , 

)4;2;1(C ,  ее  высоту, опущенную на плоскость OAB , длину ребра  AB , 

площадь грани OAB .  

3. Лежат ли точки )6;0;5(),0;3;2(),1;2;1(),2;1;2( −−− DCBA  в одной 

плоскости? 

4. Показать, что компланарны векторы ,432,23 kjibkjia


−−=++−=  

kjic


6123 ++−= . 

5. При каком значении   векторы kjia


++= , ),0;1;0(=b


 )1;0;3(=c


  

компланарны?  

6. Даны векторы kjibkjia


4,2 +−=++= . Найти aпр
b


 . 

7.  Вычислить 2)( ba


− , если ,4,22 == ba


 угол между векторами равен 

0135 . 

 

Дополнительные задачи. 

8. Вычислить  ))()(( accbba


−−− . 

9. Объем тетраэдра 5=v , три его вершины находятся в точках  

),1;0;3(),1;1;2( BA − )3;1;2( −C . Найти координаты четвертой вершины D, 

лежащей на оси Ox. 

10. Показать, что ни при каком m  векторы kmjia


++= ,  

kmjib


)1( +++= , kmjic


+−=  не могут быть компланарными. 
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Задачи для самостоятельной работы. Данко, ч. 1. Гл. II, пар. 3. 

11. Найти смешанное произведение векторов  

kjia


879 ++= , kjib


546 ++= , kjic


32 −+= . 

12. Найти объем   пирамиды  с   вершинами  ),1;0;3(),1;3;2( BA ),3;1;2( −C   

)8;4;5( −−D ,  ее  высоту,  опущенную  на  плоскость  ABC ,  длину  ребра  

AB , площадь грани.  

13. Установить компланарность  векторов )1;3;2( −=a


, )3;1;1( −=b


,  

)11;9;1( −=c


. 

14. Лежат ли точки )1;1;1(),3;13;7(),2;4;7(),5;11;9( DCBA −−−−  в одной 

плоскости? 

15. Дан вектор nma


−= 2 , где 1== nm


, угол между векторами m


 и n


 

равен 0120 . Найти косинус угла между векторами a


 и  m


. 

16. Вычислить длины диагоналей и площадь параллелограмма,    

построенного  на векторах jka


−=   и   kjib


++= . 

17. Найти единичный вектор d


, зная, что, где kjiba


2),1;1;2( ++== . 
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