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nРЕДИСЛОВИЕ 

Настояший «Курс высшей математики» является 
расширенным изложением лекций, которые автор 

читал студентам геологического факультета Москов
ского государственного университета им. М.В. Ломо
носова. Учебник может быть использован студентами 
факультетов нематематического профиля, на которых 

различные разделы высшей математики объединены 

в ОДИН курс. 

Автор стремился изложить материал по возмож
ности полно, строго и доступно и ставил своей целью 

не просто сообщить читателю те или иные сведения 
по высшей математике, а развить у него математи

ческое мышление, расширить кругозор и привить 

ему математическую культуру; показать внутреннюю 

связь математических понятий, т. е. представить ма
тематику в ее развитии. 

Учебник содержит краткие сведения из теории 
множеств, теорию пределов, элементы аналитиче

ской геометрии на плоскости и в пространстве, осно
вы дифференциального и интегрального исчислений 
функций одной и многих переменных, понятия о мат

рицах, об определителях, о рядах и теорию диффе

ренциальных уравнений. 

Основу курса составляет математический анализ, 
включающий в себя дифференциальное и интеграль
ное исчисления, о которых упоминалось выше. В нем 

изучается важнейшее понятие высшей математики -
понятие функции. С ним читатель уже знаком из кур
са элементарной математики. Однако полное и сис
тематическое изучение проводится именно в высшей 
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математике. Учитывая современные тенденции в пре
подавании математики, понятие функции определя

ется через понятие множества. 

Опыт показал, что для многих начинающих зна
чительную трудность представляет решение задач. 

Поэтому в учебнике главное внимание уделено реше
нию типовых примеров и задач. Однако прежде чем 
начать их решать, надо сначала изучить нужный 

раздел высшей математики и добиться полной яснос

ти в понимании соответствующих понятий и теорем. 

Для практических занятий следует использовать 
учебное пособие автора «Задачник по высшей мате
матике». 

Автор выражает глубокую благодарность акаде
мику А.Н. Тихонову за ценные советы и большую по
мощь; академику РАН В.А. Садовничему, членам
корреспондентам РАН А.В. Бицадзе, Л.Д. Кудрявце
ву и ДЛ. Костомарову; профессорам А. Г. Свешн11-
кову, Ш.А. Алимову и В.Ф. Бутузову за просмотр 
рукописи и сделанные ими весьма полезные замеча-

ния. 

Автор 



Ни одно человеческое исследоваиие 
не может называться истинной на
укой, если оно не прошло через ма
тематические доказательства. 

Леонардо да Винчи * 

ВВЕДЕНИЕ 

Математика - самая древняя и в то же время самая 
юная из наук. Она стала складываться где-то во втором 
тысячелетип до н. э., когда потребности торговли, земле
мерпя и мореплаванпя заставпли упорядочить приемы 

счета и измерения, начало которых уходит еще в более 
глубокую древность. Уже строители египетских пира
мид владели математпческими знаниями. 

В Древней Греции начиная с VI в. до н. э. матема· 
тика приобретает статус самостоятельной науки, окон
чательное оформление которой было осуществлено в 
III в. Евклидом в его бессмертных «Началах:.. По этой 
книге илп по ее более доступным изложениям изучали 
геометрию в течение более двух тысяч лет. Отсюда 
видно, что математика значительно отличае1ся от всех 

других наук. Теоретические представления Аристотеля 
в области физики сейчас кажутся несколько наивными, 
они стали достоянием истории науки, хотя в свое время 

в них были обобщены все имевшиеся знания об окру
жающем мире. Теорема же Пифагора действительна 
и поныне и· составляет одну из основ геометрии. 

Раз сложившись в качестве науки, математика не 
переставала развиваться, разрабатывать новые мето
ды, открывать новые области, совершенствовать свою 
символику, свой научный аппарат. Возникновение фи
зики нового времени было связано с непосредственным 
применением математики Кеплером и Галилеем для 
изучения небесных и земных явлений. Великий поворот-

• Л е о и а р д о д а В и н ч и. Избранные естественнонаучные 
произведения. М.: Изд-во АН СССР, 1955. 
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ный пункт в истории математики наступил в XVII в., 
когда Декарт создал аналитическую геометрию, а Нью
тон и Лейбниц - дифференциальное интегральное ис
числение. Эти открытия в огромной степени увеличили 
возможности математики как для ее соб<:твенного раз
вития, так и для содействия успехам других наук, таких, 
как физика и астрономия. 

Бурное развитие ма1ематики, последовавшее за эти
ми открытиями, привело на рубеже XIX-XX вв. к но
вой революции, связанной, в частности, с признанием 
правомерности неевклидовых геометрий (Лобачевского, 
Римана, Бойяи) и созданием теории множеств Канто
ром. С тех пор математика продолжает развиваться, 
nоражая воображение многообразием своих специаль
ных областей, новизной и необычностью используемых 
представлений и понятий, неожиданным своеобразием 
своих меrодов, особенностями своего языка. Процесс 
дифференциации наук охватил и математику, приведя 

к возникновению внутри нее множества отраслей. 

Одновременно с развитием методов и отраслей ма
тематики происходило и ее внедрение в другие науки, 

шел процесс так называемой математизации науки. 
В результате логики развития самой науки математика 
превратИJ1ась в метод научного исследования. Если в 
период классической физики математика служила пре
имущественно средством обработки экспериментальных 
данных, установления точного количественного отноше

ния между открытыми физическими явлениями и про
цессами, то уже к концу XIX в. математические вычис
ления стали предварять физические гипотезы И откры
тия. Математика не только обрабатывала показания 
приборов и результаты экспериментов, но она стала 
идти впереди них, создавая такие математические мо

дели, реальный физический смысл которых, еще не 
впо.пне ясный, предстоя:ю открыть. 

Именно это явление нередко получало неправильное 
истолкование, отчасти со стороны самих ученых, но 

особенно со стороны идеалистических философов, и было 
зафиксировано в известном афоризме «материя исчез
ла, остались одни уравнения». 
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Суть процесса, о котором идет речь, состоит в том, 
что физик, пользуясь математическими методами, мо

жет проникать в еще не исследованные области физи
ческого мира, пока недоступные физическим методам, 
открывать в них математические закономерности, созда

вать математические модели неизвестных еще физиче
ских процессов и тем самым толкать и направлять 

мысль экспериментатора. В наше время физик-теоре
тик - это прежде всего математик .. «Математика для 
физика, - говорит крупный американский ученый 
Ф. Дж. Дайсон, - это не только инструмент, с по
мощью которого он может количественно описать любое 
явление, но и главный источник представлений и прин
ципов, на основе которых зарождаются новые теории» •. 

Выразительным примером роли математического 
мышления для физических открытий может служить 
общая теория от~юсительности Эйнштейна. Вся теория 
бьша завершена до экспериментальной проверки, а ког
да такая проверка была произведена, ее результаты 
практически совпали с предсказанными теорией. 

Не менее убедительный пример дает история воз
никновения квантовой механики, которая была перво
начально построена чисто математическим путем, ко

нечно, на основе некоторых известных, но не объяснен
ных в то время физических данных, в результате 
гениального, но чисто «умозрительного скачка матема

тического воображения» (Ф. Дайсон). Она не только 
был8: немедленно подтверждена соответствующими экс
периментами, но явилась источником и стимулом даль

нейшего развития физики микромира со всеми ее впе
чатляющими результатами, роль которых в ХХ в. слиш
ком хорошо известна, чтобы о ней стоило говорить 
снова. 

У всех, кто изучал историю математики и ее приме
нения в науках о природе и в технике и размышлял 

об отношении математики к объективному миру, будь 
это сами математики, физики или философы, неизбежно 
возникал вопрос о чудесной способности математики 
давать правильное описание или отображение физи
ческих процессов, поведения физической вселенной. 

• Да ii с он Ф. Дж. Математика в физических науках.- В кн.~ 
Математика в современном мире. М., 1967. С. 112. 
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Ученые, стоявшие у колыбели современной науки, такие, 
как Кеплер и Галилей, пораженные достигнутыми ими 
результатами, считали, что книга природы написана ее 

божественным творцом на языке математики, так что 
ученому остается только прочитать ~ти записи. С тех 
пор высказывалось множество предположений о при
роде математики и ее познавательной способности, но 
ни одно из них не получило всеобщего признания. 

В ХХ в. одним из западных философов Витгенштей
ном была высказана поразительная мысль, что вся ма
тематика есть не что иное, как совокупность тавтоло

гий, а математические доказательства представляют 
собой тавтологические преобразования. Эта теория объ
ясняла абсолютную достоверность математики и ее уни
версальную применимость. Но она была бессильна объ
яснить способность математики открывать новое в мире, 
т. е. ту ее способность, которая является важнейшей 
для развития науки и дает возможность все более ши
рокого применения математики в специальных науках. 

Следует подчеркнуть, что математика оперирует не 
только абстракциями (это делают все науки), но абст
ракциями весьма высокой степени. Даже любое из са
мых обычных натуральных чисел, например 4, есть аб
стракция, отвлекающаяся от всех специфических осо
бенностей каких-либо четырех предметов (деревьев, 
ножек стола, углов дома и т. д.), характеризуя лишь 
класс, имеющий 4 члена. Понятие же натурального чис
ла - это абстракция еще более высокая, поскольку оно 
представляет собой класс всех классов, имеющих не ме
нее одного члена. 

Сила математики именно в ее способности создавать 
все более высокие абстракции, оперировать ими и изу
чать их особенности и закономерности. Именно поэтому 
она может применяться к различным другим наукам 

и помимо физики, по мере того как они сами становятся 
теоретическими, т. е. начинают создавать достаточно 

высокие абстракции и пользоваться ими. 
Немецкий философ XVIII в. Иммануил Кант считал, 

что наука тем более заслуживает названия науки, чем 
больше в ней математики. В то время математика была 
неотъемлемым элементом лишь механики, физики и аст
рономии. В наше время науки настолько повысили свой 
теоретический уровень, а математик.а настолько разно-
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образила и усовершенствовала свои методы, что их 
слияние оказалось не только возможным, но и абсолют
но необходимым как для развития этих наук, так и для 
самой математики. 

Естественно, что процесс математизации не в одинако
вой степени затронул все науки. Огромным успехом яв
ляется применение математических методов, помимо 

наук о неживой природе, также к исследованиям в об
ласти биологии. Это оказалось возможным главным 
образом благодаря проникновению биологии во внутри
клеточные процессы и анализу их на молекулярном 

уровне. В качестве примера здесь можно назвать хотя 
бы исследование функционирования и построение моде
лей некоторых функций нейрона и изучение проблем 
наследственности и расшифровки генетического кода. 

Но роль математики в биологии этим не исчерпыва
ется. Как говорит Э. Мур, «особая ценность математи
ки для биологии состоит не в применении ее как 
аппарата исследований, а в возможности абстрактно 
подойти к решению фундаментальных проблем и обна
ружить связи между принципиально различными явле

ниями и процессами»*. 

В общественных науках, которые больше всего были 
изолированы от математики, если не считать примене

ния статистических методов к исследованию некоторых 

социальных процессов и явлений, можно назвать такие 
весьма различные области, как проблемы демографии 
и проблемы структурной лингвистики, где применение 
математики дало превосходные результаты. Но, пожа
луй, наиболее значительным научным достижением 
было внедрение математических методов в экономиче

скую науку и в руководство экономическими процес

сами. В наше время научное управление этими процес
сами может быть осуществлено только на основе 
применения точных экономических методов ко всем сто

ронам и сферам народного хозяйства - от прогнозиро
вания размещения полезных ископаемых до изучения 

спроса на товары широкого потребления и бытовые ус
луги, от изучения потребности в рабочей силе до плани-

* Мур Э. Математика в биологических исследованиях// Математика 
в современном мире. М., 1967. С. 129. 
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рования транспортных артерий, пассажирских перево
зок и экспериментов по искусственному воздействию на 
атмосферные явления. 

Короче говоря, жизнь современного человека невоз
можна без математики. 
О какой, однако, математике идет здесь речь: о так 

называемой «чистой» или прикладной? Но это традици
онное разграничение в настоящее время становится все 

более и более условным и утрачивает свой первона
чальный смысл. Даже наиболее абстрактные отделы 
«чистой» математики могут, оказывается, получить 
конкретное приложение в самых неожиданных областях 
науки и техники. В то же время потребности в решении 
теоретических и практических проблем стимулируют 

разработку новых абстрактных методов и отраслей ма

тематической науки. 
В наше время в связи с возросшей ролью математи

ки в современной науке и технике будущие экономисты, 

биологи, геологи, социологи и т. д. нуждаются в серьез
ной математической подготовке. Этим определяется 
место математики в системе высшего образования. Сов
ременный научный работник или инженер должен не 

только знать основы математики, но и хорошо владеть 

всеми новейшими математическими методами исследо

вания, которые могут применяться в области его де

ятельности. Смежные науки используют различный 
объем математических знаний и ставят новые задачи в 

изучении самой математики. Можно с уверенностью 
сказать, что изучение математики способствует усво
ению самого современного стиля научного мышления и 

является условием его применения в конкретных науках. 



Часть 1 

АНАЛИЗ ФУНКЦИИ одноn ПЕРЕМЕННОИ 

Гл а в а 1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

§ 1. Множества. Обозначения 

Понятие множества является одним из основных в 
математике. Это понятие принадлежит к числу так на
зываемых первичных, неопределяемых через более прос
тые. Слова: «совокупность», «семейство», «система», 
«набор», «объединение» и т. п. - являются синонимами 
слова «множество». Примерами множеств могут слу
жить множество студентов данного университета; со

вокупность тех из них, кто сдал вступительные экзамены 

без троек; семейство звезд Большой Медведицы; набор 
трех уравнений с тремя неизвестными; множество всех 
целых чисел и т. д. Из приведенных примеров следует, 
что множество может содержать конечное и бесконечное 
число объектов произвольной природы. 

Объекты, из которых состоит множество, называют
ся его элементами, или точками. Множества чаще всего 
обозначаются большими, а их элементы - малыми бук
вами. Если х - элемент множества Х, то пишут хе=.Х 
(х принадлежит Х). Если х не является элементом мно
жества Х, то пишут х еХ (х не принадлежит Х). Если 
х1 , "., Хп - некоторые элементы, то запись Х ={х1 , •• " Хп} 
означает, что множество Х состоит из элементов х1 , •• " Хп. 
Аналогичный смысл имеет запись Х ={х1 , х2 , х3, ."}. 

Пусть Х и У - два множества. Если Х и У состоят 
из одних и тех же элементов, то говорят, что они совпа

дают, и пишут Х =У. Если в Х нет элементов, не при
надлежащих У, то говорят, что Х содержится в У или 
что Х есть подмножество множества У. В этом случае 
пишут Х с У или У~Х (Х содержится в У или У содер
жит Х). 
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Множество, не содержащее ни одного элемента, назы
вается пустым множеством и обозначается символом 0. 

Пусrое множесrво является подмножесrвом любоrо 
множесrва. 

Множесrво с усrановленным порядком расположе
ния элементов называют упорядоченным. Упорядоченное 
множество в отличие от просто множества записывают 

внутри круглых скобок. Например, из двух элементО'В 
х 1 и х2 можно составить два упорядоченных множес'l'ва: 

(х 1 ; Х2) и (х2; х1). 
В дальнейшем нам придется иметь дело с различны

ми множествами вещественных чисел *. Всюду, где это 
не может привести к недоразумению, для краткости ве

щественные числа будем называть просто чисJ1ами. 
Пусть Х - множество, а Р (х) - какое-то свойство. 

Тогда запись {х 1 Р (х)} обозначает совокупность тех эле
ментов множества Х, которые обладают свойством Р (х). 
Например, {xl х2 -Зх+2=0} есть совокупность вещест
венных корней уравнения х2 -Зх+2=0, т. е. это мно
жество из двух элементов: l и 2; {xl З<х<7} есть мно
жество всех чисел, удовлетворяющих неравенствам 

3<х<7; {xlx>7 и х<З}= & , т. е. пустое множество. 
Пусть а и Ь-два числа и а<Ь. Тогда пользуются 

следующими обозначениями: 

{xla< х< Ь) =[а, Ь]; {х\а< х< Ь} =(а, Ь]; 

{xla< х< Ь} =[а, Ь); 

{xl а< х< Ь} =(а, Ь); {xla< х} =[а, + оо); 
{х \а< х} = (а, + оо); 

{xlx< Ь) = (-оо, Ь]; {xlx< Ь) = (-оо, Ь); 
{xl-oo < х + оо} = (-оо, + оо). 

Все эти множества называются промежутками, при
чем [а, Ь] называется отрезком (или сегментом), [а, Ь), 
(а, Ь], [а, +оо) и (-оо, Ь]- полуинтервалами, а (а, Ь), 
(а, +оо), (-оо, Ь) и (-оо, +оо) -интервалами. Про
межутки [а, Ь] (а, Ь], [а, Ь) и (а, Ь) называются конеч
ными, а и Ь называются их концами. Остальные проме
жутки называются бесконечными. 

• Вместо термина вещественные числа часто употребляют тер· 
мин действительные числа. 
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Множество (-оо, +оо) всех чисел называется 1акже 
числовой прямой~или числовой осью, а любое число
точкой этой прямой. Пусть а - произвольная точка пря
мой и ~ - положительное число. Тогда любой интервал 
(а- б, а+б) называется 6-окрестностью точки а. 

Если Х1, "., Хп - произвольные числа, то запись х= 
=max{x1, "., Xn} (x=min{x1, "., Xn}) означает, что число 
х максимальное (минимальное) из чисел х1 , "., Хп. 

§ 2. Вещественные числа и их основные свойства 
Напомним, что множество вещественных чисел раз

бивается на два множества - рациональные и иррацио
нальные числа. Любое вещественное число представляет
ся бес·конечной десятичной дробью. Рациональным чис
:юм называется число, которое можно представить в 

виде p/q, где р и q- целые числа, причем q=FO. Ирра
циональным числом называется всякое вещественное 

число, которое не является рациональным. Как извест
но, всякое рациональное число p/q является либо целым, 
либо представляется конечной иди периодической бес
конечной десятичной дробью. Иррациональное же число 
представляется непериодической бесконечной десятич
ной дробью. Например, рациональные числа 3/4 и 1/3 
представляются следующими десятичными дробями: 

3/4=0,75; 1/3=0,333".; иррациональные числа 1'2 и n 
представляются непериодическими бесконечными деся-

тичными дробями: "f2 1,41421356 "., :п=3,14159 " .. 
Перечислим основные свойства вещественных чисел. 
1. Сложение и умножение вещественных чисел. Для 

любой пары а и Ь вещественных чисел определены, 
и притом единственным образом, два вещественные чис
ла а+Ь и а· Ь, называемые их суммой и произведением, 
обладающие следующими свойствами. Каковы бы ни 
были числа а, Ь и с: 

1) а+Ь=Ь+а (переместительное свойство); 
2) а+(Ь+с)=(а+Ь)+с (сочетательное свойство); 
3) а· Ь=Ь·а (переместительное свойство); 
4) а·(Ь·с)=(а·Ь)·с (сочетательное свойство); 
5) (а+Ь) ·С=ас+Ьс (распределительное свойство); 
6) существует единственное число О такое, что 

а+О=а для любого числа а; 

• Числовой прямой называется прямая, на к:оторой выбраны точк:а, 
являющаяся началом отсчета, масштабный отрезок и положитель-

ное направление. 
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7) для любого числа а существует такое число -а, 
что а+(-а) =0; 

8) существует единственное число 1 :;60 такое, что 
для любого числа а имеет место равенство а· 1 =а; 

9) для любого числа а=;60 существует такое число 
а-1 , что а·а-1= 1, число а-1 обозначается также 

1 
самволом -. 

а 

11. Неравенства между вещественными числами. Для 
любых двух ра·зличных вещественных чисел а и Ь уста
новлено одно из отношений а>Ь или Ь>а (а больше Ь 
или Ь больше а) . 

Отношение > обладает следующими свойствами. Ка-
ковы бы ни были числа а, Ь и с: 

1) если а>Ь и Ь>с, то а>с; 
2) если а>Ь, то а+с>Ь+с; 
3) если а>О и Ь>О, то а·Ь>О. 
Вместо а>Ь пишут также Ь<а (Ь меньше а). Запись 

а-:;;,.Ь (или, что то же, Ь..;;;.а) означает, что либо а=Ь, 
либо а>Ь. Соотношения а<Ь, а<.Ь, а>Ь, а-:;;,.Ь называ
ются неравенствами. Неравенства а<Ь и а>Ь называ
ются строгими неравенствами. 

111. Непрерывность вещественных чисел. Веществен
ные числа обладают свойством непрерывности. 

Пусть Х и У - два множества, состоящие из вещест
венных чисел. Тогда, если для любых чисел хе:Х и уеУ 
выполняется неравенство х<.у, то существует хотя бы 
одно число с такое, что для любых чисел х и у выпол
няются неравенства х<.с<.у. 

Свойство непрерывности имеет простой геометриче
ский смысл. В самом деле, если возьмем числовую пря
мую, то на ней каждая точка хе:Х будет расположена 
левее каждой точки уе: У. Поэтому множество Х рас
положено целиком левее множества У. Согласно свой
ству непрерывности между множествами Х и У есть 
точка с, «отделяющая одно множество от другого:. 

(рис. 1"). При этом точка с может принадлежать как 

о 
\.о о о о ogc о D а 1 а а с о о с с _______ __,! с 

х у 
ж 

Рис. 1 
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множеству Х, так и множеству У, а также не принад
лежать ни одному из них. Таким образом, числовая 
прямая является как бы сплошной линией без «дырок:.. 
В каком бы месте мы ни разрезали прямую на две 
части, разрез пройдет через одну из точек прямой. 

Следует заметить, что свойством непрерывности об
ладает множество всех вещественных чисел, но им не 

обладает множество только рациональных чисел. Дей
ствительно, пусть множество Х состоит из рациональных 

чисел х, для которых выпо,1няется неравенство x<i2, 
а множество У состоит из рациональных чисел у, для 

которых выполняется нера·венство у>1/2. Тогда, очевид
но, для любого хеХ и любого уе У выполняется не
равенство х<.у, однако не существует рационального 

числа с такого, чтобы выполнялись неравенства х<.с<.у. 

В самом деле, таким числом могло бы быть только 1/2, 
которое, как известно, не является рациональным. 

Перечисленные свойства вещественных чисел можно 
принять за аксиомы. 

Мы ограничились здесь перечислением наиболее ха
рактерных свойств вещественных чисел, считая, что этих 
сведений достаточно для изучения последующего мате
риала~ 

§ 3. Грани числовых множеств 
Говорят, что множество Х ограничено сверху (снизу), 

если существует число с такое, что для любого хеХ 
выполнено х<.с (с<.х). Число с в этом случае называет
ся верхней (нижней) гранью множества Х. 

Множество, ограниченное и сверху и снизу, назы
вается ограниченным. 

Пр им еры. Любой конечный промежуток ([а, Ь], 
[а,Ь), (а,Ь], (а,Ь)) ограничен. Интервал (а,+оо) есть 
множество, ограниченное снизу, но не ограниченное 

сверху; а интервал (-оо, +оо) есть множество, не огра
ниченное ни сверху, ни снизу. 

Очевидно, что любое ограниченное сверху (снизу) 
множество Х имеет бесконечно много верхних (нижних) 
граней, образующих множество чисел, ограничивающих 
Х сверху (снизу). В самом деле, если число с является 

• Желающим ознuомиrься с теорией веществе1111ЬIХ чисел более 
полно рев:омендуем в:виrу: Кудрявцев Л. Д. «Курс математичесt:оrо 
анализа». М.,2006. Т. 1. 
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верхней (нижней) гранью множества Х, то любое чис
ло с', большее (меньшее) числа с, также является верх
ней (нижней) гранью множества Х, так как из спра
ведливости неравенства х<:с (с<:х) будет следовать, 
что х <с' (с'< х) . 

Естественно, возникает вопрос о существовании наи
меньшего из чисел ограниченного сверху множества и 

наибольшего из чисел ограниченного снизу множества. 
Наименьшее из чисел, ограничивающих множество Х 

сверху, называется точной верхней гранью* множества 
Х и обозначается символом sup Х **, а наибольшее из 
чисел, ограничивающих множество Х снизу, называется 
точной нижней гранью этого множества и обозначаетсJ\ 
символом inf Х ***. 

Пр им еры. Пусть Х= (а, Ь). Тогда Ь является точ
ной верхней гранью множества Х, а а - точной нижней 
гранью, т. е. b=supX, a=infX. Пусть Х=(а,+оо). 
Тогда a=inf Х, а точной верхней грани данное множест
во не имеет. 

Точная верхняя грань sup Х обладает следующим 
важным свойством. К:ак бы мало ни было число е>О, 
найдется число хеХ такое, что x>sup Х - е. Если бы 
такого числа х не нашлось, то число sup Х - в было бы 
также верхней гранью, и тогда число sup Х не было бы 
точной верхней гранью. Другими словами, данное свой
ство выражает тот факт, что число sup Х является наи
меньшим среди чисел, ограничивающих множество Х 
сверху, и уменьшено быть не может. 

Аналогичным свойством обладает и точная нижняя 
грань - как бы мало ни было число е>О, найдется 
число хе:Х такое, что x<inf Х+е. 

Возникает вопрос, при каких условиях числовое мно
жество имеет точную верхнюю (нижнюю) грань. Ответ 
дает следующая весьма важная 

Т е о р е м а 1.1. Любое непустое ограниченное сверху 
(снизу) числовое множество имеет точную верхнюю 
(нижнюю) грань. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть Х - непустое множест

во, ограниченное сверху. Тогда множество У чисел, ог-

• Наряду с термином точная верхняя грань (точная нижняя 
грань) употребляют термины верхняя грань (нижняя грань). 

•• supremum (Аат.) - наивысшее. 
••• infimum (лат.) - наинизшее. 
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раничивающих Х сверху, непусто. Из определения верх
ней грани следует, что для любого хеХ и любого уеУ 
имеет место неравенство х<.у. В силу свойства непре
рывности существует такое число с, что для любых х 
и у выполняются неравенства 

х<.с<.у. (1) 

Из первого из неравенств ( l) следует, что число с огра
ничивает множество Х сверху, т. е. является верхней 
гранью, а из второго - что оно - наименьшее из таких 

чисел,* т. е. является точной верхней гранью, причем 
может как принадлежать, так и не принадлежать мно

жеству Х. 
С.11учай существования точной нижней грани у не

нустого ограниченного снизу множества рассматривает

ся аналогично•"ll 
Если множество Х не ограничено сверху (снизу), 

условимся писать: supX=+oo (infX=-oo). 

§ 4. Абсолютная величина числа 

Понятием абсолютной величины числа и неравенст
вами, связанными с абсолютными величинами, нам 
в дальнейшем придется очень часто пользоваться. 

О п р еде л е н и е. Абсолютной величиной, или моду
лем, числа х называется само число х, если х:;э..0, или 
число -х, если х<О. 

Абсолютная величина числа х обозначается симво
лом lxl. Таким образом: 

{ х, если х ~ О; 

lxl = -х, если х< О. 

Из определения вытекает ряд свойсrn абсолютной 
величины числа. 

lxl ::;э..0. Действительно: 
1) если х::;э..0, то lxl =х::;э..0; 
2) если х<О, то lxl =-х; но -х>О, так как х<О, 
т. е. lxl >0. 

Из 1) и 2) получаем, что 1 xl ::;э..0. 

• Так как с ( у для всех у Е У. 

•• Здесь и в дальнейшем символ 8 будет означать конец дока-
эательства. 
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11. lxl=l-x/. Действительно: 
1) если х:>О, то -х<:О, и тогда 1-xl =-(-х) = 
=Х=/х/; 
2) если х<О, то -х>О, и тогда 1-xl=-x=lxl, 
так как х<О. 

Из 1) и 2) получаем: lxl = 1-xl. 
111. -lxl <Х< lxl. Действительно: 

1) если х:>О, то lx/=x и подавно /xl:>-x, т. е. 
-lxl <:х; 
2) если х<О, то х<-х, так как 2х<0, х+х<О, 
х<-х, т. е. х< lx/. 

Из 1) и 2) получаем, Ч1'О -lx/<:x<lx/. 
Следующие три свойства в силу важности докажем 

в виде теорем. 

Те о р е м а 1.2. Пусть 8 - положительное число. Тог-
да неравенства /xl <:8 и -е<:Х<:8 равносильны. 

Доказательство. Пусть lx/<:8. Тогда: 
1) если х:>О, то lxl =х, т. е. Х<:8, откуда О<:Х<:8; 
2) если х<О, то /xl =-х, т. е. -Х<:8, откуда -8-<: 
<:х<:О. 

Объединяя 1) и 2), при любом х получаем: -8<:Х<:е. 
Пусть справедливо неравенство -е<:Х<:8. Это зна

чит, что одновременно выполняются неравенства х<:е 

и х:>-8. Из последнего имеем: -х<:е. Так как по опре
делению /xl есть либо х, либо -х, то lxl-<e 8 

Т е о р ем а 1.3. Абсолютная величина суммы двух 
чисел не больше суммы абсолютных величин этих чисел, 
т. е. /x+yl<=lxl+IYI· 
До к аз ат ель ст в о. Пусть х и у- любые числа. 

В силу свойства 111 для них справедливы неравенства 

-lxl-<x<lxl и -IYl<Y<IYI· 
Складывая их почлеино, получим 

-( lxl+ IYI) <х+у< (lxl+IYI ). 
По теореме 1.2 это двойное неравенство равносильно 
неравенству /x+yl<lxl+IYl8 

Заметим, что lx-y/ < lx/-Ry\. 
Те о р ем а 1 .4. Абсолютная величина разности двух 

чисел не меныие разности абсолютных величин этих чи
сел, т. е. lx-y/~lxl-IYI· 
До к а з а тел ь ст в о. Для любых чисел х и у имеем 

х=у+(х-у). 
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По теореме 1.3 справедливо неравенство 

lxl = IY+(x-y) 1 < IYl+lx-y\. 
Отсюда получаем: lx-yl::;;.. /xl-IYI 8 

И в заключение отметим, что каковы бы ни были 
два числа х и у, имеют место легко проверяемые соот

ношения: 

lx·yl = lxl·I YI и \3-1 =И, если Y=I= О. 
у lyl 

Г пав а 11. ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ 

Понятие предела является фундаментальным поняти
ем математического анализа. Начало изучению понятия 
предела положено в элементарной математике, где с по

мощью предельных переходов определяется длина окру

жности, объем цилиндра, конуса и т. д. Оно также ис
пользовано при определении суммы бесконечно убыва
ющей геометрической прогрессии. Операция предельного 
перехода является одной из основных операций анализа. 
В настоящей главе рассматривается простейшая форма 
операции предельного перехода, основанная на понятии 

предела так называемой числовой последовательности. 
Понятие предела числовой последовательности позволит 
нам в дальнейшем определить и другие более сложные 
формы операции предельного перехода. 

§ 1. Числовые последовательности 

1. Числовые последовательности и арнфметическме 
действия над ними. С числовыми последовательностями 
мы уже встречались в средней школе. Примерами таких 
последовательностей могут служить: 1) последователь
ность всех элементов арифметической и геометрической 
прогрессии, 2) последовательность периметров правиль
ных п-уrольников, вписанных в данную окружность, 

3) последовательность х1 =1, х2 =1,4, Хз=l,41 ... при
ближенных значений "}'2. В этом пункте мы уточним и 
расширим понятие числовой последовательности. 

О п р еде лен и е. Пусть каждому числу п натураль
ного ряда чисел 

l, 2, 3, ... , п, ... 
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ставится в соответствие вещественное число Хп, т. е. 

заданы некоторые вещественные числа, определенным 

образом перенумерованные. Тогда множество занумеро
ванных вещественных чисел 

Х1, Х2, Хз, ... , Хп, •.. (1) 
называет-ся числовой последовательностью, или просто 
последовательностью. 

Другими словами, числовую последовательность мож
но определить как множество пар чисел (п; Хп). 

Числа Хп будем называть элементами, или членами, 
последовательности ( l), а число Хп - общим, или п-м, 
•tленом данной последовательности. Сокращенно после
довательность (l) будем обозначать символом {xn}. Та·к, 

например, символ {--!;-} будет обозначать последователь-
1 1 1 

llOCTЬ J, -, -, " • , -, ••• 
2 3 п 

Последовательность считается заданной, если указан 
способ получения любого ее элемента. Например, если 
Х11 = 1 + (-1) п, то последовательность запишется в виде: 

1 
О, 2, О, 2, ". Обращая дробь 3- в десятичную с точ-

ностью до одного, двух, трех и т. д. знаков после запя

той, также получаем последовательность: 

Х1=0,3; Х2=0,33; Хз=О,333, ." ; Хп=О,333".3, ... 

Необходимо заметить, что последовательность отли
чается от числового множества тем, что мы можем 

одновременно определить как сам элемент последова

тельности, так и его порядковый номер. 

-1 
6) 

о 

1 , 1 
-э -гr 

f 1 f 
ii 3 2 

1 1 
6 7i 

1 
2 

С1 С1 С1 CICIDDO О а С1 

Рш:. 2 
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Геометрически последовательность изображается на 
чис;ювой прямой в виде последовате.rrьности точек, ко
ординаты которых равны соответствующим элементам 

последовательности. На рис. 2 изображены соо'!'Ветст
венно последовательности 

Введем понятие арифметических действий над чис
ловыми последовательностями. Пусть даны производь
ные последовательности Х1, Х2, •.. , Хп, ... и У1. У2, •.• , Уп, •.• 
Произведением последовательности Х1, Х2, ••• , Хп •.• на чис
ло т назовем последовательность 

тх1, тх2 • ... , тхп, ... 

Суммой данных последовательностей назовем последо
вательность 

разностью - последовательность 

Х1 -- Yt. Х2 - У2, •.• , Хп - Уп, ••· , 
произведением - последовательность 

Х1·У1, Х2·У2, •.. , Хп·Уп, ... , 

частным - .последовательность 

%1 %1 Хп 
--. --, ••• ' --, ••• J 

У1 У2 Уп 

если все члены последовательности, на которую мы де

лим, отличны от нудя. 

Указанные действия над последовательностями сим-
волически записываются так: 

т{хп}= {тхп}, 

{xn}+{Yn}={xn+Yп}, 

{xn}- {уп}={Хп - Уп}, 

{Хп}-{уп}={Хп • Уп}, 

{Хп} = {~}. Уп =t= о·. 
{Yn} Уп 

• у" +о означает, что значения у" отличны от нуля при лю
бом п. 
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2. Ограниченные и неограниченные посJ1едователь
ности 

Определение 1. Последовательность {xn} назы
вается ограниченной сверху (снизу), если существует 
число М (т) такое, что любой элемент Хп этой после
довательности удовлетворяет неравенству Хп<М 
(хп::;;,.т}. 
Определен и е 2. Последовательность {xn} назы

вается ограниченной, если она ограничена и сверху и 
снизу, т. е. существуют числа т и М такие, что любой 
элемент Хп этой последовательности удовлетворяет не
равенствам: m<.Хп<М. 

Обозначим A=max{\ml, IMI}. Тогда условие огра
ниченности последовательности можно записать в виде 

lxnl <:А. 
Определен и е 3. Последовательность {xn} назы

вается неограниченной, если для любого положитель
ного числа А существует элемент Хп этой последова
тельности, удовлетворяющий неравенству lxnl >А. 

Из данных определений следует, что в случае огра
ниченности последовательности сверху все ее элементы 

принадлежат промежутку (-оо, М], в случае ограни
ченности снизу - промежутку [т, + оо), а в случае ог
раниченности и сверху и снизу - промежутку [m, М]. 
Неограниченная последовательность может быть огра
ничена сверху (снизу}. Рассмотрим несколько примеров: 

1} Последовательность {xn}={n} или, что то же, 
1, 2, 3, ... , п, ... ограничена снизу, но не ограничена 
сверху. 

2) Последовательность {xn}={-n} или, что то же, 
-1, -2, -3, ... , -п, ". ограничена сверху, но не огра
ничена снизу. 

3) Последовательность {хп) = { +} или, что то же, 
1 1 1 

1, -, -, ... , -, . . . ограничена, так как любой эле-
2 3 п 

мент Хп этой последовательности удовлетворяет нера
венствам: О<Хп<. l (т=О, М= 1). 

4) Последовательность {xn}=П-t)n·n} или, что то 
же, -1, 2, -3, 4, -5, .. " (-J)nп, ... неограниченная. 
В самом деле, каково бы ни было число А, среди эле
ментов Хп этой последовательности найдутся элементы, 
для которых будет выполняться неравенство \хпl >А. 
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3. Бесконечно большие и бесконечно малые последо
вательности 

Определение 1. Последовательность {xn} назы
вается бесконечно большой, если для любого положи
тельного числа А (сколь бы большим мы его ни взяли) 
существует номер N такой, что при n>N * выполняется 
неравенство lxnl >А. 

3 а м е ч а ни е. Очевидно, что любая бесконечно боль
шая последовательность является неограниченной. Од
нако неограниченная последовательность может и не 

быть бесконечно большой последовательностью. Напри
мер, неограниченная последовательность 1, 2, 1, 3, "., 
." 1, п, 1, п+ 1, ... не является бесконечно большой, по
скольку при А> 1 неравенство 1 Xnl >А не имеет места 
для всех элементов Хп с нечетными номерами. 

Определение 2. Последовательность {an} назы
вается бесконечно малой, если для любого положитель
ного числа е (сколь бы малым мы его ни взяли) су
ществует номер N такой, что при n>N выполняется 
неравенство 1ап1 <е. 

Для более четкого понимания данных определений 
рассмотрим следующие примеры: 

Пр им ер 1. Докажем, что последовательность {п} 
является бесконечно большой, пользуясь только опре
делением 1. 

Возьмем любое число А>О. Из неравенства lxnl = 
= lnl >А получаем n>A. Если теперь взять N;;,,.A, то 
для всех n>N будет выполняться неравенство lxnl >А. 
Так как число А может быть сколь угодно большим, то 
согласно определению 1 последовательность {п} будет 
бесконечно большой. 

Пр им ер 2. Докажем, что последовательность { +} 
является бесконечно малой, пользуясь только опреде
лением 2. 

Возьмем любое е> О. Из неравенства 1ап1 = 171 < е 
получаем n>l/e. Если теперь взять N=[+l**,тодля 

• «При n>N» означает «для всех элементов последовательно
сти с номерами n>N». 

'""' Символ [х] обозначает наибольшее целое число, не превос
ходящее х. Например, [1] = 1, [3,1] =3, [0,7] =0, [-0,6)= -1, 
[-172,9] =~173 и т. д. 



всех n>N будет выполняться неравенство lanl <е. При 
1 

е= IO получим: N=[lO]= 10, при е=4/15 получим: 

N = [ 1: J=з и т. д. Так как число в может быть сколь 
угодно малым, то согласно определению 2 последова

тельность { +} есть бесконечно малая. 
Теперь докажем теорему, устанавливающую связь 

между бесконечно большими и бесконечно малыми по
следовательностями. 

Теорем а 2.1. Если {хп} - бесконечно большая по
следовательность и все ее члены отличны от нуля, Хп*О, 

то {ап} = { +.} есть бесконечно малая, и обратно, если 
{ап}- бесконечно малая последовательность, ап*О, то 

{хп} = t ~в \ есть бесконечно большая. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть {хп}- бесконечно боль

шая последовательность. Возьмем любое е>О и поло
жим А= l/e. Согласно определению 1 для этого А су
ществует номер N такой, что при n>N будет lxnl >А. 
Тогда l«nl=/-1-/=-1-<-L=e, т. е. lanl<e для 

Хв 1Хп1 А 
всех n>N. А это значит, что по.следовательность {l/xn} 
есть бесконечно малая. 

Доказательство второй части теоремы проводится 
аналогично 8 

4. Основные свойства бесконечно малых последова
тельностей 

Теорем а 2.2. Алгебраическая сумма двух беско
нечно малых последовательностей есть бесконечно ма
лая последовательность. 

Доказательство. Пусть {an} и {Рп}-бесконечно 
малые последовательности. Требуется доказать, что по
следовательность {ап±Рп} бесконечно малая. Пусть е -
произвольное положительное число, N1 - номер, начи-

ная с которого 1 «nl < ...!..., а N2 - номер, начиная с ко-
2 

е 
торого 1 ~"1 < - (такие номера N1 и N2 найдутся по 

2 
определению бесконечно малой последовательности). 
Возьмем N=max{N1, N2}, тогда при n>N будут одно-



временно выполняться два неравенства: 1ап1 < -Т, 
1 Рпl <...!.... Следовател~,но, при n>N 

2 

1 «11 ± Рп 1 < 1«111 + 1Рп1 < + + + = е · 

Это значит, что последовательность {а"±Рп} бесконечно 
малая• 

Следствие. А.r~гебраическая сумма любого конеч
ного числа бесконечно малых последовательностей есть 
бесконечно малая последовательность. 

Теорем а 2.3. Произведение двух бесконе~tно малых 
последова1'ельносrей есть бесконечно малая последова
тельность. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть {а"} и {~"}-бесконечно 
малые последовательности. Требует~я доказать, что 
{а"· Рп} - бееконечно малая пос:1едовательность. Так 
как {ап}- бесконечно малая, то для любого е>О суще
ствует номер N1 такой, что laпl<e при n>N1, а так 
как {Р11} тоже бесконечно малая, то для е= 1 существу
ет номер N2 такой, что 1Рпl<1 при n>N2. Возьмем 
N=max{N1, N2}, тогда при n>N будут выполняться оба 
неравенства. Следовательно, при n>N 

/ ап · Рп 1 = 1 ап / · 1 Рп 1 < е · l = е. 

Это оэначае1', что {ап · Рп} есть бесконечно малая • 
С л ед ст в и е. Произведение любого конечного числа 

бесконечно малых последовательностей есть бесконечно 
малая последовательность. 

3 а меч а ни е. Частное двvх бесконечно малых по
следовательностей может быть любой последователь
ностыо и может не иметь смысла. Например, если 

ап= -1-, Рп= -1-, то все элементы { ап } равны единице 
п п ~ 

и данная последовательность является ограниченной. 

Если а11 = -;-. Р11 = : 1 , то { ;~ } бесконечно большая, 
1 "' 1 и, наоборот, если а11 = --, а Рп. = -, то { а1&- } беско-
п1 п ~п. 

печно малая. Если начиная с некоторого номера элемен-

ты {Рп} равны нулю, то { ;: } не имеет смысла. 
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Теорем а 2.4. Произведение ограниченной после
довательности на бесконечно малую есть бесконечно 
малая последовательность. 

Д о к а з а тел ь ст в о. Пусть {хп} - ограниченная, 
а {ап} - бесконечно малая последовательности. Требует
ся доказать, что {Хп·ап}- бесконечно малая. Так как 
{хп} ограничена, то существует число А>О такое, что 
любой элемент Хп удовлетворяет неравенству lxnl ..;;;А. 
Возьмем любое е>О. Поскольку {ап}- бесконечно ма-

е 
лая, то для положительного числа А существует номер 

N такой, что при n>N выполняется неравенство 1 anl < 
е < -. Тогда при n>N 
А 

1 Хп · ап 1 = 1 Хп 1·1ап1 < А · ~ = е. 

Это означает, что последовательность {Хп · an} бесконеч
но малая8 

С л ед ст в и е. Произведение бесконечно малой по
следовательности на число есть бесконечно малая по
следовательность. 

Переходим теперь к одному из важнейших в мате
матическом анализе понятий - понятию предела число
вой последовательности. 

§ 2. Сходящиеся последовательности 

t. Понятие сходящейся последовательности 
О п р еде Л е ни е. Число а называется пределом чис

ловой последовательности {хп}, если для любого поло
жительного числа е существует номер N такой, что для 
всех членов последовательности с номерами п>N вы
полняется неравенство 

lxп-al <е. (1) 

При этом последовательность {xn} называется сходя
щейся. 

Если последовательность {xn} сходится и имеет своим 
пределом число а, то символически это записывается 

так: 

lim Хп =а•, или Хп -а при п -+оо. (2) 
n-+oo 

• limes (лат.) - предел. 
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Рассмотрим 

Пр н мер. Показать, что { п } имеет своим пре-
n + 1 

делом число 1, пользуясь только определением. 

Возьмем любое в>О. Так как 1 xn - 11 = 1 п -
n+l 

- 11 = - 1-, то для нахождения значений п, удовлет-
11+1 

воряющих неравенству lхп-11 <е, достаточно решить 
1 1-8 

неравенство---< в, откуда получим: п > . 
п+l г 

Следовательно, за N можно взять целую часть числа 
1-; 8 , т. е. N = [ 1 --: 8 J Тогда неравенство 1 Хп

- 11 <е будет выполняться при всех n>N. Поскольку е 
брали произвольно, то этим и доказано, что 1 есть пре-

дел { n~ 1 } · В частности, если, например, е=О,01, то 
N = [ l-O,Ol] = 99 и при n>N=99 будет lхп-11 < 

0,01 

<0,01; если в= 1/2, то N = [ l - l/2 J = 1 и при n> 
1/2 

>N=l будет lxп-ll< -1-и т. д. Проверим последний 
2 

случай. Возьмем n=2, тогда 

lxa-ll =1 2l1 -ll=I 2-; 3 1=1-+1=+ <+. 
Пользуясь (2), полученный результат можем за-

писать в виде: 

1. п 1 n 1 im -- = , или -+ при n-+oo. 
n-+oo n+ 1 п+ 1 

По определению а в данном примере равно 1. 
3 а м е ч а ни е 1. Пусть {xn} сходится и имеет своим 

пределом некоторое число а. Тогда разность {хп - а}= 
={ап} будет бесконечно малой последовательностью, 
так как для любого е>О существует номер N такой, 
что при n> N выполняется неравенство 1ап1=1 Хп - а 1 < 
<в. Следовательно, любой элемент Хп сходящейся по
следовательности, имеющий пределом число а, можно 
представить в виде 

(3) 
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где an - элемент бесконечно малой последовательности 
{an}. Очевидно, справедливо и обратное: если Хп можно 
представить в виде Хп=а+ап, где {ап}- бесконечно ма
лая последовательность, то limxп=a. Представление (3) 

n-+ao 

будет нами часто использо·ваться при доказательствах 
многих теорем. 

3 а меч ан и е 2. Предел числовой последователь
ности имеет вполне четкое геометрическое истолкование. 

Неравенство ( 1) равносильно неравенс'Гвам 

-е<Хп-а<е, или а-е<хп<а+е, 

которые означают, что элемент Хп находится в е-окрест

ности числа а (рис. 3). 
Поэтому определение предела последовательности 

можно сформулировать и следующим образом: число а 
является пределом последо-

-~------.---·- вательности {xn}, если, ка-
а-е а а+& :i: кую бы окрестность (а-е, 

Рис. З 
а+е.) мы ни задали, суще
ствует номер N такой, что 
все элементы Хп с номерами 

п>N попадут в заданную окрестность. 
2. Основные свойства сходящихся послед.овательно

стей. Перед тем, как перейти к доказательству следую
щей теоремы, докажем лемму. 
Л ем м а 2.1. Если все элементы бесконечно малой 

последовательности {an} равны одному и тому же числу с, 
то с=О. 
До к а з а тел ь с т в о. Предположим обратное, что 

с+О. Положим е= ..l.E.L. Тогда по определению беско-
2 

нечно малой последовательности существует номер N 
такой, что при п>N выпоJiняется неравенство 1 anl <е. 

Так как ап=с, а е= ...lE.L, то последнее неравенство 
2 

можно переписать в виде: 1 cl < lE.L, откуда 1 < -1 • 
2 2 

Полученное противоречие показывает, что предположе
ние с+О не может иметь места 8 

Теор е м а 2.5. Сходящаяся последовательность име
ет только один предел. 

До к аз ат ель ст в о. Предположим обратное, что 
сходящаяся последовательность {xn} имеет два предела 
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а и Ь. Тогда по формуле (3) для элементов Хп получим 

х"=а+ап и Хп=Ь+~п. 

где ап и ~n - элементы бесконечно малых последова
тельностей {an} и {~п}. Вычитая написанные соотноше
ния одно из другого, найдем: ап- ~п=Ь- а. Так как 
все элементы бесконечно малой последовательности 
{ап - ~n} имеют одно и то же постоянное значение Ь - а, 
то по доказанной лемме Ь- а=О, т. е. Ь=а 8 

Теор ем а 2.6. Сходящаяся последовательность ог
раничена. 

До к аз ат ел ь с тв о. Пусть {хп} - сходящаяся после
довательность и число а - ее предел. Пусть, далее, в -
произвольное положительное число и N - номер, начи
ная с которого выполняется 1Хп-а1 <е. Тогда 

lxnl = 1 (x"-a)+al <: lxп-al+lal < lal+в 

дJIЯ всех n>N. Возьмем A=max{Jal+e, lxil. lx2I .... , 
"" 1хN1}. Очевидно, 1Хп1 <:А для всех номеров п, что н 
означает ограниченность последовательности {xn} 8 

3 а меч ан и е. Ограниченная последовательность мо
жет и не быть сходящейся. 

Так, например, последовательность -1, 1, -1, ... , 
(-1) n, ... ограничена, но не сходящаяся. Будем вести 
рассуждения от противного. Предположим, что данная 
последовательность имеет пределом число а. Это зна
чит, •1то для любого в>О, в частности и для в= 1/2, 

существует номер N такой, что при n>N lxп-al <-1-. 
2 

Так как Хп принимает попеременно значения 1 и -1, 

то можем записать ll-al<-1 и 1(-1)-al<-1-. 
2 2 

Тогда получим 

2 = / 1-а +а-(-1)1< 

1 1 <ll-al+la-(-1)1< 2 +2= 1, 

т. е. 2< 1, чего быть не может. 
Докажем следующие основные теоремы. 
Теорем а 2. 7. Алгебраическая сумма двух сходя

щихся последовательностей {хп} и {уп} есть сходящаяся 
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послеdовательность, предел которой равен сумме пре
делов последовательностей {хп} и {Уп}. 
До к аз ат ел ь ст в о. Пусть а и Ь - соответственно 

пределы {xn} и {Yn}. Тогда по формуле (3) 

Хп=а+ап, Уп=Ь+~п, 

где {ап} и {~n}- бесконечно малые последовательности. 
Следовательно, 

(Х11±Уп)-(а±Ь) =an+~n· 

По теореме 2.2 последовательность {an±~n} бесконечно 
малая. Таким образом, последовательность { (хп±Уп)
-(а±Ь)} также бесконечно малая и поэтому последо
вательность {xn+Yn} сходится и имеет своим пределом 
число а±Ь 8 

Т е о р ем а 2.8. Произведение сходящихся последо
вательностей {хп} и {уп} есть сходящаяся последователь
ность, предел ко1'орой равен произведению пределов 
последовательностей {хп} и {Уп}. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть а и Ь- соответственно 

пределы {хп} и {Уп}. Тогда по формуле (3) 

Х11=а+ап, У11=Ь+~п. 

где {an} и {~п}- бесконечно малые последовательности. 
Следовательно, 

ХпУп-аЬ=а~п+Ьап+а~~~n· 

Согласно теоремам 2.2- 2.3 последовательность {aPn+ 
+Ьап+ап~п} бесконечно малая. Таким образом, после
довательность {ХпУп - аЬ} также бесконечно малая и по
этому последовательность {ХпУп} сходится и имеет своим 
пределом число аЬ 11 

Теорем а 2.9. Частное двух сходящихся последова
тельностей {хп} и {уп} при условии, что предел {Уп} от
личен от нуля *, есть сходящаяся последовательность, 
предел которой равен частному пределов последова
тельностей {хп} и {Уп}. 

* В силу условия lim Yn =FO элементы Yn начиная с некоторо

го номера N не обраща':о~~ в нуль, поэтому частное ( :: } имеет 
смысл для всех n>N. 
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Д о к а з а т ел ь с т в о. Если а и Ь - пределы после
довательностей {хп} и {уп} соответственно, то для дока-

зательства теоремы достаточно установить, что{ "11 -

Уп 

--f} есть бесконечно малая пос.11едовательность. Пред-
" а ставим - 11 --, используя формулу (3), в виде 
Уп Ь 

х11 а ---= 
Уп Ь 

Ь (а+ а11) ·- а (Ь + ~п) 
Ьuп 

=-1 (а-~Р) Уп п Ь п • 

В силу свойств бесконечно малых последовательно
а 

стей множитель ап - -~п есть бесконечно малая по-
Ь 

следовательность. Покажем, что { :
11 

} есть ограничен-
ная последовательность. Так как Уп~ь. Ь:#=О, при п_..оо, 
то для 8= 1Ь1 /2 найдется номер N такой, что для всех 

n>N будет IYп-bl< ':' . Тогда 

1Уп1 = 1 Ь - (Ь - Уп) 1 ~ 

1 ь 1 bl 1 bl 
~1Ьl-1Уп-Ь >1 1--2-=-2-. 

откуда 1у11 1 > lli, и, следовательно, \-1-1 < - 2- для 
2 Уп 1 bl 

всех n>N, что и означает ограниченность последова

тельности { ;
11 

} 

По теореме 2.4 последовательность { :п ( «11 - f Рп)} 
бесконечно малая, поэтому последовательность { Хп· -

Уп 

- f} также бесконечно малая. Следовательно, после-

довательность { ;: } сходится и имеет своим пределом 
число а/Ь. 
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Теоремы, доказанные в этом пункте, имеют очень 
большое не то.'lько теоретическое, но и практическое 
значение. 

3. Предельный переход в неравенствах. 
Теорем а 2.10. Если элементы сходящейся последо

вательности {хп}, начиная с некоторого номера, удовлет
воряют неравенству хп-:;..Ь (хп<Ь), то и предел а этой 
последовательности удовлетворяет неравенству а-:;,..Ь 
(а<:Ь). 
До к аз ат е .'1 ь ст 'В о. Пусть все элементы Хп, начи

ная с некоторого номера, удовлетворяют неравенству 

Хп>.;.Ь. Требуется доказать неравенство a-:;i..b. Предполо
жим обратное, что а<Ь. 

Поскольку а - предел {хп}, то для е=Ь - а сущест
вует номер N такой, что при n>N выполняется нера
венство 1 Хп - а 1 <Ь - а, которое равносильно следую
щим двум неравенствам: -(Ь-а)<хп-а<Ь-а. Из 
правого неравенства мы получаем хп<Ь, а это противо
речит условию теоремы. Случай Хп<Ь рассматривается 
аналогично • 

Следствие 1. Если элементы Хп и Уп сходящихся 
последовательностей {xn} и {у"}, начиная с некоторого 
номера, удовлетворяют неравенству Хп<-Уп. то их пре· 

делы удовлетворяют неравенству liш Хп<= lim Yn· 
п-+оо n.~oo 

В самом деле, начиная с некоторого номера элемен
ты {Уп - Хп} неотрицательны, а поэтому неотрицателен 
и ее предел 

lim (у11 -х11) = lim Уп - lim Хп ~О. 
n-+• п-..оо n-+oo 

Отсюда следует, что 

lim х11 < lim Уп· 
n-+oo n-+~ 

Следствие 2. Если все элементы сходящейся по
следовательности {xn} находятся на отрезке [а, Ь], то и 
ее преде.1 с также находится на этом отрезке. 

В самом дeJie, так как а<Хп<:Ь, то а<.с<Ь. 
Следующая теорема играет важную роль в различ-

ных приложениях. 

. Те о р е м а 2.11. Пусть даны три последовательности 
{хп}, {yn} и {zn}, связанные неравенствами Хп<-Уп<-Zп 
для всех п. Тогда, если {xn} и {zп} имеют один и тот же 
предел а, то {Уп} 1'акже имеет предел а. 
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Доказательство. Возьмем любое е>О. По это
му е для {xn} найдется номер N1 такой, что lхп- al <в 
для всех n>N1, т. е. 

а-е<хп<а+е. (4) 

По этому же е для {zn} найдется номер N2 такой, 
что lzп-al<e для всех n>N2, т. е. 

а - e<z"<a+e. (5) 

Возьмем N=max{N1, N2}. Тогда для n>N будут выпол
няться одновременно неравенства (4) и (5). Используя 
подчеркнутые их части, а также неравенства, данные 

в условии теоремы, можем записать: 

а- в<Хп-<=Уп-<:Zп<а+е для n>N. 

Отсюда 

а-е<Уп<а+е, или IYn-al<e для n>N. 

Последнее означает, что пределом {уп} является а 8 

§ 3. Монотонные последовательности 

1. Определение и признак сходимости монотонных 
последовательностей 

Оп р еде лен и е. Последовательность {xn} называет
ся возрастающей, если х, <х2 <хз<."<хп<Хп+1< ... ; не
убывающей, если х 1 ...,;:х2 ...,;:х3 ...,;: ••• <:хп<:Хп+1 -<: ••• ; убываю
щеа, если х1>х2>хз>".>хп>хп+1 >."; невозрастающей, 
если Х1=>Х2=>Хз:>".=>Хп=>Хп+1=>·" 

Все такие последовательности объединяются под об
щим названием монотонных. Возрастающие и убываю
щие последовательности называются также строго мо

нотонными. 

Рассмотрим примеры монотонных последователь
ностей. 

1) Последовательность 1, -, -, ... , -, убы-
2 з п 

вающая и ограниченная. 

1 1 
2) Последовательность 1, 1, 2 . 2 . З• З' ... '-. 

ti 

-, 
п 

невозрастающая и ограниченная. 
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3) Последовательность 1, 2, 3, ... , п, ". возрастающая и 
неограниченная. 

4) Последовательность 1, 1, 2, 2, 3, 3, "" п, п, ". неубы· 
вающая и неограниченная. 

1 2 з п 5) Последовательность -, -, -, ... , , ... 
2 з 4 11+1 

возрастающая и ограниченная. 

Отметим, что монотонные последовательности огра
ничены по крайней мере с одной стороны: неубывающие 
последовательности - снизу (хп:>х 1 для всех п), невоз
растающие - сверху (х"....;::х 1 для всех п). Оказывается, 
что если монотонная последовательность ограничена с 

обеих сторон, т. е. просто ограничена, то она сходится. 
Немонотонные последовательности этим свойством не 
обладают. Например, немонотонная последовательность 
{(-1) 11} ограничена, но не сходится (см. замечание к 
теореме 2.6). 

Имеет место следующая основная теорема о моно· 
тонных последовательностях. 

Теорем а 2.12. Монотонная ограниченная последо
вательность имеет предел. 
До к аз ат ел ь ст в о. Рассмотрим случай монотон

но неубывающей последовательности. 
Пусть Х1<Х2<Хз< ..• <Хп<Х11+1< ••• и существует чис

ло М такое, что все элементы Х11 не больше, чем М, т. е. 
х"<М. Рассмотрим числовое множество Х, состоящее 
из элементов данной последовательности. По условию 
это множество ограничено сверху и непусто. Поэтому 
в силу теоремы 1.1 множество Х имеет точную верхнюю 
грань. Обозначим ее через а и покажем, что а будет 
пределом для данной последовательности. 

Поскольку а - точная верхняя грань множества эле
ментов последовательности {xn}, то в силу ее свойства 
для любого в>О найдется номер N такой, что хн >а - е. 
Так как {х"}- неубывающая последовательность, то при 
n>N будет Хп>а-е. С другой стороны, по определе· 
нию верхней грани х"<а<а+е для всех n. Таким об
разом, для n>N получаем неравенства а- е<х"<а+е, 
из которых вытекает неравенство 1 х" - а 1 <е. Послед
нее и означает, что число а - предел последователь

ности {х"}. 
Случай монотонно невозрастающей последователь

ности разбирается аналогично 8 
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3 а меч ан и е. Условие ограниченности монотонной 
последовательности представляет собой необходимое и 
достаточное условие ее сходимости. 

В самом деле, если монотонная последовательность 
ограничена, то в силу теоремы она сходится; если же 

монотонная последовательность сходится, то в силу тео

ремы 2.6 она ограничена. 
2. Число е. Рассмотрим последовательность {xn} с об-

щим членом Хп = ( 1 + + )n: 
1 ( 1 )z ( 1 )n (1 + 1) ' 1 + 2 ' ... ' 1 + ~ .... 

и докажем, что она сходится. Для этого достаточно по
казать, что последовательность {xn}- возрастающая и 
ограниченная сверху. Применив формулу бинома Нью
тона (см. гл. VI, § 3, п. 4), получим 

Xn=l+n..!_+ п(п-1) .-1-+ n(n-l)(n-2) 0 _1 + ... 
п 21 п1 31 rr' 

... + n(n-1) (п-2) ."[n-(n-1)) .-•-. 
nl пn. 

Представим это выражение в следующей форме: 

х =2+-1 (i--1 )+-1 (i--1 )(•-..!.)+ ... 
n 21 п • 31 n n 

··· ++i(i-+) (i-+) ... (t- n:;l )· (1) 

Аналогичным образом запишем (п+ 1 )-й элемент: 

Х11+1=2 +-1-(1--1-) + 
21 п+1 

+ _1 ( 1 - _1_) ( 1 - _2_) + ... 
31 п + 1 n+ 1 

+ (n~l)I (i- п:1) (i- n~l) ·•· ( 1- n~l )· 
Прежде всего заметим, что ( 1 - : ) < ( 1 - п ~ 1) 

при O<k<n, т. е. каждое слагаемое в выражении Xn+1 
больше соответствующего слагаемого в выражении х", 
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и, кроме того, у Хп+ 1 по сравнению с х" добавляется 
еще одно положительное слагаемое. Поэтому 

Хп<Хпн, 

т. е. последовательность {х"} возрастающая. 
Для доказательства ограниченности данной после

довательности сверху заметим, что каждое выражение 

в круглых скобках в соотношении ( 1) меньше единицы. 
1 1 

Учитывая также, что - <-- при n>2, получим 
п! 211-1 

х"<2+-1-+-•-+ ... +-1-< 
21 З! n! 

1 1 1 <1+1+-+-+ ... +--. 2 22 2п-1 

Применим формулу для суммы геометрической прогрес
сии в последнем выражении, тогда 

1 
1--

х,. < 1 + 2" = 3 - - 1 - < 3. 1 211-1 
1--

2 

Таким образом, мы доказали, что последовательность 
{(1+1/п)п} монотонно возрастающая и ограничена свер
ху. По теореме 2.12 она имеет предел. Этот предел на
зывают числом е. Следовательно, по определению 

е = lim (1 + -1 )"· 
n-+oo n 

Отметим, что число е имеет большое значение во 
многих вопросах теории и практики. В настоящем па
раграфе мы дали только определение числа е. Дальше 
мы покажем способ вычисления этого числа с любой 
степенью точности. 

Здесь мы лишь отметим, что поскольку хп<З и из 
(1) непосредственно очевидно, что 2<х", то число е 
заключено в пределах 

2..;;:е..;;:З. 

Изучение теории пределов мы закончим доказатель
ством теоремы, которую далее будем неоднократно ис
пользовать при доказательстве других важных теорем. 
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§ 4. Теорема о вложенных отрезках 

Пусть дана последовательность отрезков (а1, Ь 1 ], 
[а2, Ь2], ••• , [ап, Ьп], ... таких, что каждый последующий со
держится в предыдущем: [а1, Ь 1]:::>[а2, Ь2]=>".:::>[аn, Ьп]=> ... , 
т. е. 

ап<ап+1<Ьп-t-1<Ьп для всех п, (l) 

и пусть Iim(bп-an) =0. Будем называть ее последова-
n-+оо 

тельностью вложенных отрезков. Имеет место следую
щая 

Теор ем а 2.13. Для любой последовательности вло
женных отрезков существует единственная точка с, при
надлежащая всем отрезкам этой последовательности, 
т. е. такая, что ап<с<Ьп. 

Доказательство. Из неравенств (1) следует, 
что левые концы отрезков образуют монотонно неубы
вающую последовательность: 

(2) 

а правые концы - монотонно невозрастающую последо

вательность: 

Ь1>Ь2>Ьэ>".>Ьп>Ьп+t"~". (3) 

При этом последовательность (2) ограничена сверху, 
а (3) ограничена снизу, так как ап<Ь 1 , а Ьп>а1 для 
пюбоrо п. Следовательно, на основании теоремы 2.12 
эти последовательности »меют пределы. Пусть lim ап= 

=с', lim Ьп=с". Тогда из условия 
11-+ОО 

" .... " 

lim (Ь11 - an) = 1im Ь11 - lim а11 = с" - с' =О 
п-+оо n-.ao n.-.oo 

следует, что с'= с", т. е. последовательности {ап} и {Ьп} 
имеют общий предел. Обозначая этот предел через с, 
получаем, что для любого п справедливы неравенства 
йп-<.с<Ьп, т. е. точка с принадлежит всем отрезкам по
следовательности (1). 

Покажем теперь, что точка с является единственной. 
Допустим, что существует еще точка с1 (c1=Fc), при
надлежащая всем отрезкам последовательности ( 1). 
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Тогда для любого п должно выполняться неравенство 
Ьп - йп> 1 С1 - с 1 и, следовательно, lim ( Ьп - йп) > 1 С1 -

11-+оо 

- с 1 ::рО, что противоречит условию теоремы • 
3 а меч ан и е. Теорема будет неверна, если вместо 

отрезков рассматривать интервалы. Например, для по
следовательности вложенных интервалов 

(О, 1) :::> (О, +) :::> (О, +) :::> ••• :::> (О, ;п ) => . . • (4) 

не существует точки, принадлежащей всем интервалам. 
В самом деле, какую бы точку с на интервале (О, 1) 
мы ни взяли, всегда найдется номер N такой, что при 
n>N будет-1- <с и точка с не будет принадлежать 

2'1 

интервалам последовательности (4), начиная с (О, 2~ ) • 

Точка О также не принадлежит им, так как является 
общим левым концом всех интервалов. 

Для дальнейшего изложения курса нам понадобятся 
некоторые сведения из аналитической геометрии. По
этому следующая глава посвящена этому разделу· ма

тематики. 

Гл а в а 111. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
НА ПЛОСКОСТИ 

Аналитическая геометрия есть область математики, 
изучающая геометрические образы алгебраическими ме
тодами. Еще в XVII в. французским математиком Де
картом был разработан и впервые применен так на
зываемый «метод координат», давший возможность 
переводить геометрические понятия на алгебраический 
язык. 

В основе «метода координат» лежат некоторые по
строения- система координат. Таких систем существует 
довольно много. Мы познакомимся с прямоугольной де
картовой и полярной системами координат. 
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§ 1. Прямоугольная система координат 

Две взаимно перпендикулярные числовые оси Ох и 
Оу, имеющие общее начало О и одинаковую масштаб
ную единицу (рис. 4), образуют прямоугольную систему 
координ.ат на плоскости. 

Ось Ох называется осью абсцисс, V 
ось Оу - осью ординат, а обе оси в ------------~ м 
вместе -осями координат. Точка О i 
пересечения осей называется нача- : 
лом координат. Плоскость, в кото- i 
рой расположены оси Ох и Оу, на- -'lio:;:,-----;:>A..._...._:x: 
зывается координатной плоскостью 
и обозначается Оху. Рис. 4 

Пусть М - произвольная точ-
ка плоскости. Опустим из нее 
перпендикуляры МА и МВ на оси Ох и Оу, ко
торые на осях отсекут отрезки ОА и ОВ *. При этом 
предполагается, что при выбранной единице измерения 
каждому отрезку сопоставляется вещественное число, 

называемое его величиной. 
Прямоугольными координатами х и у точки М будем 

называть соотвеТ>Ственно величины отрезков ОА и ОВ: 
х=ОА, у=ОВ, взятых с соответствующими знаками: 
если точка А лежит на оси Ох правее (левее) точки О, 
то величине отрезка ОА приписывается знак + (знак 
- ) ; если точка В лежит на оси Оу выше (ниже) точ
ки О, то величине отрезка ОВ приписывается знак + 
(знак -). 

Тот факт, что точка М имеет координаты х и у, сим
волически обозначают так: М (х; у). Начало координат 
имеет координаты (О; О). }~ординаты х и у точки М на
зываются соответственно ее абсциссой и ординатой. 

Таким образом, при выбранной системе координат 
каждой точке М плоскости соответствует единственная 
пара чисел (х; у) ** - ее прямоугольные координаты и, 

* Здесь и в дальнейшем символами ОА, ОВ будем обозначать 
величины отрезков, а символами 1ОА1. 1081 - их длины. 

•• Напомним, что здесь речь идет об упорядо'lенной паре 14U· 
сел, т. е. о наборе из двух чисел, в котором указано, какое число 
является первым, а какое - вторым. Если х..Р у, то пары (х; у) и 
(у; х) различны, так как в первой из них первым числом является 
х, а во второй - у. 
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обратно, каждой паре чисел (х; у) соответствует, и при
том одна, точка М на плоскости Оху. 

Итак, прямоугольная система координат на плос· 
кости устанавливает взаимно-однозначное соответствие 

между множеством всех точек плоскости и множеством 

у 

1i 

а:<О, !J>O 

ш 
о 

:t< О. у<О 

I 

Ж>О, у>О 

Рис. 5 

пар чисел, которое дает воз

можность при решении гео

метрических задач применять 

алгебраические методы. 
l(оординатные оси разби

вают плоскость на четыре 

:r: части, их называют четвертя

ми, квадрантами или коор
динатными углами и нумеру
ют по определенному пра

вилу (1, 11, 111, IV) (рис. 5). 
На рис. 5 указана расста
новка знаков координат то-

чек в зависимости от их 

расположения в той или иной четверти. 

§ 2. Простейшие задачи аналитической геометрии 
на плоскости 

Рассмотрим некоторые простейшие задачи на при· 
менение прямоугольных координат на плоскости. 

1. Расстояние между двумя точками 
Теорема 3.1. Для любых точек М1 (х,;у 1 ) и 

М2 (х2; у2) москости расстояние d между ними опреде
ляется формулой 

(1) 

Д о к а з а т ел ь с т в о. Опустим из точек М 1 и М2 
перпендикуляры на оси Оу и Ох и обозначим точки юf 
пересечения соответственно через В и А. !(роме того, 
через К обозначим точку пересечения прямых М 1В и 
М2А (рис. 6). Очевидно, М1К=М1В+ВК, М1В=-х1, 
ВК=х2, М1К=х2-х1; М2К=М2А+АК, М2А=у2, АК= 
=-у,; M2K=u2-Y1· Так как треуrольник М1М2К
прямоуrольный, то по теореме Пифагора 
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d=Y (М1К)2+ (М2К) 2=1' (х2-х1)2+ (У2-У1>28 

2. Площадь треугольника 
Теор ем а 3.2. Каковы бы ни были три точки 

А(х1 ;у1 ), В(х2;У2) и С(хз;у3), не лежащие на одной 

у 

м,_ 

А 

ос 

М1 
в 

к 

Рис. 6 

прямой, площадь S треугольника АВС определяется 
формулой 

1 
S = 2 / [(.t,i- Х1) (Ув - У1) - (Ха - Xi) (У1 - Y1>J /. (2) 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим через ер угол меж· 
ду отрезками АВ и АС, через d и d' - длины этих от· 

v 
Уз 

у, 

о а:, 

а) 

11 

с 

А 

~2 ж о 

D) 

Рис. 7 

резков, а через 0 и 0' соответственно - углы между 
отрезками АВ, АС с осью Ох (рис. 7). Как известно 
из элементарной геометрии, площадь треугольника рав" 
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на половине произведения двух ero сторон на синус 

угла между ними, т. е. 

S = - 1 dd' slh ер. (3) 
2 

Если кратчайший поворот отрезка АВ к отрезку АС 
на угол ер положителен (т. е. совершается против ча
совой стрелки), то ср=0'-0 (см. рис. 1,а), если же 
кратчайший поворот АВ к АС отрицателен, то ср=8-0' 
(см. рис. 1,6), т. е. ср= ± (0' - 0). Подставляя ср в фор
мулу (3), получаем 

S = ± -1 dd' sln (0' - 0) = 
2 

= ± -1 dd' (slD 0' cos 0 - cos 0' stn 0) = 
2 

=±-1 (dcos0d'sln6'-d'cos8'dsln8). (4) 
2 

Если из точек А, В и С опустим перпендикуляры на оси 
координат, то будут иметь место следующие выражения: 

dcos8=x2-X1, dsin8=y2-Y1. 
d' cos 0'=хз-Х1, d' sin 8'=уз-У1· 

Подставляя эти выражения в формулу (4) и учитывая, 
что S>O, получим 

S = +1 [(х2-Х1) (Уа-У1)-(Ха-Х1) (У2-У1)]1 8 

Пример. Даны точки A(l;l), В(6;4), С(8;2). 
Найти площадь треугольника АВС. По формуле (2) 

1 
S = 2 I [(Х2-Х1) (Уа-У1)-(Ха-Х1) (Ys-Y1)] 1 = 

= -1 1[-16)1=8. 
2 

Следовательно S = 8. 
3. Деление отрезка в данном отношении. Пусть на 

плоскости даны две произвольные точки М1 и М2• Про
ведем через данные точки прямую и и назначим на ней 
положительное направление, тем самым мы сделаем ее 
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осью. Пусть, далее, М - любая точка оси и, отличная 
от точки М2 (рис. 8). 

Число Л, определяемое ра·венством 

Л = MiM (М =#= М2), 
ММ2 

называется отношением, в котором точка М делит от
резок М1М2. 

Если при этом точка М находится между точками 
М1 и М2, то числа М1М, ММ2 положительны и ;. есть 
число положительное. Если 
же точка М находится вне 
отрезка [ М 1М2], то в этом 
случае одно из чисел М1М, 2 >0 
ММ2 положительно, другое 
отрицательно, а так как 

М 1М и ММ2 - величины 
разных знаков, то 'J.. в дан
ном случае есть число отри

цательное. 

Решение задачи о деле
нии отрезка в· данном отно-

шении дает следующая теорема. 

и и 

2<0 

Рис. 8 

Теорем а 3.3. Если точка М (х; у) делит отрезок 
М1М2 в отношении Л=#=-1, то координаты этой точ,ки 
выражаются формулами 

Х= х1+АХ.. У= У1+АУ1 
1+д t 1+д 

(5) 

где (х1; У1) -координаты точки М1, (х2; У2) -коорди
наты точки М2. 

До к аз а тел ь ст в о. Опустим перпендикуляры нз 
точек М1 , М, М2 на ось Ох и обозначим точки пересе
чения соответственно через Р1, Р и Р2 (рис. 9). На ос
новании известной теоремы элементарной геометрии 
о пропорциональности отрезков прямых, заключенных 

между параллельными прямыми, имеем 

но 

Оrсюда 

Р1Р = М1М =),,, 
РР, ММ1 

Р1Р=х - х1, РР2=Х2 - х. 

х1+дх. 
=А, Т. е. Х= ---~ 

1+"' 
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первую из ф_ормул (5). Вторая получается совершенно 
аналогично • 

Следствие. Если точки М1 (х1; У1) и М2(х2; У2) -
две произвольные точки и точка М (х; у) - середина 
отрезка М1М2, т. е. М1М=ММ2, то 

Х= -*1+Xi •у= Y1+Yz • 
! 2 

Иными словами, каждая координата середины отрезка 

равна полусумме соответствующих координат. 

у 

о р 

Рис. 9 

Пр им ер 1. Даны точки М1 (1; 1) и М2 (7; 4). Найти 
точку М (х, у), которая в два раза ближе к М1 , чем к М2, 
и находится между М1 и М2. 

Решение. Искомая точка делит отрезок М1М2 в 
отношении Л=l/2. Применяя формулы (5), находим 
координаты этой точки: х=З, у=2. 
Пр им ер 2. Даны точки М1 (l; 1) и М2(7; 4). Найти 

точку М (х; у), которая в два раза ближе к М1 , чем к М2, 
и находится вне отрезка, ограниченного точками М1 
и М2. 

Решение. Искомая точка делит отрезок М1М2 в 
отношении Л=-1/2. Применяя формулы (5), находим 
координаты этой точки: х=-5, у=-2. 

§ 3. Полярные координаты 
Наиболее важной после прямоугольной системы ко

ординат является полярная система координат. Эта си
стема состоит из некоторой точки О, называемой полю-
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сом, и проходящего через нее луча Ох, называемого 
полярной осью. Кроме того, задана единица масштаба 
для измерения длин отрезков. 

Пусть заданы полюс, полярная ось и М - произволь
ная точка плоскости. Обозначим через р расстояние 
точки М от точки О, через 
ер - угол, на который нужно 
повернуть против часовой 
стрелки полярную ось для 

совмещения с лучом ОМ 
(рис. 10). 

Полярными координата
ми точки М (относительно 
заданной системы) называ
ются числа р и q>. При этом 
число р называется первой 
координатой, или полярным 

о 

м 

Рис. 10 

радиусом, число q> - второй координатой, или полярным 
углом. 

Точка М с полярными координатами р и q> обозна
чается так: М (р; «р). 

Что касается значений, принимаемых полярными 
координатами, то обычно считают, что р и q> изменяются 
в следующих границах: 

0...;;:р< +оо, O<:cp<2n. 

Однако в ряде случаев приходится рассматривать углы, 
большие 2n, а также отрицательные углы, т. е. углы, 
отсчитываемые от полярной оси по часовой стрелке. 

Установим связь между полярными координатами 
точкн и ее прямоугольными координатами. При этом 
будем предполагать, что начало прямоугольной системы 
координат находится в полюсе, а ось абсцисс совпа
дает с полярной осью. Пусть точка М имеет прямоуголь
ные координаты х и у и полярные координаты р и ер 

(рис. 11). Очевидно, 

х=р cos q>, у=р sin q>. (1) 
Формулы ( 1) выражают прямоугольные координаты 
через полярные. Выражения полярных координат через 
прямоугольные следуют из формул (1): 

Р = Vxs + у11 ' tgcp =L. (2) 
х 
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Необходимо заметить, что формула tg ер= .JL опреде· 
1' 

ляет два значения полярного угла ер, так как ер изме· 

няется от О до 2n. Из этих двух значений угла ер выби
рается то, при котором удовлетворяются равенства (1). 

IJ 

Рис. 11 

Пр им ер. Даны прямоугольные координаты точки 
(2; 2). Найти ее полярные координаты, считая, что 
полюс совмещен с началом прямоугольной системы, 
а полярная ось совпадает с положительной полуосью 
абсцисс. 

Решение. По формулам (2) имеем: 

Согласно второму 

Р = 2 V2. tg ер = 1. 
7t 

из этих равенств ер = -. 
4 

1/- 7t p=2r2,cp= 4 . 

Итак, 

§ 4. Преобразование прямоугольных координат 

При решении многих задач в аналитической геомет
рии наряду с данной прямоугольной системой координат 
приходится вводить и другие прямоугольные системы 

координат. При этом, естественно, изменяются как ко
ординаты точек, так и уравнения кривых. Возникает 
задача: зная координаты точки в одной системе коорди
нат, найти координаты этой же точки в другой системе 
координат. Для этой цели служат формулы преобразо
вания координат. 
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Мы рассмотрим два вида преобразований прямо
уrольных координат: 

1) параллельный сдвиг осей, когда меняется положение 
начала координат, а направления осей остаются 
прежними; 

2) поворот осей координат, когда обе оси поворачи
ваются в одну сторону на один и тот же угол, а на

чало координат не перемещается. 

1. Парал.ле.nьный сдвиг осей. Пусть произвольная 
точка М плоскости имеет относительно прямоугольной 
системы координат Оху координаты (х; у). Перенесем 

у у' 

-------"'1Мfз:,у) 
1 
1 
1 
1 

:мz• х' 
1 

' ' :м.r 

Ряс. 12 

начало J{Оординат в точку О'(а; Ь), где а и Ь- коорди
наты нового начала относительно старой системы коор
динат Оху. Новые оси О'х' и О'у' направим соответст
венно параллельно старым осям Ох и Оу. Обозначим 
новые координаты точки М в системе О'х'у' через 
(х', у'). Выведем формулы, выражающие связь между 
новыми и старыми координатами точки М. Для этого 
проведем MMx.lOx, O'O'x.lOx и MMy.l..Oy, 0'0'y..l..Oy 
и введем соответствующие обозначения (рис. 12). Тогда 

х = ОМх = оо; + О~ М х = 00~ + О' Мж· = а + х', 
у= ОМу = 00~ + О~ Ми = 00~ +О' м,. = Ь +у'. 

Итак, 

х=х'+а, у=у'+Ь, 
или 

х'=х-а, у'=у-Ь. 

Это и есть искомые формулы. 
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2. Поворот осей координат. Повернем систему коор
динат Оху вокруг начала координат О на угол а в по· 
ложение Ох'у'. Тогда произвольная точка М(х; у) плос· 
кости в системе координат Ох'у' будет иметь координа· 
ты (х'; у'), при этом х=ОМ", у=ОМ11, х'=ОМ"·, у'= 
=0М11 • (рис. 13). Выведем формулы, устанавливающие 

у 

в' 

Рис:. 13 

связь между старыми и новыми координатами точки М. 
Для этого обозначим через (р; 0) полярные координаты 
точки М, считая попярной осью Ох, а через (р; 0') -
полярные координаты той же точки М, считая полярной 
осью Ох', причем в каждом случае р= 1ОМ1 · Очевид
но, что 0=0'+а. Далее, согласно формулам (1) из § 3 

х=р cos 0, у=р sin 0 
и аналогично 

x'=pcos0', y'=psinO'. 
Таким образом, 

х=р cos 0=р cos(0'+a) =p(cos 0' cosa- sin 0' sin а)= 
= р cos 0' cos а - р sin 0' sin а=х' cos а - у' sin а.; 

у=р sin 0=р sin (0'+а) =p(cos 8' sin a+sin0' cos а)= 
=р cos 8' sin а+р sin 0' cos а=х' sin а+у' cos а. 

Итак, 
х=х' cos а - у' sin а, 

(2) 
у=х' sin а+у' cos а, 
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или 

х' =Х cos а+у sin а, 
у'=-х sin а+у sin а. 

Это и есть искомые формулы. 
Пр им ер. Определить координаты точки М (З; 5) 

относительно новой координатной системы О'х'у', на
чало которой находится в точке (-2; 1) и оси которой 
параллельны осям координатной системы Оху. 

Р е ш е н и е. По формуле (1) имеем 

х'=З+2=5, у'=5-1=4, 

т. е. координаты точки М будут (5; 4). 

§ 5. Линии и их уравнения 

Пусть на плоскости заданы: прямоугольная система 
координат и некоторая пиния L (рис. 1·1). Рассмотрим 
соотношение вида 

F(x,y)=O, (1) 

связывающее переменные величины х и у. Равенство 
вида ( 1) будем называть уравнением с двумя перемен-
ными х, у, если это равенст- 1/ 
во справедливо не для всех ,_ 
пар чисел х и у. 

Пр и меры Yf ав н ени й: 
2х+Зу=О, х +у2-25=0, 
sin x+sin у-1 =0 и т. д. 

Если (1) справедливо для 
всех пар чисел х и у, то оно 

называется тождеством. 

Примеры тождеств: 
(х+у) 2-х2-2ху-у2=0, о 

(х+у) (х-у)-х2+у2=0 и т. д. 
Важнейшим понятием ана-

литической геометрии являет- Рис. 14 
ся понятие уравнения линии. 

Определение. Уравнение ( 1) называется уравне
нием линии L (относительно заданной системы коорди
нат), если этому уравнению удовлетворяют координаты 
х и у любой точки, лежащей на линии L, и не удовлет-
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воряют кординаты никакой точки, не лежащей на ли
нии L. 

Из определения следует, что сама линия L предста'В
ляет собой множество всех тех точек плоскости, коор
динаты которых удовлетворяют этому уравнению. 

Поскольку величины х и у рассматриваются как ко
ординаты переменной точки М, их называют текущими 
координатами. 

Если ( 1) является уравнением линии L, то мы будем 
говорить, что (1) определяет линию L. 

у у 

Рис. 15 Рис. 16 

Понятие уравнения линии дает возможность сводить 
геометрические задачи к алгебраическим. Например, 
задача нахождения точки пересечения двух линий, оп
ределяемых уравнениями х+у=О и х2+у2= 1, сводится 
к алгебраической задаче совместного решения этих 
уравнений. 

Рассмотрим несколько простейших примеров опре
деления линий уравнениями. 

1) х-у=О. Представив уравнение в виде у=х, за
ключаем, что множество точек, координаты которых 

удовлетворяют данному уравнению, есть биссектриса 1 
и III координатных углов. Это и есть линия, определен
ная уравнением х-у=О (рис. 15). 

2) х2-у2 =0. Представив уравнение в виде (х-у) Х 
Xl(x+y) =0, заключаем, что множество точек, координа
ты которых удовлетворяют данному уравнению, есть 

две прямые (рис. 16). 
3) х2+у2=0. Множество точек, координаты которых 

удовлетворяют данному уравнению, состоит из одной 
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точки (О, О). В данном случае уравнение определяет, 
как говорят, вырожденную линию. 

4) х2+у2+1=0. Так как при любых х и у числа х2 

и у2 неотрицательны, то х2+у2+ 1 >О. Значит, нет ни 
одной точки, координаты которой удовлетворяют дан
ному уравнению, т. е. никакого геометрического образа 
на плоскости данное урав

нение не определяет. 

5) p=acosq>, где а -
положительное число, пере

менные р и q> - полярные 

координаты. Обозначим че- о А :r: 
рез М точку с поляр-
ными координатами (р; q>), 
через А - точку с полярны-
ми координатами (а; О). Ес-
ли р=а cosq>, то угол ОМА- Рис. 17 
прямой, и обратно. Следова-
тельно, множество точек, полярные координаты которых 

удовлетворяют данному уравнению, есть окружность 

с диаметром ОА (рис. 17). 
6) p=aq>, где а - положительное число, р и q>

полярные координаты. Обозначим через М точку с по
лярными координатами (р; q>). Если q>=O, то и р=О, 
если q> возрастает, начиная от нуля, то р будет возрас
тать пропорционально q>. Точка М (р; ч>), таким образом, 
исходя из полюса, движется вокруг него с ростом ер 

(в положительном направлении), одновременно уда
ляясь от него. Множество точек, полярные координаты 
которых удовлетворяют уравнению p=aq>, называется 

спиралью Архимеда (рис. 18). 
Если точка М совершает один полный оборот вокруг 

полюса, то q> возрастает на 2л, а р - на 2an, т. е. спи
раль рассекает любую прямую, проходящую через по
люс, на равные отрезки (не считая отрезков, примыкаю
щих к полюсу), которые имеют постоянную длину 2a1t. 

Теперь рассмотрим обратную задачу: по заданному 
множеству точек, т. е. заданной линии L, найти ее урав
нение F(x, у) =0. 

П р и м ер. Вывести уравнение множества точек, 
каждая из которых отстоит от точки С(а; Jl) на рас
стояние R. 
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Решение. Обозначим буквой М переменную точку, 
буквами х, у - ее текущие координаты, тогда СМ =R. 
По формуле ( 1) § 2 имеем 

--......,....,...--------, 
R="f(x- а)2+(у- ~) 2. 

Возводя обе части равенства в квадрат, мы получаем 
уравнение окружности с центром в точке С(а, ~) и ра
диусом R (рис. 19): 

(х- а)2+ (y-M2=R2. 

х 

Рве. 18 

у 

.Р ---

о ~ ж 

Ряс. 19 
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Оно встреqается во многих геометрических задачах. 
Полагая в нем а=О, ~=0, получим уравнение окруж
ности с центром в начале координат: 

x2+y2=R2. 

§ 6. Линии первого порядка 

1. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. 
ПуС1'ь дана некоторая прямая, не перпендикулярная 
оеи Ох. Назовем углом наклона данной прямой к оси Ох 
угол а, на который нужно повернуть ось Ох, чтобы ее 
направление совпало с одним нз на·правлений прямой. 

у 

1 
1 
1 
1 y-fJ ___ J. 

:ж: 1 

Рис. 20 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

Угол а может иметь множество различных значений, 
которые отличаются друг от друга на величину ±nп, 
где п- натуральное число. Чаще всего в качестве угла 
наклона берут наименьшее положительное значение 
угла а, на который нужно повернуть против часовой 
стрелки ось Ох, чтобы ее направление совпало с одним 
нз направлений прямой (рис. 20). В таком случае 
0-<а<п. 

Тангенс угла наклона прямой к оси Ох называется 
угловым коэффициентом этой прямой и обозначается 
через k: 

k=tga. 
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Из формулы (1), в частности, следует, что если а=О, 
то k=O, т. е. прямая параллельна оси Ох. Если а=тr./2, 
то k=tg а теряет смысл. В таком случае говорят, что 
угловой коэффициент «обращается в бесконечность». 

Выведем уравнение данной прямой, полагая извест
ными ее угловой коэффициент k и величину Ь отрезка 
ОВ, который она отсекает на оси Оу (см. рис. 20). 

Обозначим через М переменную точку с текущими 
координатами х и у, кроме того, введем в рассмотрение 

точку В (О; Ь), в которой прямая пересекает ось Оу. 
Если провести прямые BN и MN, параллельные осям, 
то образуется прямоугольный треугольник BNM. Ясно, 
что 

_..!!!!!._ = tg а, BN = х, MN = у -Ь. 
BN 

Отсюда и учитывая формулу (1), получаем 

у-Ь =k. (2) 

" 
Так как точка М (х; у) лежит на данной прямой, то вы
ражение (2) является уравнением данной прямой, ко
торое после преобразования примет вид 

у=kх+ь. (3) 
Уравнение (3) называют уравнением прямоа с угловым 
коэффициентом. 

Итак, любая прямая, не перпендикулярная к оси Ох, 
определяется уравнением вида (3). Верно и обратное, 
любое уравнение вида (3) определяет прямую, которая 
имеет угловой коэффициент k и отсекает на оси Оу от
резок величины Ь. Рассмотрим 
Пр им ер. Построить прямую по уравнению 

и= ..!..х+ 2. 
4 

Решение. Отложим на оси Оу отрезок 08=2 
(рис. 21); проведем через точку В параллельно оси Ох 
отрезок BN=4 и через точку N параллельно оси Og 
отрезок NM=3. После этого, соединяя точки В и М, 
получим искомую прямую, которая имеет данный угло-

вой коэффициент k = ~ и отсекает на оси отрезок 
4 

Ь=2. 
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2. Уравнение прямой, проходящей через данную точ
ку, с данным угловым коэффициентом. В ряде случаев 
встречается необходимость составить уравнение прямой, 
зная одну ее точку М1 (х1 ; у 1 ) и угловой коэффициент k. 
Так как искомая прямая проходит через точку М1 (х1; У1) 
(рис. 22), то координаты этой точки должны удовлет
ворять уравнению (3): Y1=kx1+b. 

о 

Рис. 21 Рис. 22 

Определяя Ь из последнего равенства и подставляя 
его в уравнение (3), получим искомое уравнение прямой: 

y-y1=k(X-X1). (4) 

3. Уравнение прямой, проходящей через две данные 
точки. Пусть даны две точки М1 (х1, У1) и М2 (х2, У2). 

Приняв в (4) точку М(х,у) за М2 (х2,у2), получим 

Y2-Y1=k(x2-X1). 

Определяя k из последнего равенства и подставляя его 
в уравнение (4), получим искомое уравнение прямой: 

У - У1 = Yi - Yi (Х - Х1) • 
Х2-Х1 

Это уравнение, если Y1=:i=Y2, можно записать в виде 
у-у1 = х-х1 

У2-У1 Xz-X1 
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Если У1 = У2. то уравнение искомой прямой и= YI· 
3 а м е ч а н и е. Если Х1 = х2, то прямая, проходящая 

через точки М1 и М2, параллельна оси Оу, ее уравнение 
имеет вид х=х1. 

Пр им ер. Составить уравнение прямой, проходящей 
через точки М1 (3; 1) и М2(5; 4). 

Ряс. 23 

Р е ш е н и е. Подставляя данные координаты в соот
ношение (5), получим 

х - 3 = g- 1 , и.пи Зх- 2у- 7 =О. 
2 з 

4. Угол между двумя прямыми. Возьмем две прямые 
L1 н L2: уравнение L1 пусть будет g=k1x+b1, где k1 = 
=tg а1, а уравнение L2 - g=k2x+b2, где k2=tg а2 
(рис. 23). Пусть <р - угол между прямыми L 1 и L2: 

O<:cp<n. 
Из геометрических соображений устанавливаем за

висимость между углами а1, а2, ер: а2=а1 +ср, или «р= 
=а2-а1, отсюда 

ИJ1Н 

tg <р = tg(Oi -aJ = tgas-tg В~ ' 
1 +tga1tgas 

tgcp = (6) 



Формула (6) определяет один из углов между пря
мыми. Второй угол равен п: - qi. 
Пр им ер. Даны прямые у=2х+З, у=-Зх+2. Най

ти угол между ними. 

Решение. Пусть k1=2, k2=-3, тогда по формуле 
(6) находим: 

-з -2 -5 
tgcp= 1+(-3)·2 = -5 = l. 

Таким образом, один из углов, которые составляют дан
ные прямые, равен 45°. 

5. Условия параллельности и перпендикулярности 
двух прямых. Если прямые L 1 и L2 параллельны, то 
qi=O и tg rp=O. В этом случае числителъ в пра»ой части 
формулы (6) равен нулю: 

k2-k1=0, 

т. е. 

k2=k1. 

Отсюда заключаем, что условием параллельности двух 
прямых является равенство их угловых коэффициентов. 

Если прямые L1 и L2 перпендикулярны, т. е. fP=n/2, 
то 

а2 = ...!!.. + CIJ, tga2 = tg (~ +а1) = -ctga1 = --1-, 
2 2 tgai 

т. е. 

k2=-l/k1. 

Отсюда заключаем, что условием перпендикупярностн 
двух прямых является то, что их угловые коэффициенты 
обратны по величине и противоположны по знаку. 

6. Общее уравнение прямой 
Т е о р ем а 3.4. В прямоугольных координатах каж

дая прямая определяется уравнением первоа степени 

Ах+Ву+С=О (7) 

и обратно, уравнение (7) при произвольных коэффи
циентах А, В, С (А и В не равны нулю одновременно) 
определяет некоторую прямую. 
До к аз ат ель ст в о. Сначала докажем первое ут

верждение. Если прямая не пер·пендикулярна Ох, то, 
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как было показано в п. 1, она определяется уравнением 
первой степени: y=kx+b (см. (3)), т. е. уравнением 
вида (7), где A=k, B=-l и С=Ь. Если прямая пер-

пендикулярна Ох, то все ее точки 
имеют одинаковые абсциссы, рав
ные величине отрезка, отсекаемого 

прямой на оси Ох (рис. 24), т. е. 
х=а, что также является уравне

нием первой степени вида (7), где 
А= 1, В=О, С=-а. Тем самым 
первое утверждение доказано. 

Докажем обратное утверждение. 
Пусть дано уравнение (7). 

-o-t'-----"l--11: Если В=;ЬО, то (7) можно запи-
А С 

сать в виде у=---х--. 
в в 

Рис. 24 П А Ь С олагая k=-- =-- по-
8. в ' 

лучим уравнение y=kx+b, т. е. уравнение (3), которое 
определяет прямую. 

Если В=О, то A::;i6=0 и (7) примет вид х=-С/А. 
Обозначая -С/А через а, получим х=а, т. е. уравнение 
прямой, перпендикулярной к оси Ох 8 

Линии, определяемые уравнением первой степени, 
называются линиями первого порядка. Таким образом, 
каждая прямая есть линия первого порядка и, обратно, 
каждая линия первого порядка есть прямая. 

Уравнение вида Ах+Ву+С=О называется общим 
уравнением прямой (или полным уравнением прямой). 
При различных численных значениях А, В, С оно опре
деляет всевозможные прямые. 

7. Неполное уравнение первой степени. Уравнение 
прямой «в отрезках». Рассмотрим три частных случая, 
когда уравнение Ах+Ву+С=О является неполным: 

1) С=О; уравнение имеет вид Ах+Ву=О и опреде
ляет прямую, проходящую через начало координат. 

2) В=О (A=FO); уравнение имеет вид Ах+ С= О и 
определяет прямую, параллельную оси Оу. Как было 
показано в теореме 3.4, это уравнение приводится к ви-

с 
ду х=а, где а=- А' а есть величина отрезка, кото-

рый отсекает прямая на оси Ох (см. рис. 24). В част
ности, если а=О, то прямая совпадает с осью Оу. Таким 
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образом, уравнение 

х=О 

определяет ось ординат. 

3) А=О (B=l:O); уравнение имеет вид Ву+ С= О и 
определяет прямую, параллельную оси Ох. Это уста
навливается аналогично предыдущему случаю. Если 

с 
положить -- =Ь, то уравнение примет вид у=Ь, 

в 

где Ь- величина отрезка, который отсекает прямая на 
оси Оу (рис. 25). В частности, если Ь=О, то прямая 
совпадает с осью Ох. Таким образом, уравнение 

у=О 

определяет ось абсцисс. 
Пусть теперь дано уравнение Ах+Ву+С=О при ус

ловии, что ни один из коэффициентов А, В, С не равен 
нулю. Преобразуем его к виду 

" у ---+-.-...-= 1. 
с с 

-А в 

Вводя обозначения а = - ..Е..... Ь = - ..!l.. ПnJIVUUU 
А ' В ' -·J "" •• 

-=-+ .JL = 1. 
а Ь 

{8) 

Уравнение (8) называется уравнением прямой «В отрез
ках». Эта форма уравнения удобна для геометрического 
построения прямой. 

у 11 

о ж 

Рис. 25 Рис. 26 
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Пр им ер. Дана прямая Зх- 5у+ 15=0. Составить 
для этой прямой уравнение «в отрезках» и построить 
прямую. 

Р еше ни е. Для данной прямой уравнение «в отрез
ках» имеет вид 

% у -+-=1. 
-5 3 

Мы можем построить эту прямую, если отложим на ко
ординатных осях Оу и Ох отрезки, величины которых 
соответственно равны а=-5, Ь=З, и далее проведем 
прямую через точки М1 (-5; О) и М2(О; 3) (рис. 26). 

8. Нормальное уравнение прямой. Расстояние от точ
ки до прямой. Пусть дана некоторая прямая L. Прове
дем через начало координат прямую п, перпендикуляр

ную к данной, которую назовем нормалью; буквой N 
пометим точку, в которой она пересекает прямую L 
(рис. 27). На нормали введем положительное направле
ние от точки О к точке N. Таким образом, нормаль ста
нет осью. 

у 

Рис. 27 

Обозначим через а угол, на который нужно повер
нуть против часовой стрелки ось Ох до совмещения ее 
положительного направления с направлением нормали, 

через р - длину отрезка ON. Тем самым О<:а<2п, р-:;,..О. 
Выведем уравнение данной прямой, считая известными 
числа а и р. С этой целью возьмем на прямой произ
вольную точку М с полярными координатами (р; ер), 
где О - полюс, Ох - полярная ось. Из прямоугольного 
треугольника О N М имеем 

р=р cos (а- ср) =р (cos а cos cp+sin а sin ср). 
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Это выражение можно переписать в виде 

pcosqicos a+psincp sin а-р=О. (9) 

Так как точки, не лежащие на данной прямой L, не 
удовлетворяют уравнению (9), то (9) есть уравнение 
прямой в полярных координатах. По формулам, связы
вающим прямоугольные координаты с полярными, имеем 

р cos qi=x и р sin ер= у. Следовательно, уравнение (9) 
в прямоугольной системе координат примет вид 

х cos а+у sin а- р=О. (10) 

Уравнение (10) называется нормальным уравнением 

прямой L. 

Рис. 28 

С помощью нормального уравнения прямой можно 
опредеJ1ить расстояние от данной точки до прямой на 
плоскости. 

Пусть L - некоторая прямая, заданная в нормаль
ном виде: х cos а+у sin а - р=О, и пусть Мо (хо; Уо) -
точка, .11ежащая вне этой прямой. Требуется определить 
расстояние d от точки М0 до прямой L. 

Через точку М0 nроведем прямую L0 параллельно 
прямой L. Пусть No - точка пересечения L0 с нормалью, 
Ро - длина ONo (рис. 28). 

Если точка N0 лежит по ту же сторону от точки О, 
что и точка N, то нормальное уравнение прямой Lo 
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имеет вид х cos а+у sin а - р0=0. Так как точка 
Мо (хо; Уо) eLo, то Хо cos а+уо sin а- ро=О, откуда Ро= 
=xocos а+уо sin а. В этом случае 

d= IPo-PI = lxocos a+yosin а.-р\. 

Если же точка N0 лежит по другую сторону от точ
ки О, то нормальное уравнение прямой L0 имеет вид 
х cos (л:+а) +У sin (л:+а) - Ро=О. В этом случае Ро= 
=xocos(n+a)+Yosin(n+a)=-xocosa-yosina и d= 
= 1 Ро + Р 1 = 1-хо cos а - Уо sin а + р 1 = 1 Хо cos а+ 
+yosin а - PI· 

Таким образом, для любого взаимного расположе
ния точки М0 и прямой L получаем формупу 

d= lxo cos a+yosiп а -pl. (11) 

Из формулы ( 11) следует, что для вычисления расстоя
ния d от точки Мо до прямой L нужно в левую часть 
нормального уравнения прямой L подставить вместо 
текущих координат координаты точки Мо и полученное 
число взять по модулю. 

Теперь покажем, как привести общее уравнение пря
мой к нормальному виду. Пусть 

Ах+ву+С=О (12) 

- общее уравнение некоторой прямой, а 

х cos а+у sin а- р=О 

- ее нормальное уравнение. 

(13) 

Так как уравнения ( 12) и ( 13) определяют одну и 
ту же прямую, то их коэффициенты пропорциональны. 
Это означает, что, умножив все члены уравнения (12) 
на некоторое число µ, мы получим уравнение 

~iAx+µBy+µC=O, 

которое при надлежащем подборе µ должно обратить
ся в уравнение (13), т. е. мы будем иметь: 

µA=cos а, µB=sin а, µС=-р. (14) 

Чтобы найти множитель µ, возведем первые два из 
этих равенств в квадрат и сложим: 
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Отсюда 

(15) 

Число µ называется нормирующим множителем. Знак 
нормирующего множителя определяется с помощью 

третьего из равенств (14). Согласно этому равенству 
µС есть число отрицательное. Следовательно, в форму
ле ( 15) знак берется противоположным знаку С. Если 
С=О, то знак нормирующего множителя можно выбрать 
по желанию. 

Итак, для приведения общего уравнения прямой к 
нормальному виду надо найти значение нормирующего 
множителя µ, а затем все члены уравнения умножить 

на µ. 
Пример. Даны прямая 3х-4у+10=0 и точка 

М(4; 3). Найти расстояние d от точки М до данной 
прямой. 

Решение. Приведем данное уравнение к нормаль
ному виду. С этой целью находим нормирующий мно
житель по формуле ( 15): 

1 1 
µ = - --{гзz;:::::;+=4;;:s =- = - -5 

Умножая данное уравнение на µ, получим искомое нор
мальное уравнение 

1 
--(Зх-4у+ 10) =0. 

5 

По формуле ( 11) подставляем в левую часть этого урав
нения координаты точки М и находим расстояние 

d = 1-+ (3. 4 - 4. з + 10) 1 = 1- 21 = 2. 

§ 7. Линии второго порядка 

Здесь мы рассмотрим три вида линий: эллипс, ги
перболу и параболу, уравнения которых в прямоуголь
ной системе координат являются уравнениями второй 
степени. Такие линии называются линиями второго по
рядка. 
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1. Эл.пиве 
Оп р еде п ен и е. Элпипсом называется множество 

всех точек плоскости, для которых сумма расстояний 
от двух данных точек, называемых фокусами, есть вели
чина постоянная, большая чем расстояние между фо
кусами. 

Для вывода уравнения эллипса введем на плоскости 
прямоугольную систему координат так, чтобы фокусы 
эллипса лежали на оси абсцисс, а начало координат 

делило бы расстояние ме-
У жду фокусами пополам. Вы-

м ведем уравнение эллипса в 

выбранной системе коор
динат. 

Обозначим фокусы эллип-
Ff (·С.ОJ F;_(C,O) х са через F, и F2. Пусть М -

произвольная точка эллип-

Рис. 29 са. Расстояние IF1F2I между 
фокусами обозначим через 
2с, сумму расстояний от 

точки М до фокусов - через 2а. Так как по определе
нию IF1Ml+IF2Ml>IF1F2I. то 2а>2с, т. е. а>с. 

Обозначим, далее, через r1 и r2 расстояния от точ
ки М до фокусов (r1=F1M, r2=F2M) (рис. 29). Числа 
r, и r2 называются фокальными радиусами точки М. 
Из определения следует, что точка М (х; у) будет на
ходиться на данном эллипсе в том и тоJiько в том слу

чае, когда 

(1) 

Чтобы получить искомое уравнение эллипса, нужно 
в равенстве ( 1) заменить переменные r 1 и r2 их выра
жениями через координаты х, у. Так как F1 и F2 рас
положены на оси Ох симметрично относительно начапа 
координат, то они имеют соответственно координаты 

(-с, О) и (с, О); приняв это во внимание и применяя 
формупу (1) § 2, находим: 

r1 =V(x+c)2 +y2 , r2 =V(x-c)'+If. (2) 

Подставляя значения r 1 и r2 в уравнение ( 1), получим 

V (х + с)2 + у2 + V(x-c)1 +у• = 2а. (Э) 
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Уравнение (3) является уравнением эллипса, которому 
будут удовлетворять координаты каждой точки эллипса. 
Однако для пользования оно неудобно, поэтому уравне
ние эллипса приводится обычно к более простому виду. 
Для этого перенесем второй корень уравнения (3) в 
правую часть уравнения, после чего возведем обе части 
равенства в квадрат: 

(х + с)2 + у11 = 4а11 - 4а V (х - с)11 + у2 + (х - с)2 + т/'. 
или 

aV(x-c)2 + у11 =а"-сх. 

Снова возведем обе части равенства в квадрат: 

а2х2 - 2а2сх+а2с2+а2у2=а4 - 2а2сх+с2х2, 

откуда 

(а2 _ с2)х2+а2у2=а2(а2- с2). 

Введем в рассмотрение новую величину 

Ь = Va1-c• ' 

(4) 

(5) 

(6) 

геометрический смысл которой будет раскрыт несколько 
позднее. Так как по условию а>с, то а2 -с2>0 и, сле
довательно, Ь - число положительное. Из равенства (6) 
·имеем 

ь2=а2-с2, 

вследствие чего уравнение (5) можно переписать в виде 
ь2х2+а2у2=а2ь2. 

Разделив обе части на а2Ь2, получим окончательно 

х' у• -+-=1. 
aZ ЬZ 

(7) 

Так как уравнение (7) получено из уравнения (3), 
то координаты любой точки эллипса, удовлетворяющие 
уравнению (3), будут удовлетворять и уравнению (7). 
Однако при упрощении уравнения (3) обе его части 
дважды возводились в квадрат и могли появиться 

«лишние» корни, вследствие чего уравнение (7) может 
быть неравносильным уравнению (3). Поэтому надо 
убедиться в том, что любая точка, координаты которой 
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удовлетворяют уравнению (7), удовлетворяет и урав
нению (3), т. е. точка принадлежит эллипсу. Для этого, 
очевидно, достаточно показать, что величины r 1 и Г2 

для любой точки, координаты которой удовлетворяют 
уравнению (7), удовлетворяют соотношению (1). Дей· 
ствительно, пусть координаты х и у некоторой точки 
удовлетворяют уравнению (7). Тогда, подст~вляя в 

выражения (2) для r 1 значение у' = Ь2 ( 1 - :, ) , по
лученное из (7), после несложных преобразований, най-

дем, что r1 = V (а+-;ху ·Так как lxl-<:a (сле
дует из (7)) и ..Е...< 1, то а+..Е...х>О и r1 =a+..E...x. 

а а а 

Аналогично найдем, что r2 = а-~х. Склады-
а 

вая почленно эти равенства, получаем соотношение ( 1), 
что и требовалось. Таким образом, любая точка, коор· 
динаты которой удовлетворяют уравнению (7), принад
лежит эллипсу, и наоборот, т. е. уравнение (7) есть 
уравнение эллипса. Уравнение (7) называется канони
ческим (или простейшим) уравнением эллипса. Таким 
образом, эллипс - линия второго порядка. 

Займемся теперь исследованием формы эллипса по 
его каноническому уравнению (7). 

Заметим, что уравнение (7) содержит члены только 
с четными степенями текущих координат х и у, поэто

му эллипс симметричен как относительно оси Ох, так 
и оси Оу. В силу сказанного, мы будем знать форму 
всего эллипса, если установим вид той его части, кото
рая лежит в первом координатном угле. Для этого 
разрешим уравнение (7) относительно у: 

(8) 

Из равенства (8) вытекают следующие утвержде
ния. 

1) При х=О имеем у=Ь. Следовательно, точка (О, Ь) 
лежит на эллипсе. Обозначим ее через В. 

2) При возрастании х от О до а у уменьшается. 
3) Если х=а, то у=О. Следовательно, точка (а, О) ле

жит на эллипсе, обозначим ее через А. 
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4) При х>а получаем мнимые значения у. Следова
тельно, точек эллипса, у которых х>а, не сущест
вует. 

Итак, частью эллипса, расположенной в первом ко
ординатном угле, является дуга ВА *. 

Производя симметрию 
относительно координатных 

осей, получим весь эллипс 
(рис. 30). 

З а м е ч а н и е. Если а= 

IJ 
в 

А 

=Ь, то уравнение (7) при- -1----~:----::::::::t--:ж 
мет вид х2+у2=а2• Это 
уравнение окружности ( ок
ружность - частный случай 
эллипса). Заметим, что эл
липс можно получить из 

уравнения окружности ра

Рис. 30 

диуса а, если сжать ее в а/Ь раз вдоль оси Оу. При та
ком сжатии точка (х; у) перейдет в точку (х; У1), где 

Ь а 
у1 =у-;;. Подставляя у= у1 ь в уравнение окружно-

сти, получим уравнение эллипса:~+ (Yi)• = 1. 
az ьz 

Оси симметрии эллипса называются его осями, а 
точка пересечения осей - центром эллипса. Точки, в 
которых эллипс пересекает оси, называются его вер

шинами. Так как на основании равенства (6) а-:с.Ь, то 
2а есть длина большой оси симметрии эллипса, 2Ь ·
малой оси. Следовательно, числа а и Ь являются дли
нами соответственно большой и малой полуосей эл
липса. 

Введем еще одну величину, характеризующую фор
му эллипса. 

Определен не. Эксцентриситетом эллипса назы
вается отношение фокусного расстояния 2с к длине 2а 
его большой оси. 

Эксцентриситет обычно обозначают е: е = ~. Так 
а 

• В гп. VI будет введено понятие направпенвя выпуклости 
графика функции y=f(x) и будет показано, что дуга ВА иаправ
пеиа выпукпостью вверх. 
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как с<а, то О<:г<I, т. е. эксцентриситет эллипса 
меньше единицы. Заметив, что с2=а2-Ь2, находим 

gl = ~ = al-bl = J -(_!_)2• 
а" а1 а 

отсюда 

Из последнего равенства легко получить геометрическое 
истолкование эксцентриситета эллипса. При очень ма
лом в числа а и Ь почти равны, т. е. эллипс близок к 
окружности. Если же в близко к единице, то число Ь 
весьма мало по сравнению с числом а и эллипс сильнп 

вытянут вдоль большей оси. Таким образом, эксцентри
ситет эллипса характеризует меру вытянутости эллипса. 

Как известно, планеты и некоторые кометы движут
ся по эллиптическим траекториям. Оказывается, экс
центриситеты планетных орбит весьма малы, а комет
ных - велики, т. е. близки к единице. Та~<им образом, 
планеты движутся почти по окружности, а кометы то 

приближаются к Солнцу (Солнце находится в одном из 
фокусов их орбиты), то удаляются от него. 

2. Гипербола. 
Оп р еде л е и и е. Гиперболой называется множество 

всех точек плоскости, для которых модуль разности рас

у 

о 

Рис. 31 

стояний от двух данных точек, 
называемых фокусами, есть ве

м личина постоянная, меньшая 

чем расстояние между фоку
сами. 

Для вывода уравнения ги-
F2(с,о) ~ перболы введем на плоскости 

прямоугольную систему коор

динат так, чтобы фокусы ги
перболы лежали на оси абс-

цисс, а начало координат делило бы расстояние между 
фокусами пополам. Выведем уравнение гиперболы в 
выбранной системе координат. 

Обозначим фокусы гиперболы через F1• и F2• Пусть 
точка М - произвольная точка гиперболы. Расстояние 
IF1F2I между фокусами обозначим через 2с, а модуль 
раЗНОСТИ раССТОЯНИЙ ОТ ТОЧКИ М ДО фокусов - чеrе~ 
2а. Так как по определению l IF1Ml-IF2MI < 
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< IF1f2I, то 2а<2с, т. е. а<с. Числа IF1MI и IF2MI 
называются фокальными радиусами точки М и обозна
чаются r1 и r2 (рис. 31). Из определения следует, что 
точка М (х; у) будет находиться на данной гиперболе в 
том и только в том случае, когда lr1-r2\ =2а. Отсюда 

(9) 

Чтобы получить искомое уравнение гиперболы, нужно 
в равенстве (9) заменить переменные r 1 и r2 их выра
жениями через координаты. Так как фокусы F1 и f2 
расположены на оси Ох симметрично относительно на
чала координат, то они имеют соответственно коорди

наты (-с; О) и (с; О). По формуле (1) § 2 находим 

Г1 = V(x + с)2 + у2 , r2 = V<x-c)1 + у2 • (10) 

Подставляя значения r 1 и r2 в уравнение (9), получим 

V (х + с)1 + у2 - V (х - с)1 + у1 = ± 2а. (11) 

Уравнение (11) является уравнением гиперболы, кото
рому будут удовлетворять координаты каждой точки 
гиперболы. Упростим это уравнение аналогично тому, 
как мы упрощали уравнение (3) для эллипса. Перене
сем второй корень в правую часть уравнения, после 
чего возведем обе части равенства в квадрат: 

(х + с)1 + у2 = 4а2 ± 4а У (х-с)1 + у2 + (х-с)1 + у2, 
или 

Снова возводим в квадрат: 

с2х2-2а2сх+а•=а2х2-2а2сх+а2с2+а2у2, 

откуда 

( с2-а2) х2-а2у2 = а2 ( с2-а2). 

Введем в рассмотрение новую величину 

ь = VC*-a• , 

(12) 

( 13) 

(14) 

геометрический смысл которой будет раскрыт несколь
ко позднее. Так как с>а, то с2-а2>0 и Ь - число по-
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ложительное. Из равенства ( 14) имеем 
ь2=с2-а2. 

При этом уравнение (13) принимает вид 
ь2 х2-а2у2 = а2Ь2, 

или 

х' у1 ---=1. 
а1 Ь1 

Это и есть каноническое уравнение гиперболы. 

( 15) 

Так же как для эллипса, аналогичными рассуж
дениями можно показать равносильность уравнений 
( 15) и ( 11). Предлагается это сделать самостоятельно. 

Исследуем форму гиперболы по уравнению ( 15). 

у 

а 

Рис. 32 

Так как уравнение (15) содержит члены только с 
четными степенями текущих координат х и у, то по 

аналогии с эллипсом достаточно рассмотреть лишь 

часть гиперболы, лежащую в первом координатном уг
ле. Разрешим уравнение (15) относительно у: 

bJ-
Y= - r х"-а1 • 

а 
(16) 

Из равенства (16) вытекают следующие утвержде
ния. 

l) Если О...::х<а, то у получает мнимые значения, т. е. 
точек гиперболы с абсциссами О<х<а нет. 

2) Если х=а, то у=О, т. е. точка (а; О) принадлежи·г 
гиперболе. ,Обозначим ее через А. 
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З) Если х>а, то у>О, причем при возрастании х воз
растает и у, т. е. при х-+ + оо также и у-++оо. Пере
менная точка М (х; у), описывающая график, движется 
11се время «вправо» и «вверх», имея своим начальным 

11оложением точку А (а, О) (рис. 32). Здесь необходимо 
уточнить, как именно точка М «уходит в бесконеч-
1юсть». С этой целью мы наряду с уравнением (16) 
рассмотрим еще уравнение 

ь 
У=-Х, 

а 

(17) 

которое, 1<ак мы уже знаем, определяет прямую с угло

вым коэффициентом k=b/a, проходящую через начало 
координат. Часть этой прямой, расположенная в пер
вом координатном угле, изображена на рис. 33. Для 
построения .ее был использован прямоугольный тре
угольник ОАВ с катетами ОА=а и АВ=Ь. 

Пс;жажем, что точка М, уходя в бесконечность, не
ограниченно приближается к прямой (17), которая на
зывается асимптотой гиперболы *. 

Возьмем произвольное значение х (х:;;;..а) и рассмот
рим две точки М (х; у) и N (х; У), где 

у= .!_.у х1 -а2 и У=...!!... х. 
а а 

Поскольку обе точки имеют одну и ту же абсциссу х, 
прямая, соединяющая точки М и N, перпендикулярна 
к оси Ох (см. рис. 33). 

Подсчитаем длину отрезка MN. Прежде всего за
метим, что при а<.х 

У = ..!!_ х =..!.Я > .!!._ у х"'-а1 =у. 
а а а 

Следовательно, У>у, а это означает, что при одной и 
той же абсциссе ·точка гиперболы лежит под соответ-

• В гл. VI будет дано определение асимптоты графика функ· 
ь 

ции y=f (х} и показано, что прямая У= - Х является асимптотой 
а 

гиперболы. Там же будет рассмотрен вопрос о направлении выпук
лости гиперболы. 
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ствующей точкой асимптоты. Тогда 

MN =У -у= ..!..х-..!..у х'-а2 = .!!_(х-у х'-а1) = 
а а а 

Ь (х-V х1-а1 ) {х + Vx1 -a1 ) аЬ 
=-;;: х+ Vx1 -a1 = х+ Vx1 -a2 • 

Из полученного выражения следует, что дробь при х-+ 
-+ +оо стремится к нулю, так как знаменатель растет, 
а числитель есть постоянная величина аЬ. Следователь
но, IMNI =У-у стремится к нулю при х-++оо. 

ж 

Рис. 33 

Обозначим через Р основание перпендикуляра, опу
щенного из точки М на прямую (17), IMPI - расстоя
ние от точки М до этой прямой. Очевидно, IMPI < 
<IMNI, а так как IMNl-+O, то и IMPl-+O, что мы и 
хотели показать. Аналогичное рассуждение можно про
вести в любом координатном угле. 

Итак, часть рассматриваемой гиперболы, лежащая 
в первом координатном угле, исходит из точки А (а; О) 
и идет бесконечно «направо» и «вверх», асимптотиче

Ь 
СI{И приближаясь к прямой: у= - х (см. рис. 32). 

а 

Общий вид целой гиперболы теперь можно легко 
установить при помощи симметрии относительно ко

ординатных осей (рис. 34). Из рисунка видно, что ги
пербола имеет две асимптоты: 

ь ь 
У=-х и у=--х, 

а а 
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первая из этих прямых нам уже знакома, вторая пред

ставляет собой ее симметричное отражение относитель
но оси Ох (или оси Оу). 

Точки пересечения гиперболы: с осью называются ее 
вершинами (они на рисунке обозначены: буквами А' и 
А). Отрезки длиной 2а и 2Ь, соединяющие середины 
противоположных сторон прямоугольника ВВ'С'С, на
зываются осями гиперболы, а прямоугольник ВВ'С'С 

!1 

"........... с ...... ...... 

Рис. 34 

...... ...... ......... 

называется основным прямоугольником гиперболы. Со
ответственно этому говорят, что уравнение (7) опреде
ляет гиперболу с полуосями а и Ь. 

В случае канонического задавил гиперболы коорди
натные оси являются осями симметрии гиперболы, а 
начало координат - центром симметрии. 

Уравнение вида 

у• х• ---=1 
Ь2 а• 

nутем перестановки букв х и у, а и Ь сводится к урав
нению (15). Отсюда ясно, что оно определяет гипербо
лу, расположенную так, как показано на рис. 34 пунк
тирными линиями; вершины ее лежат на оси Оу. Дан-
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ное уравнение также называется каноническим урав

нением гиперболы. 
Гипербола с равными полуосями (а=Ь) называется 

равносторонней, и ее каноническое уравнение имеет вид 

х2-у2=а2. 

Так как основной прямоугольник равносторонней 
гиперболы является квадратом, то асимптоты равносто
ронней гиперболы перпендикулярны друг к другу. 

Определение. Эксцентриситетом гиперболы на
зывается отношение расстояния между фокусами к рас
стоянию между вершинами: г=с/а. Так как с>а, то 
г> 1, т. е. эксцентриситет гиперболы больше единицы. 
Заметив, что с2=а2+Ь2, находим 

81 = ~ = as + Ь" = 1 + (..!..) 2 
а• а1 а ' 

отсюда 

Из последнего равенства легко получить геометрическое 
истолкование эксцентриситета гиперболы. Чем меньше 
эксцентриситет, т. е. чем ближе он к единице, тем мень
ше отношение Ь/а, а это значит, что основной прямо
угольник более вытянут в направлении оси, соединяю
щей вершины. Таким образом, эксцентриситет гипербо
лы характеризует форму ее основного прямоугольника, 
а значит, и форму самой гиперболы. 

В случае равносторонней гиперболы (а=Ь) е = у2. 
3. Директрисы эллипса и гиперболы 
Определение 1. Две прямые, перпендикулярные 

к большой оси эллипса и расположенные симметрично 
а 

относительно центра на расстоянии - от него, назы
е 

ваются директрисами эллипса. 
Уравнения директрис эллипса, заданного канониче

ским уравнением (7); имеют вид 
а а 

х=--нх=-. 
е е 

а 
Так как для эллипса г< 1, то - >а. Отсюда еле

е 

дует, что правая директриса расположена правее пра-



воА вершины эллипса, а левая - левее его левой вер
шины (рис. 35). 
Оп р еде лен и е 2. Две прямые, перпендикулярные 

к той осн гиперболы, которая ее пересекает, и располо
женные симметрично относительно центра на расстоя

нии а/в от него, называются директрисами гиперболы. 

IJ 

о 
& 

Рис. 35 Рис. 36 

Уравнения директрис гиперболы, заданной канони
ческим уравнением (15), имеют вид 

а а 
Х=-- ИХ=-. 

в 8 

а 
Так как для гиперболы в> 1, то - < а. Отсюда сле-

в 

дует, что правая директриса расположена между цент

ром и правой вершиной гиперболы, а левая - между 
центром и левой вершиной (рис. 36). 

С помощью понятий директрисы и эксцентриситета 
можно сформулировать общее свойство, присущее эл
липсу и гиперболе. Имеют место следующие две тео
ремы. 

Теор ем а 3.5. Если r - расстояние от произволь
ной точки М эллипса до какого-нибудь фокуса, d -· 
расстояние от той же точки до соответствующей этому 
фокусу директрисы, то отношение r/d есть постоянная 
величина, равная эксцентриситету эллипса. 

До к аз ат ель ст в о. Предположим для определен
ности, что речь идет о правом фокусе F2 и правой ди
ректрисе. Пусть М (х; у) - произвольная точка ЭJiлип
са (см. рис. 35). Расстояние от точки М до правой дн-
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ректрисы выражается равенством 

d= ...!!..-х, 
8 

(18) 

которое легко усматривается из чертежа. Из равенств 
(2) и (4) мы имеем 

r = r 2 = у (х - с)2 + у' = а - .!... х. 
а 

с 
Полагая эдесь - = 8, получаем формулу расстояния 

а 

от точки М до правого фокуса: 

r=a-8X. (19) 

Из соотношений (18) и (19} имеем 

...!__ = а~ах _ (а-и)а = 8 • 

d а а-гх 
--х 

8 

Теорем а 3.6. Если r - расстояние от произволь
ной точки М гиперболы до какого-нибудь фокуса, d -
расстояние от той же точки до соответствующей этому 
фокусу директрисы, то отношение r/d есть величина по
с1·оянная, равная эксцентриситету гиперболы. 
До к а з ат ел ь ст в о. Предположим для определен

ности, что речь идет о правом фокусе F2 и правой ди
ректрисе. Пусть М (х; у) - произвольная точка гипер
болы (см. рис. 36). Нам придется рассмотреть два слу
чая. 

1) Точка М находится на правой ветви гиперболы. Тог
да расстояние от точки М до правой директрисы вы
ражается равенством 

d=x-~. (20) 
8 

которое легко. усматривается из чертежа. Из равенств 
(10) и (12) мы имеем 

r = r8 =-,! (х-с)8 + !/' = ..!... х-а. 
а 

Полагая эдесь с/а= 8, получаем формулу расстояния от 
точки М до правого фокуса: 

Г=8Х-а. (21) 
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Из соотношений (20) и (21) имеем 
r и- а -=----
d а 

х--

8 

(и - а) г 

гх-а 
= 8. 

2) Точка М находится на левой ветви гиперболы. Тогда 
расстояние от точки М до правой директрисы выра
жается равенством 

d = - xlf + 7· (22) 

Из равенств ( 1 О) и ( 12) 

r = r1 = у' (х + с) 1 + у3 (-;-х-а). 
с 

Полагая здесь-= 8, получаем формулу расстояния 
а 

от точки М до правого фокуса: 

r=-(8x-a). (23) 

Из соотношений (22) и (23) имеем 
, 
-= 

d 

-(гх~а) 

а 
-х+

г 

(-и+а)е 

(-и+ а) 

Выявленное свойство эллипса и гиперболы можно 
положить в основу общего определения этих линий: 
множество точек, отношение расстояний которых до фо
куса и до соответствующей директрисы есть величина 
постоянная, равная 8, есть эллипс, если 8< 1, есть ги
пербола, если 8> 1. 

Естественно возникает вопрос, что представляет со
бой множество точек, определенное аналогичным обра
зом, но при условии 8=1. Оказывается, это есть новая 
линия второго порядка, называемая параболой. 

4. Парабола 
О пр еде л е н и е. Параболой называется множество 

всех точек плоскости, каждая из которых находится на 

одинаковом расстоянии от данной точки, называемой 
фокусом, и от данной прямой, называемой директрисой 
и не проходящей через фокус. 

Для вывода уравнения параболы введем на плоско
сти прямоугольную систему 1<оординат так, чтобы ось 
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абсцисс прошла через фокус перпендикулярно к директ
рисе, и будем считать ее положительным направлением 
направление от директрисы к фокусу; начало коорди

11 d 
q-------м 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

нат расположим посредине 

между фокусом и директри
сой. Выведем уравнение па
раболы в выбранной систе
ме координат. 

Пусть М (х; у) - произ
вольная точка параболы. 
Обозначим через r расстоя-

--jf-'-~~-=----..__ __ :х: ние от точки М до фокуса 

Рис. 37 
F(r= IFMI), через d - рас
стояние от точки М до ди
ректрисы, а через р - рас-

стояние от фокуса до директ
рисы (рис. 37). Величину р называют параметром па
раболы, геометрический смысл его будет раскрыт не
сколько позже. Точка М находится на данной парабо
ле в том и только в том случае, когда 

Г=d. (24) 

Чтобы получить искомое уравнение, нужно в равенст
ве (24) заменить переменные r и d их выражениями 
через текущие координаты х и у. Фокус F имеет коор
динаты (р/2; О); приняв это во внимание и применяя 
формулу (1) § 2, находим 

r = { ( х- : у + у2 (25) 

Обозначим через Q основание перпендикуляра, опущен
ного из точки М на директрису. Очевидно, точка Q 
имеет координаты (-р/2; у); отсюда и из формулы (1) 
§ 2 получаем 

d = 1MQ1 = v ( х + ~ у +(у- у)' = х + ~ . (26) 

Заменяя в равенстве (24) r и d их выражениями (25) 
и (26), найдем 

V (х- : ) 1 + yz = х + ; . (27) 
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Это и есть искомое уравнение параболы, ~шторому бу· 
дут удовлетворять координаты каждой точки параболы. 

Приведем уравнение параболы к более удобному ви
ду, для чего возведем обе части равенства (27) в квад· 
рат: 

или 

у2=2рх. (28) 

Теперь проверим, не приобрело ли уравнение (28) по· 
еле возведения в квадрат обеих частей равенства (27) 
«ЛИШНИХ» корней. Для ЭТО· 
го достаточно показать, что 

для любой точки, коорди- у 
паты х и у которой удовлет
воряют уравнению (28), вы· 
полнено соотношение (24). 
Действительно, из уравне
ния (28), вытекает, что 
х::>-0, поэтому для точек с 
неотрицательными абсцисса· 

ми d = J!... + х. Подставляя -0,-t-----------
2 :r 

значение у2 из (28) в выра· 
жение (25) для r и учи
тывая, что x:;;i.. О, получим 

r = J!... + х, т. е. величины 
2 

r и d равны, что и требова
лось доказать. Таким обра
зом, уравнению (28) удовле-
творяют координаты точек Рис. 38 
данной параболы, и только 
они, т. е. уравнение (28) есть уравнение этой параболы. 

Уравнение (28) называется каноническим уравнени
ем параболы. Это есть уравнение второй степени. Та
ким образом, парабола есть линия второго порядка. 

Исследуем теперь форму параболы по ее уравне
нию (28). 

Так как уравнение (28) включает у только в четной 
степени, то парабола симметрична относительно оси 
Ох. Поэтому нам достаточно изучить лишь часть ее, ле-
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жащую в верхней полуплоскости. Для этого разрешим 
уравнение (28) относительно у: 

у = -( 2рх. (29) 

Из равенства (29) вытекают следующие утверждения. 
1) Если х<О, то уравнение (29) дает мнимые значе

ния у. Следовательно, левее оси Оу ни одной точки 
параболы нет. 

2) Если х=О, то у=О. Таким образом, начало коорди
нат лежит на параболе н является самой елевой» 
ее точкой. 

3) При возрастании х возрастает и у, причем если 
х-+-+оо, то и у-+-+оо. 
Таким образом, переменная точка М (х; у), описы

вающая рассматриваемую часть параболы, исходит из 
начала координат и движется «вправо» и свверх::., при

чем удаление точки М как от оси Оу, так и от оси Ох 
является бесконечным. 

Теперь, когда мы установили форму части параболы 
при ее симметричном отражении относительно оси Ох, 
мы получим всю параболу (рис. 38), заданную уравне
нием (28). 

Точ~а О называется вершиной параболы, ось Ох -
осью параболы. Чиспо р, т. е. параметр параболы, как 
мы знаем, выражает расстояние от фокуса до директ
рисы. Естественно поставить вопрос: как влияет пара
метр параболы на ее форму? С этой целью возьмем ка
кое-нибудь определенное значение абсциссы, например 
х= 1, и найдем из уравнения (28) соответствующие зна-
чения ординаты: у=± v2p.' Мы получаем на пара
боле две точки М1 (1; +-(2р) М2 (1; --(2р), сим
метричные относительно ее оси; расстояние между ни

ми равно2-(2р, т. е. тем больше, чем больше р. Сле
довательно, параметр р характеризует «ширину:. обла
сти, ограниченной параболой. В этом и заключается 
геометрический смысл параметра р. 

Парабола, уравнение которой у2 =-2рх, р>О, рас
положена спева от оси ординат (рис. 39, а). Вершина 
этой параболы лежит в начале координат, осью симмет
рии является ось Ох. 

По аналогии с предыдущим мы можем утверждать, 
что уравнение х2 =2ру, р>О, является уравнением па-
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раболы, вершина которой лежит в начале координат, 
осью симметрии является ось Оу (рис. 39, б). Эта пара
бола лежит выше оси абсцисс. Уравнение же х2 =-2ру, 
р>О, также является уравнением параболы, лежащей 
ниже оси Ох, с вершиной в начале координат (рис. 39,в). 

у у у о 

о 

о ~ 

а) 5) 6 

Рис. 39 

§ 8. Общее уравнение линии второго порядка 

Важной задачей аналитической геометрии является 
исследование общего уравнения линии второго порядка 
и приведение его к простейшим (каноническим) фор
мам. 

Общее уравнение линии второго порядка имеет сле
дующий вид: 

Ax2+2вxu+cu2+2Dx+2Ey+F=O, (1) 

где коэффициенты А, 28, С, 2D, 2Е и F - любые чис
ла и, кроме того, числа А, В и С не равны нулю одно
временно. 

1. Приведение общего уравнения линии второго по
рядка к простейшему виду 
Л е м м а 3.1. Пусть в прямоугольной системе коор

динат Оху задано уравнение ( 1). Тогда при помощи па
раллельного переноса начала координат в некоторую 
точку (х0 ; у0 ) и последующего поворота осей коорди
нат на некоторый угол а уравнение ( 1) приводится к 
виду 

А' х"1 + С' у"1 + F' = О, (2) 

где А', С', F' - некоторые числа, (х"; у") - коорди
наты точки в новой системе координат. 
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До к аз ат ель ст в о. Пусть прямоугольная система 
координат О'х'у' получена параллельным переносом на
чала координат Оху в точку (х0 ; у0). Тогда старые ко
ординаты х, у будут связаны с новыми х', у' формула
ми 

Х=х'+хо, у=у'+Уо 

(см. ( 1), § 4). В новых координатах уравнение ( 1) при
мет вид 

где 

Ах'2 + 2Вх' у' + Cy't + 2D' х' + 2В' у' + F' = О, (3) 

D' = Ах0 +Ву0 +D =О, 

Е' = Вх0 + Су0 + Е = О, 
F' =А~+ 2Вх0у0 +Су~+ 2Dx0 + 2Еу0 + F. 

В преобразованном уравнении ( 1) коэффициенты D' и 
Е' обратятся в нуль, если мы подберем координаты точ
ки (х0 ; Уо) так, чтобы выполнялись равенства 

{Ax0 +By0 +D=O, (4) 
Вх0 + Су0 + Е = О. 

Если пара чисел Хо, у0 представляет собой решение си
стемы (4), то уравнение (3) можно записать в виде 

Ах'1 + 2Вх' у' + Су'2 + F' = О. (5) 

Пусть теперь прямоугольная система координат О'х"у'' 
получена поворотом системы О'х'у' на угол а. Тогда ко
ординаты х', у' будут связаны с координатами х", у'' 
формулами 

х' =х" cos а-у" sin а, у'=х" sin а+у'' cos а 

(см. (2), § 4). В системе координат О'х"у" уравнение 
(5) примет вид 

где 

А' х"2 + 2В' х" у" + С' у"1 + F' = О, (6) 

А' =А cos2 а+2В cos а sin а+С sin2 а, 

В'=-А sin acos a+B(cos2 a-sin2 а)+С sin а cos а, 
С'= А sin2 а-2В cos а sin а+С cos2 а. 
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Выберем угол а так, чтобы коэффициент 8' в (6) об
ратился в нуль, это приведет к уравнению 28 cos 2а= 
=(А-С) sin2a. Если А=С, то cos2a=O и можно по-
ложить a=n/4. Если A=FC, то выбираем 

1 28 
а = - arctg-- и уравнение (6) примет вид 

2 А-С 

А'Х:1 +С'!/'+ F' =О, 

т. е. получили уравнение (2) 8 
3 а м е ч а н и е. Уравнения ( 4) называются уравне

ниями центра линии второго порядка, а точка (х0 ; у0), 
где х0 и Уо - решения системы (4), называется цент
ром этой линии. Заметим, что необходимым и доста
точным условием существования единственного реше

ния системы (4) является неравенство нулю выраже
ния АС--82, называемого определителем системы (ч. 11, 
гл. х, § 2). 

2. Инвариантность выражения А С-82• Классифика
ция линий второго порядка. При упрощении общего 
уравнения линии второго порядка коэффициенты при 
старших членах А. 8 и С при параллельном переносе 
осей координат, как следует из леммы 3.1, не меняются, 
но они меняются при повороте осей координат. Однако 
выражение АС-82 остается неизменным как при пере
носе, так и при повороте осей, т. е. не зависит от пре
образования координат. Действительно, при параллель
ном переносе этот факт очевиден (см. (1) и (5)), 
проверим его при повороте осей. Для этого воспользу
емся выражениями коэффициентов А', 8' и С' уравне
ния (6). Имеем 

А'С' -8' 1 = (Acos2 a + 28slnacosa +С sln 2 a) х 

х (Asln1 а- 28 sln acos а + С cos1 а) -

- [(С-А) sln acos а+ 8 (cos2 а - sln 2 а)] 1• 

Раскрыв скобки и сделав приведение подобных чле
нов, получим 

А'С' -8'1 = AC(cos1 a + sln1 а) 1-

- В1 (cos2 a+stn 2 a)2 =AC-B2 , 

что и требовалось. 
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Величина АС-В2 называется инвариантом общего 
уравнения линии второго порядка. Она имеет важное 
значение в исследовании линий второго порядка. 

В зависимости от знака величины АС-В2 линии 
второго порядка разделяются на следующие три типа: 

1°) эллиптический тип, если АС-В2>0; 
2°) гиперболический тип, если АС-82<0; 
3°) параболический тип, если АС-В2=0. 
Перейдем к рассмотрению линий различных типов. 
1°. Эллиптический тип. Поскольку АС-82> 

>О, то согласно лемме 3.1 общее уравнение линии вто
рого порядка может быть приведено к виду 

Ax2+Cy2+F=0. 

Возможны следующие случаи. 
а) А>О, С>О (А<О, С<О сводится к А>О, С>О 

путем умножения уравнения на -1) и F<O. Перене
сем F в правую часть и разделим на него. Уравнение 
примет вид 

х• gl -+-=1 
а1 Ь1 ' 

где a2=-F/A, b2=-F/C. Сопоставляя полученное 
уравнение с уравнением эллипса (см. (7), § 7), заклю
чаем, что оно является каноническим уравнением эл

липса. 

б) А>О, С>О и f>O. Тогда аналогично предыду-
щему уравнение приводится к виду 

х• у• -+-=-1. 
а2 Ь1 

Этому уравнению не удовлетворяют 
кой точки плоскости. В этом случае 
ется уравнением мнимого эллипса. 

в) F=O. Уравнение имеет вид 

а2х2+с2у2=0. 

координаты ника

уравнение называ-

Ему удовлетворяют координаты лишь одной точки х= 
=0, у=О. Такое уравнение назовем уравнением пары 
мнимых пересекающихся прямых. 

2°. Гиперболический тип. Поскольку АС
-82<0, то согласно лемме 3.1 общее уравнение липни 
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второго порядка приводится к виду 

Ax2+cy2+F=O. 

Возможны следующие случаи. 
а) А>О, С<О (А<О, С>О сводится к А>О, С<О 

путем умножения уравнения на -1) и F=FO. Пусть 
F <0. Перенесем F в правую часть и разделим на него. 
Уравнение примет вид 

~-lt....= 1 
а2 Ь2 ' 

где а2= -F/A, b2=F/C. Сопоставляя с уравнением 
гиперболы (см. (15), § 7), заключаем, что полученное 
уравнение является каноническим уравнением гипербо
лы. 

б) А>О, С<О и f=O. Уравнение примет вид 
а2х2-с2у2 =0, или (ах-су) (ах+су) =0. 

Последнему уравнению удовлетворяют лишь координа
ты точек плоскости, расположенных на прямых (ах
-су) =0 и (ах+ су) =0, пересекающихся в начале ко
ординат, и мы имеем, таким образом, пару пересекаю
щихся прямых. 

3°. Параболический тип. Если АС-82=0, то 
путем поворота осей координат общее уравнение линии 
второго порядка может быть приведено к виду 

Ax2+cu2+2Ey+2Dx+F=O. (7) 

Здесь АС=О, и, следовательно, один нз коэффициентов 
А или С равен нулю. 

Пусть А=О, C=FO. Представим уравнение (7) в ви
де 

С !/'+-у+ - +2Dx+F-- =0, [ 2Е ( Е )2] Е 2 
с с, с 

или 

с(и+ ~ )2 +2Dx+r =О. 

Если сделаем перенос начала координат в соответствии 
с формулами перехода х'=х, у'=у+Е/С параллельно 
оси Оу в точку (О; -Е/С), то получим уравнение вида 

Су'' + 2Dx' + F* = О. 
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Возможны следующие случаи. 
а) D=FO. Преобразуем уравнение 

Су'1 + 2D ( х' + :; ) =О. 
Если теперь сделаем перенос начала координат в соот

F* 
ветствии с формулами перехода х" = х' + - , у"= у' 

2D 
параллельно оси Ох' в точку (-F*/2D; О), то приведем 
уравнение к виду 

Су"1 + 2Dx" =О, или у'"1 = 2рх", 

где p=-D/C. Сопоставляя последнее уравнение с урав
нением параболы (см. (28), § 7), заключаем, что оно 
является каноническим уравнением параболы. 

б) D=O. Уравнение имеет вид 

Су'3 + р• =О. 
Е·сли С и F* имеют разные знаки, то у'1 - F* = 

с 

= (у'-а) (у'+а) =0 и уравнение представляет собой па-

ру параллельных прямых. Если С и F* имеют одинако-
• р• 1 

вые знаки, то у' + с = у' + а = О и этому уравне· 

нию не удовлетворяют координаты никакой точки пло
скости. Уравнение определяет пару мнимых параллель-

ных прямых. Наконец, если F*=O, то у' 1 =О представ
ляет собой ось Ох', уравнение которой у' =0. Это урав
нение можно рассматривать как предельный случай 
при F*-0, т. е. как пару совпавших прямых. 

На этом заканчивается исследование общего урав
нения линии второго порядка. Полученные результаты 
сформулируем в виде теоремы. 

Теорем а 3.7. Пусть в прямоугольной системе ко
ординат задано общее уравнение .линии второго поряд
ка 

Ax2+2Bxy+cy2+2Dx+2Ey+F=O. 
Тогда существует такая прямоугольная система коор
динат, в которой это уравнение принимает один из еле· 

дующих девяти канонических видов: 1) ~ + .!L = 1 
а• ь= 
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xi у' 
(tмлипс); 2) - + - = -1 (мнимый эллипс); 3) а2х2+ 

al ь2 

+с2у2=0 (пара мнимых пересекающихся прямых); 
1 1 

4) :, - : 1 = 1 (гипербола); 5) а2х2-с2у2 =0 (пара 

пересекающихся прямых); 6) у2 =2рх (парабола); 
7) у2-а2=0 (пара параллельных прямых); 8) у2+а=0 
(пара мнимых параллельных прямых); 9) у2=0 (пара 
совпавtиих прямых). 

r лав а IV. ФУНl(ЦИИ одно я ПЕРЕМЕННОЯ 

С этой главы мы начинаем изучение важнейшего 
понятия математического анализа - понятия функции. 
С помощью теории пределов мы введем понятие преде
ла функции, а также поз.накомимся с понятием непре
рывности функции. 

§ 1. Понятие функции 

1. Определение функции 
Определение. Пусть Х и У - некоторые мно

жества. Функцией f называется множество пар чисел 
(х; у) таких, что хЕХ, уЕ У и каждое х входит в одну 
и только одну пару этого множества. В этом случае го
ворят, что числу х поставлено в соответствие число у 

и пишут y=f(x). При этом у называют зависимой пере
А~енной, х - независимой переменной (или аргумен
том), множество Х - областью определения (или су
ществования) функции, а множество У - множествоАt 
значений функции. 

Кроме буквы f для обозначения функций употреб
ляются и другие буквы, например: у=у(х), y=g(x), 
у=ср(х), у=А(х), y=F(x) и т. д. Другими буквами мо
гут обозначаться у и х. Иногда зависимую переменную 
у также называют функцией. 

Пусть на некотором множестве Х определена функ
ция f (х), тогда значение этой функции, соответствую
щее некоторому значению аргумента х0, обозначается 
f(xo). Например, если f(x) =х2, то f(З) =9, f(-2) =4 и 
т. д. 
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Функция, все значения которой равны между собой, 
называется постоянной. Постоянная функция часто обо
значается буквой С. Про функцию f (х), определенную 
на некотором множестве Х, говорят, что она ограниче
на, если есть число М>О такое, что для любого хе.Х 
будет lf(x) 1 <:М. Например, функция f(x) =sinx огра
ничена на всей числовой прямой, так как 1sinх1<=1 при 
любом х. 

На плоскости функция изображается в виде графи
ка - множества точек (х; у), координаты которых свя
заны соотношением y=f(x). называемым уравнением 
графика. 

2. Способы задания функций. Задать функцию -
значит указать, как по каждому значению аргумента х 

находить ему соответствующее значение функции f (х). 
Существуют три основных способа задания функций: 
аналитический, табличный и графический. 

1°. Аналитический способ состоит в том, что 
зависимость между переменными величинами опреде

J1яется с помощью формулы, указывающей, какие дей
ствия нужно выполнить, чтобы получить значение функ
ции, соответствующее данному значению аргумента. Об
ратимся к примерам. 

у 
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1) Формула у==х~ задает функцию, область опреде· 
ления которой есть интервал (-оо, +оо), а множество 
значений - полуинтервал [О, +оо) (рис. 40, а). 

2) Формула у= if l - х2 задает функцию, обла-
стью определения которой является отрезок [-1, 1], а 
множеством значений - отре
зок (О, 1] (рис. 40, б). 

3) Формула y=n! ставит 
в соответствие каждому на-

туральному числу (т. е. це-

у 

лому положительному чис- -----+-----
лу) п число у. Например, если о 
n=3, то у=ЗI Таким образом, 
формула y=nl задает функ
цию, область определения ко-
торой есть {1, 2, 3, .", п, ."}, а 
множество значений - {11, 21, 
31, "., nl, ".} (рис. 40, в). 

4) Формула 

( 
+1, если х>О, 

y=sgnx= О, если х=О, 
-1, если х<О 

---ч-1 

Рис. 41 

(термин sgn происходит от латинского слова signum -
знак), задает функцию, определенную на всей прямой 
(-оо, +оо), а множество всех ее значений состоит из 
трех точек: -1, О и+ 1 (рис. 41). 

5) Функция Дирихле • 

и= f 1, если х - рациональное число, 
l О, если х - иррациональное число. 

Эта формула задает функцию, определенную на всей 
прямой (-оо, +оо), а м·ножество ее значений состоит 
из двух точек: О и 1. 

2°. Табличный способ. Рассмотрим таблицу . 

..!!._1..о...1.оJ..1°· 21~1°·б 1...!_ о,в1~1~ 
у-110 12-3-20,55 7 

Подставим в соответствие каждому х, написанному n 

• Дирихпе Петер Густав Лежен (1805-1859) - немецкий ма
тематик. 
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первой строке таблицы, число у, стоящее во второй 
строке под этим числом х, и про получившуюся функ
цию будем говорить, что она задана таблицей. Обла
стью определения указанной функции является множе
ство, состоящее из девяти чисел х, перечисленных в 

первой строке таблицы, а множеством ее значений -
множество, состоящее из девяти чисел у, перечисленных 

во второй строке таблицы. 
Заметим, что с помощью таблицы можно задать 

функцию только при конечном числе значений аргумен
та. 

Таблицами часто пользуются для задания функций, 
так всем известны, например, таблицы тригонометриче
ских функций, таблицы логарифмов и многие другие. 

3°. Гр а фи чес кий способ задания функции 
обычно используется в практике физических измерений, 
когда соответствие между переменными х и у задается 

посредством графика. Во многих случаях графики чер
тятся с помощью самопишущих приборов. Так, напри
мер, для измерения атмосферного давления на различ
ных высотах пользуются специальным самопишущим 

прибором - барографом, который на движущейся лен
те записывает в виде кривой линии изменение давления 
в зависимости от высоты. 

3. Классификация функций. Постоянная функция 
f(x) =С, C=coпst, степенная функция ха (а - любое 
число), показательная функция а" (O<a*l), логариф
мическая функция logax (O<a*l), тригонометриче
ские функции: sin х, cos х, tg х, ctg х и обратные три
гонометрические функции: arc sin х, arc cos х, arc tg х, 
arc ctg х носят название простейших элементарных функ
ций. 

Простейшие элементарные функции играют важную 
роль в раскрытии основных понятий анализа, они со
ставляют базу для изучения более сложных функций. 
Начало изучения этих функций положено в элементар
ной матема-тике. Сведения о них мы будем постепенно 
пополнять новыми, полученными в результате дальней
ших наших исследований. 

Все функции, получаемые посредством конечного 
числа арифметических действий над простейшими эле
ментарными функциями, а также получаемые путем су
перпозиции (или наложения) этих функций, составляют 
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так называемый класс элементарных функций. Напри
мер: 

f(x) = lxl (lxl = -.fX2), 

f (х) = ln 1 sln Зх 1-earc 11 }"7 и т. д. 

Имеет место следующая классификация элементар
ных функций. 

1 ) Функции вида 

~ (х) = а0хт + а1.хт- 1 + ... + ат-1 х +ат, 
где m:>O - целое число, а0 , а 1 , ••• , ат - любые числа -
коэффициенты (ао=#=О), называется целой рациональ
пой функцией, или алгебраическим многочленом степе
ни т. 

2) Функция, представляющая собой отношение двух 
целых рациональных функций 

R (х) = аохт + a1xm-l + ... + йт-1Х + йт 
ЬоХ" + b1xn-1 + .. · + Ьп-1Х + Ьп ' 

называется дробно-рациональной функцией. 
Совокупность целых рациональных и дробно-рацио

нальных функций образует класс рациональных функ
ций. 

3) Функция, полученная путем конечного числа су
перпозиций и четырех арифметических действий над 
степенными функциями как с целыми, так и с дробны
ми показателями, называется иррациональной функци
ей. Например: 

_г:;- _/- v 5х'+4х-7 + f(x) = r х , f (х) = х + r х , f (х) = 
Зх1 -8х+4 

5 + <Тх +х)3 И Т. Д. 
Заметим, что класс рациональных функций содер

жится в классе иррациональных функций. 
4) Всякая неиррациональная функция называется 

трансцендентной функцией. Например: f (х) =sin х. 
f(x)=sinx+x и т. д. 
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§ 2. Предеп функции 

Пусть функция f (х) определена на некотором про
межутке Х и пусть точка х0еХ ипн х0 ~ Х. Возьмем 
из Х последовательность точек, отпнчных от х0• 

••. , Хп 1 ••• , (1) 

сходящуюся к Хо*. Значения функции в точках этой 
последовательности также образуют числовую последо
вательность: 

(2) 

по отношению к которой можно ставить вопрос о суще
ствовании предела. 

О п р е д ел е н и е 1. Число А называется пределом 
функции f (х) в точке х=х0, если для любой сходящейся 
к х0 последовательности ( 1) значений аргумента х, от
личных от х0, соответствующая последовательность (2) 
значений функции сходится к чиСJJу А. 

Символически это записывается так: lim f(x) =А. 
z .... x. 

Отметим, что функция f (х) может иметь в точке х0 
только один предел. Это вытекает из того, что последо
вательность {f(xn)} может иметь только один предел. 

Рассмотрим примеры: 
1) Функция f(x) =C=const имеет предел в каждой 

точке х0 числовой прямой. В самом деле, если ( 1) -
любая последовательность, сходящаяся к х0, то после
довательность (2) имеет вид С, С, .", С, "., т. е. если 
Хп-х0, то f(xn) =С. Отсюда заключаем, что f(xn)-+-C 
при п-оо или lim f(x) =С. 

х .... х. 
2) Функция f(x) =х имеет в любой точке х0 число

вой прямой предел, равный хо. В этом случае последо
вательности ( 1) и (2) тождест:аенвы, т. е. если Хп-хо, то 
f (хп) =Xn. Следовательно, f(xn)-+Xo при n-+-oo или 

limf(x) = limx=f(xo) =Хо. 
z.....ж, z-ox. 

3) Функция Дирихле, значения которой в рацио
нальных точках равны единице, а в иррациональных -
нулю, не имеет предела ни в одной точке х0 числовой 
прямой. Действительно, для сходящейся к точке Хо по-

• Предпопагается, что такая посяедовательность существует. 
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следовательности рациональных значений аргумента 
предел соответствующей последовательности значений 
функции равен единице, а для сходящейся к rочке Хо 
последовательности иррациональных значений аргумен
та предел соответствующей последовательности значе
ний функции равен нулю. 

Существует и другое определение предела функции. 
О п р еде л е н и е 2. Число А называется пределом 

функции f(x) в точке Х=Хо, если для любого числа в> 
>0 существует число б>О такое, что для всех хе:Х, 
x=l=x0, удовлетворяющих неравенству lx-xol <б, вы
полняется неравенство lf(x)-A 1 <в. 

Первое определение основано на понятии предела 
числовой пос.'lедовательности, поэтому его часто назы
вают определением «на языке последовательностей». 
Определение же второе использует понятие в-окрестно
сти и б-окрестности, и потому его называют определе
нием «на языке в-б». 
Теорем а 4.1. Первое и второе определения пре

дела функции эквивалентны. 
Доказательство. Пусть А есть предел f(x) в 

точке х0 по первому определению. Покажем, что А есть 
предел по второму определению. Предположим обрат
ное, т. е. А не является пределом этой функции по вто
рому определению. Это значит, что не для любого в>О 
можно найти такое б>О, чтобы из неравенства 0< 
< lx-xol <б следовало неравенство lf(x)-A 1 <в, т. е. 
существует такое в=во, для которого, какое бы б мы ни 
взяли, найдется хоть одна точка x=Fx0 такая, что 
lx-xol <б, но lf (х)-А 1 :;;~..во. Будем выбирать в каче
стве б последовательно числа: 

1, 1/2, 1/3, ... , 1/п, ... , 
Тогда 

для б= 1 в Х существует x1=FX0, что lx1-Xol < 1, а 
lf (х1)-А 1 :>во; 

для б=l/2 в Х существует X2=l=Xo, что lx2-xol<1/2, 
а lf(x2)-A 1 :>во; 

для б= 1/3 в Х существует Хз=l=Хо, что lxз-Xol < 1/3, 
а lf(xз)-Al:>вo; 

. . . . . . . . . . . . . 
для б=l/п в Х существует Xn=FXo, что lxп-Xol<1/n, 

а lf(xп)-Al:;-;o:.eo. 
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В результате получается последовательность точек, от

личных ОТ Хо: 

сходящаяся к точке Хо, так как 1Хп-Хо1 < l/n-+0 при 
n-+oo, Тоrда, согласно перВОf.!У определению, соответст
вующая последовательность {f (Xn)} значений функции 
сходится к числу А. Следовательно, для е0 найдется но
мер N такой, что для всех n>N lf (хп)-А 1 <ео. Но 
этого быть не может, так как для всех Хп выполняется 
неравенство 1/ (хп)-А 1 =>ео. Полученное противоречие 
и доказывает, что число А есть предел функции f(x) в 
точке х0 по второму определению. 

Пусть теперь А есть предел f (х) в точке х0 по вто
рому определению. Это значит, что для любого е>О 
существует 6>0 такое, что из неравенства 0< lx-
-Xol <6 будет следовать неравенство lf (х)-А 1 <е. 
Покажем, что А есть предел f (х) по первому определе
нию. Возьмем любую последовательност1, точек: 

сходящуюся к точке х0 (Хп=#:Хо). Тогда для указанного 
значения 6>0, зависящего от е, найдется такое N, что 
при n>N будет lxп-Xol <6. Но вместе с этим будет 
выполняться и неравенство lf(xп)-AI <е. А так как е 
выбиралось произвольно, то это и означает, что f(xn)-+ 
-А для любой последовательности {хп}, сходящейся к 
точке х0, т. е. число А будет пределом f (х) в точке х0 
по первому определению • 

После того как мы установили эквивалентность обо
их определений предела функции, можно пользоваться 
любым из них, в зависимости от того, какое более удоб
но при решении той или иной задачи. 

Заметим, что определение предела функции с:на 
языке последовательностей» называют также определе
нием предела фующии по Гейне*, а определение пре
дела функции «на языке е-6» - определением преде
ла функции по Коши **. 

В дальнейшем мы будем использовать понятия од-

• Гейне Генрих Эдуард (1821-1881) - немецкий математик. 
•• l(оши Огюстен Луи (1789-1857) - французский математик. 
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посторонних пределов функции, которые определяются 
следующим образом. 

О п р ед ел е н и е 3. Число А называется правым 
(левым) пределом функции f (х) в точке х0 , если для 
любой сходящейся к Хо последовательности ( 1), элемен
ты Хп которой больше (меньше) Хо, соответствующая 
rюследовательность (2) сходится к А. 

Символическая запись: lim f (х) = А ( lim f (х) = А). 
Х-+хо+ Х-+х0-

В качестве примера рассмотрим функцию f (х) = 
=sgnx*. 

Эта функция имеет в нуле правый и левый пределы: 
lim sgп х = 1, lim sgn х = - 1. В самом деле, если 

Z-+o+ Х-+0-

( 1) - любая сходящаяся к нулю последовательность 
значений аргумента этой функции, элементы Хп кото
рой больше нуля (хп>О), то sgn Хп= 1 и lim sgп х = 1. 

Х-+О+ 

Аналогично устанавливается, что lim sgn х = -1. 
~ 

Можно дать равносильное определение односто
ронних пределов функции «на языке е-б»: число А 
называется правым (левым) пределом функции f (х) в 
точке Хо, если для любого е>О существует б>О такое, 
что для всех х, удовлетворяющих неравенствам х0< 
<х<хо+б (хо-б<х<х0), выполняется неравенство 
lf (х)-А 1 <е. 

3 а м е ч а ни е. Если в точке х0 правый и левый пре
делы функции равны, то в точке х0 существует предел 
этой функции, равный указанным односторонним пре
делам. 

В самом деле, пусть lim f (х) = lim f (х) =А. Тог-
х-+х,- х-+хо+ 

да, согласно только что данному определению предела 

функции справа и слева, для любого е>О существуют 
такие б 1 >0 и б2 >0, что для всех х, удовлетворяющих 
неравенствам х0-б 1<х<х0, и для всех х, удовлетво
ряющих нера.Венствам х0<х<х0 +б2, выполняется не
равенство lf(x)-Al<e. Если взять б=min{б1, б2}, то 
очевидно, что для всех х, удовлетворяющих неравенст

ву lx-xol <б, х=#:х0 , будет выполняться неравенство 
lf(x)-Al<e. А зто и означает, чтolim f(x)=A. 

Х-+Хо 

* Определение функции f(x) = sgn х дано в п. 2, § 1. 
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Верно и обратное: если в точке х0 предел функции 
существует, то в этой точке существуют также правый 
и левый пределы функции, равные пределу функции в 
точке Хо. 

О п р еде л е н и е 4. Число А называется пределом 
функции f (х) при х-+оо, если для любой бесконечно 
большой последовательности ( 1) значений аргумента 
соответствующая последовательность (2) значений 

у функции сходится к А. 
Символическая запись: 

lim f (х) =А. 
Х-+'° 

О п р еде л е н и е 5. Чис
ло А называется пределом 

------:+----- функции f(x) при х-+оо 
о ж (х--оо), если для любой 

бесконечно большой после
довательности (1) значений 
аргумента, элементы Хп ко

торой положительны (отри-
Рис. 42 цательны), соответствую-

щая последовательность (2) 
значений функции сходится к А. 

Символическая запись: Jim f (х) =А ( lim f (х) =А). 
х-++оо Х-+-оо 

Рассмотрим пример. 

Пусть f (х) = -1 • Эта функция имеет предел при 
х 

х-+ оо, равный нулю. Действительно, если ( 1) - беско
нечно большая последовательность значений аргумента, 
то последовательность (2) значений функции 1/х 1 , l/x2, 

"., 1/Хп, ". по теореме 2.1 бесконечно малая и поэтому 

имеет предел, равный нулю, т. е. lim -1 =О (А =О) 
Х-+ОО Х 

(рис. 42). 
Заметим, что определения 4 и б даны «на языке 

последовательностей». Можно дать равносильные опре
деления «на языке е-6». Рекомендуем читателю сде
лать это самостоятельно. 

§ 3. Теоремы о пределах, функций 

Определение предела функции, данное «на языке 
последовательностей», дает возможность перенести до
казанные выше теоремы о пределах последовательно-
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с1ей на функции. Покажем это на примере двух теорем. 
Теорема 4.2. Пусть функции f(x) и g(x) имеют 

t1 то~~ке х0 пределы В и С. Тогда функции f(x)+g(x), 
f(x)·g(x) и f(x) (С*О) имеют в точке Хо пределы, 

g (х) 
равные соответственно В±С, ВС и В/С. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть {хп} (Хп*Хо) - произ

нольная сходящаяся к х0 последовательность значений 
аргумента функций f (х) и g(x). Соответствующие по
следовательности {f (хп)} и {g (хп)} значений этих функ
ций имеют пределы В и С. Но тогда, в силу теорем 
2.7-2.9, последовательности {f(xn)±g(xп)}, {f(xn)g(xn)} 

н { f (хп) } имеют пределы, соответственно равные В± 
g (хп) 

±С, ВС и В/С. В силу определения 1 предела функции 
это означает, что 

lim [f (х) ± g (x)J =В± С, lim [f (х) g (х)] = ВС, 
Х-+Хо 

lim f (х) =В/С. 
1нх, g (х) 

Теорема 4.3. Пусть функции f(x), g(x) и h(x) 
определены в некоторой окрестности точки х0 , за ис
ключение1rt, может быть, самой точки х0, и функции 
f (х), h (х) имеют в точке х0 предел, равный А, т. е. 
lim f (х) = liш h (х) =А. Пусть, кроме этого, выполня-
х-..х. %-+Хо 

ются неравенства f(x)<.g(x)<.h(x), тогда 

lim g(x) =А. 
х-.х. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть {xn} (Хп*Хо) - про
извольная сходящаяся к Хо последовательность значе

ний аргумента функций f (х) и h (х). Соответствующие 
последовательности {f (хп)} и {h (хп)} значений этих 
функций имеют предел А, т. е. f (хп)-+А, h(xn)-+A при 
n-+oo, Используя неравенства, данные в условии теоре
мы, можем написать: 

f(xn) <.g(xn) <.h(xn). 

Отсюда по теореме 2.11 следует, что g(xn)-+A. В силу 
определения 1 предела функции это означает, что 

lim g(x) =А. 
Х'-+Хо 
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3 а меч ан и е. Теоремы 4.2 и 4.3 верны также и в 
случае, когда хо является одним из символов оо, +оо 
и -оо, 

§ 4. Два заме11ательных предела 

1 1. sin х l . 1m--= (первый замечательный предел) . 
.-:-+() " 

Докажем данное равенство. 
sinx 

Функция f (х) = -- четная, 
х 

так как f (-х) = 
__ sin (-х) __ sin х __ f (х). П 

о условию х-+О, следова-
- х х 

о к 

тельно, достаточно рассмотреть 

значения х, удовлетворяющие пе

те 
равенствам О< х < - . 

2 
Возьмем дугу окружности ра

диуса R= 1 и угол, радианная 
мера которого равна х (рис. 43). 

А Тогда 

0А=1, sinx=MK, tgx=AT. 

(!) 
Рис. 43 Очевидно, что площадь треуголь-

ника ОАМ меньше площади сек
тора ОАМ, которая меньше площади треугольника ОАТ 

1 1 .._ 1 
или, что то же самое,-ОА·МК <-ОА · АМ <-ОА х 

2 2 2 
ХАТ. Принимая во внимание равенства (1), последнее 
соотношение можем записать: 

1 1 1 -sl11x< -х< -tgx, 
2 2 2 

откуда получаем 

sin x<x<tg х. (2) 

Разделив эти неравенства на sln х, получим 1 > sin х >cosx, 
х 

о sin х l Т х откуда находим < 1--- < - cos х. ак как sln-< 
х 2 

98 



< 1, то sin2 ..!.. < sln -=-. Следовательно, с учетом первого 
2 2 

неравенства (2) для всех х, удовлетворяюших неравенствам 
О< х < -2:., получим 1-cos х = 2 stn2 ..!.... < 2 вln ...=.... < 

2 . 2 2 
х ~nx n 

<2-=х. Так что О< 1---<х при О<х<-. 
2 х 2 

Возьмем любое е>О и б = min { е, ; } . Тогда для 
11сех х, удовлетворяюших неравенствам О<х<б, будет 
выполняться неравенство х<е, а потому 

sinx 1 sinx 1 О< l --х- < е, или 1 --х- < е. (3) 

А это по второму определению предела функции oзнa
sin х 

•1ает, что l есть предел функции в точке х=О, 

т. е. lim sin х = l 8 
Х-+0 Х 

С помощью первого замечательного предела вычис· 
J1яются другие пределы. 

п l н u 1' 1 -cos х 
р и м ер . аити im . 

Х-+0 Х 

Решение. Знаменатель дроби при х-0 стремится 
к нулю. Поэтому теорема 4.2 здесь неприменима. Для 
нахождения предела преобразуем данную дробь: 

" х 

1-cosx 
2sin1 - sin-

lim = lim 
2 = lim 

2 

Z-+0 х Х-+0 х X-+D х -
2 

х 
sin-

= lim = --2-lim sln-=- = l ·O =О. 
IC-+D Х X-+D 2 

2 

Пример 2. Найти lim tgx. 
Х-+0 Х 

Решение. Имеем 

sin ...=.... = 
2 

11 tgx 1. sinx 1 1. sinx 1. 1 l 1 l m--= im--.--= 1m-- 1m--= ·-=. 
1-+0 Х Z-+0 Х COS Х Х-+0 Х Х-+0 COS Х J 
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Пример 3. Найти lim 
х-+0 

Решение. Имеем 
5 

1. 5х 1. 1m--= 1m---
4 

x-+O sin 4х х .... о sin 4х 
4х 

5х 

sin 4х 

5 5 
4 4 ---- = -- = 1,25. 

1. sin 4х 1 
1m--

x-+O 4х 

2. lim ( 1 +-1-)х = е (второй замечательный пре-
х-+оо , Х 

дел). Как известно, lim ( 1 + -1 )п = е (см. п. 2, § 3, 
х~со , n 

гл. 11). Докажем, что lim ( 1 + -1-)z =е. Действитель-
х-+оо Х 

но, пусть x>l. Положим n=[x], тогда x=n+a, где 
п - натуральное число, а а удовлетворяет условию 0-<: 

1 1 1 
<а< 1. Так как n<:x<n+l, --< -< -, то 

n+l х n 

( 1 + n~l ) п < ( 1 + +) х < ( 1 + -;-) п+1. 
Как нетрудно видеть, при х-+-+оо (n-+-oo) 

lim (1+-1 )n+1 =lim(l+-1 )nliш (1+-1 ) = e·l 
n-+oo n n-+oo n . n-+oo n 

и 

lim (1 +-1-)n+t 
lim (l+-1-)n= n-+oo n+l 
n-+oo п+l lim (l +-1-) 

n-+oo n+l 

откуда по теореме 4.3 получим 

lim ( 1 + -1 ) х = е. 
Х-++оо Х 

е 
=-=е 

1 ' 

Пусть теперь х<-1, положим х=-у. Тогда 

=е 

lim (t +-1 )х = lim (1--1 )-" = lim (1 +-1-) 11 = 
X-+-DO Х .!!-++"" g 11...+оо у-1 

= lim (1+-1-) 11-
1 lim (1+-1-) =e·l=e 

у-++оо у- 1 11-++оо у-1 

при х--оо. 
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Объединяя оба случая, окончательно получим 

lim (i +-1 )х = е8 
Х-+00 Х 

Второй замечательный предел имеет широкое при
менение. С его помощью находятся многие другие пре
дмы. 

Пр им ер 4. Найти lim (1 + х) х . 
Х-+0 

Решение. Сделаем замену переменной, положив 
1/х=а. Тогда очевидно, что а-+оо при х-+О. Поэтому 

1 

- ( 1 )а. lim ( 1 + х) " = lim 1 + - = е. 
Х-+0 tr.-+OC а, 

Пр им ер 5. Найти lim ( 1 + ~)" 
%-+00 " 

Решение. Положим х=Зt. Тогда при х-+оо и t-+ 
."оо. Следовательно, 

lim ( 1 + ...!.)" = lim ( 1 + -1 ) 31 = 
%-+00 Х f-+OO t 

= ~~"!. [ ( 1 + +) t ( 1 + +) t ( 1 + +) t ] = 

.... нm(t+-1 )tнm(t+-1 )tнm(i+-1 )t=e·e·e=e'J.. 
t-+• t t-+• t t-+oo t 

Пр им ер 6. Найти lim 10~ (l + х) 
Х-+0 Х 

Решение. Для нахождения предела преобразуем 
данную дробь: 

lim Joga (l +х) = lim [-1 lo~ (l + х>] = 
Х-+0 Х Х-+0 Х 

1 1 

= 1im log11 (1 + х)" = log0 [lim (1 + х) "'). 
х ~о 1::-+О 

1 

1 lo Hm (1 + х) " = е (см. пример 4). Поэтому 
~-о 

lim 10~ (l + ~) = lo~ е. 
Х-+0 

В частности, при а = е lim ln (l + х) = 1. 
Х-+0 . Х 
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§ 5. Бесконечно малые и бесконечно большие 
функции 

Определение 1. Функция f (х) называется бес-
1сонечно малой функцией (или просто бесконечно ма
лой) в точке Х=Хо (или при х-+хо), если lim f(x) =0. 

Аналогично определяются бесконечно малые функ
ции при Х->-оо, х-++оо, Х-+-оо, х-+х~- и х-+х0 +. 

Так же как бесконечно малые последовательности, 
бесконечно малые функции играют существенную роль 
в том, что общее понятие предела функции может 
быть сведено к понятию бесконечно малой. Имеет ме-
сто следующая 

Теорема 
lim f (х) =А 

4.4. Для выполнения равенства 
необходимо и достаточно, чтобы функ-

Х-+Хо 

ция 

а(х) =f (х)-А 

была бесконеttНО малой при х-+х0• 
До к аз ат ель ст в о. Необходимость. Пусть 

limf(x)=A. Рассмотрим разность f(x)-A=a(x) и 
Х-+Хо 

покажем, что а (х) - бесконечно малая функция при 
х-+х0• Действительно, пределы каждой из функций f (х) 
и А при х-+х0 равны А, и поэтому в силу теоремы 4.2 

lim а(х) = lim [f (х)-А] = lim f (x)- lim А= О. 
Х-+Хе х-...хо .(4"Хо х-....хо 

Достаточность. Пусть f(x)-A=a(x), где а(х) 
бесконечно малая функция при х-+х0• Покажем, что 
lim f(x) =А. Так как f(x) =А+а(х), то 

lim f (х) = lim [А+ а (х)] = lim А+ lim а (х) =А+о =А 8 
Х-+Х0 х~хо х~хо х~х. 

Из теоремы 4.4 мы получаем специальное представ
ление для функции, имеющей в точке х = х0 предел, рав
ный А: 

f (х) =А+а(х), где lim а (х) =О. ( l) 
Х-+Хо 

При этом обычно говорят, что функция f (х) в окрестно
сти точки х0 отличается от А на бесконечно малую 
функцию. 
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Бесконечно малые функции обладают теми же 
с11ойствами, что и бесконечно малые последовательно
сти. Справедлива 
Теорем а 4.5. Алгебраическая сумма и произведе

ние конечного числа бесконе1то малых функций при 
х-+х0, а также произведение бесконечно малой функции 
на ограниченную функцию являются бесконечно малы
ми функциями при х-+ Хо. 

Эта теорема непосредственно вытекает из первого 
определения предела функции и теорем 2.2-2.4. 

Все сказанное о бесконечно малых функциях при 
х-+~ справедливо и для бесконечно малых функций 
при х-+оо, х-++оо, х-+-оо, х-+х0- и х-+х0 +. 
Определение 2. Функция f (х) называется беско

нечно большой функцией (или просто бесконечно боль-
1иой) в точке Х=Хо (или при х-+х0), если для любого 
11>0 существует б>О такое, что для всех хЕХ, х=;6=х0 , 
удовлетворяющих неравенству 1х-хо1 < б, выполняет
ся неравенство lf (х) 1 >е. 

В этом случае пишут lim f (х) = оо. 
Х-+Хе 

Если же выполняется неравенство f (х) >е (f(x) < 
<-е), то пишут lim f (х) = + оо (lim f (х) = -оо). 

х_..х, Х*Хо 

По аналогии с конечными односторонними предела
ми определяются и односторонние бесконечные преде
лы: 

lim f (х) = + оо, lirn f (х) = - оо; 
х ..... х.+ Х-+хо+ 

f im f (х) = + оо, lim f (х) = - оо. 
Х-+Хо-

Так, например, говорят, что lim f (х) = + оо, если 
х ..... х.+ 

для любого е>О существует б>О такое, что для всех 
хеХ, х=;6=х0 , удовлетворяющих неравенствам х0<х< 
<хо+б, выполняется неравенство f (х) >е. 

То же самое «на языке последовательностей»: 
lim f (х) = + оо, если для любой сходящейся к х0 по-

х-х.+ 

следовательности {хп} значений аргумента х, элементы 
Хп которой больше х0 , соответствующая последователь-
1юсть {f (хп)} значений функций является бесконечно 
большой положительного знака. 
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Точное определение других подобных пределов ре
комендуем читателю сделать самостоятельно. 

Аналогично определяются бесконечно большие функ
ции при х-оо, х-+оо и х--оо. Так, например, функ
ция f (х) называется бесконечно большой при х-оо, ес
ли для любого е>О существует б>О такое, что для 
всех х, удовлетворяющих неравенству 1 х} >б, выпол
няется неравенство lf(x) 1 >е и пишут lim (х) = оо. 

%-+00 

Если же выполняется неравенство f(x) >е (f (x) < 
<-е), то пишут lirn f (х) = + оо (lim/ (х) = -оо). 

Х-+00 ,ж~оо 

Предполагается самостоятельно сформулировать 
определение бесконечно большой функ1щи при х-+ + оо 
И Х-+-оо. 

В заключение заметим, что между бесконечно малы
ми и бесконечно большими фующиями существует ана
логичная связь, как и между соответствующими после

довательностями, т. е. функция, обратная бесконечно 
малой, является бесконечно большой и наоборот. 

§ 6. Сравнение бесконечно малых 
и бесконечно бояьших функций 

Мы уже знаем, что сумма, разность и произведение 
бесконечно малых функций являются бесконечно малы
ми функциями. Этого, вообще говоря, нельзя сказать 
о частном: деление одной бесконечно малой на другую 
может привести к различным результатам. Так, напри
мер, если а(х) =х и ~(х) =2х, то 

1. а (х) 1. х 1 
1m--= 1rn-=-. 
Х-+0 Р (х) %-+0 2х 2 

Если же а(х)=х, f'(x)=x2, то 

lim а (х) = lirn - 1 = оо, lim Р (х) = lim х = О • 
.r-+O Р (х) .r-+O х .r-+O а (х) .r-+O 

Существуют правила сравнения бесконечно малых 
функций. 

Пусть при х-х0 функции а(х) и f:'(x) являются бес
конечно малыми. Тогда: 

1) если lim а (х) = О, то а (х) называется беско
х-+.r, Р (х) 
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11ечно малой более высокого порядка, чем ~ (х) (имеет 
более высокий порядок малости); 

2) если lim 11 (х) =А+ О (А - число), то а(х) и 
.-z, Р (х) 

р (х) называются бесконечно малыми одного порядка 
(имеют «одинаковую скорость» стремления к нулю); 

3) если lim а(х) = 1, то а(х) и ~ (х) называются 
z-..z. Р (х) 

зквивалентными бесконечно малыми (эквивалентность 
записывается так: а(х) ,_ ~(х)). 

В отдельных случаях оказывается недостаточно 
знать, что одна из двух бесконечно малых является бес
конечно малой более высокого порядка. Нужно еще 
оценить, как высок этот порядок. Поэтому вводится 
следующее правило: 

4) если lim ~ = А*О, то а(х) называется бec
z-..z. pta(x) 

конечно малой п-го порядка относительно ~ (х). 
Рассмотрим примеры. 

1) Функции sin х и х являются при х-+О эквивалентны-
б 1. sin х l 

ми есконечно малыми, так как 1m -- = . 
Z-+0 Х 

2) Функции sin Зх и sin х являются при х-+О бесконеч
но малыми одного порядка, так как 

Зsin 3х 

1. sin 3х 1· 3х з 1· sin 3х 1· х 3 1m--- = 1m--- = 1m --- 1m-- = . 
.с-+О sin х z-..o sin х х-+О 3х z-+O sin х 

х 

3) Функция а(х) = 1-cos х является при х-+О беско
нечно малой второго порядка малости по отношению к 
бесконечно малой х, так как 

lim 1 - cos х = lim .:._sin' ; = _1_ lim ( sin f )t = _1_. 
»+О xz х-..о х• 2 х-+О х 2 

2 

При сравнении бесконечно малых функций часто 
употребляют символ о («О» малое). Если функция а (х)
бесконечно малая в точке х0 более высокого порядка, чем 
бесконечно малая в этой же точке fi ( х), то это условно 
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записывается так: 

а (х) =о(~ (х)). 

Заметим также, что если функции а(х) и ~ (х) -
бесконечно малые в точке х0, то функция а (х) · ~ (х) 
имеет более высокий порядок малости, чем каждый из 
сомножителей. В самом деле, 

lim а (х) Р (х) = Jim а (х) =О 
Х-+Хо р (х) Х-+Хо 

и поэтому а(х)~(х)=о(~(х)), а(х)~(х)=о(а(х)). 
Для бесконечно больших функций имеют место ана

логичные правила сравнения. 

Рассмотрим несколько примеров. 

l) Функции а (х) = ~ и ~ (х) = -1 являются 
х х ' при 

х-0 эквивалентными бесконечно большими, так как 

lim а(х) = lim (l + х) = 1, 
Х-+0 р (х) Х-+0 

а при х-+ оо функция а (х) является бесконечно большой 
более высокого порядка, чем ~ (х) (имеет более высо-

кий порядок роста), так как lim а (х) = оо. 
х-+оо Р (х) 

2) Функция а (х) =х2+4 является при х-оо бесконеч
но большой более низкого порядка, чем ~(х) =х3-2 
(имеет менее высокий порядок роста), так как 

4 1+-
1. а(х) 1. х'+4 1. х1 1. 1 О im --= im--= 1m = im- = . 
Х-+ОО р (Х) Х-+ОО х:' - 2 X-+Clll 2 Х-+00 Х 

х--

х' 

3) Бесконечно большие функции а{х) =2х2+ 1 и ~(х) = 
=х2-1 имеют при х-оо одинаковый порядок роста, 
так как 

1 

2х'+ 1 
2+-

lim = lim х• 
=2. 

Х-+ОО Х2 -1 Х-+«> 1 
1--xz 

4) Функция а(х) =х4+х+ 1 является при х-оо беско
нечно большой второго порядка по отношению к беско-
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нечно большой ~ (х) = х2 +1, так как 
1 1 I+-+-lim х4+х+ 1 = lim х4+х+ 1 = lim ха хе = 1. 

Х-+00 (XZ + })Z Х-+оо хе+ 2_tl + 1 Х-+.., 2 } 
1 +~+--;;:-

§ 7. Понятие непрерывности функции 

Понятие непрерывности функции является одним из 
основных понятий математического анализа, так как 
непрерывные функции обладают целым рядом важных 
свойств, которых лишены функции разрывные. Непре
рывные функции составляют основной для анализа 
класс функций. 

1. Определение непрерывности функции. Пусть на 
некотором промежутке Х определена функция f (х) и 
точка х0 принадлежит этому промежутку *. 

Определение 1. Функция f (х) называется непре
рывной в точке х0, если для любой последовательности 
значений аргумента х: х1 , Х2, х3, "., Хп, "., сходящейся к 
х0, последовательность соответствующих значений функ
ции: f(x1), f(x2), f(хз), ... , f(хп), ... сходятся к f(xo). 

Другими словами, функция f(x) непрерывна в точке 
х0, если предел функции в этой точке и ее значение 
равны, т. е. 

lim f (х) = f (хо)· ( 1) 

Так как lim х = х0 , то соотношению ( l) можно 
Jt-+Jto 

придать следующую форму: 

lim f (х) = f (lim х), 

т. е. для непрерывной функции знаки функции и преде
ла можно переставлять. 

По аналогии с определением предела функции мож
но сформулировать определение непрерывности функ
ции и «на языке e-ll». 

• Заметим, что этоrо не требовалось, коrда мы рассматривали 
предел фуmщии /(х) в точке х0• В этом заКJПОчеио отлвчве понятия 
непрерывности функции от поияrия ее предела! 
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Определение 2. Функция f (х) называется не
прерывной в точке хо, если для любого е>О существует 
б>О такое, что для всех хеХ, удовлетворяющих нера
венству lx-xol <б, выполняется неравенство lf(x)
-f(xo) 1 <е. 

Эквивалентность этих определений очевидна. 
Если lim f (х) = f (х0)( lim f (х) =f (х0)), то фу·нкцию 

%-+Хо+ %-+%0-

f (х) называют непрерывной в точке х0 справа (слева). 
Если функция f (х) непрерывна в точке х0 и слева и 
справа, то она непрерывна в этой точке. В самом деле, 

у 

О Хо :r0•Лх х 

Рис. 44 

в силу замечания § 2 настоящей главы, в этом случае 
предел функции в точке х0 равен ее значению в этой 
точке. 

Наконец, дадим еще одно определение непрерывно
сти функции, которое по существу является перефрази
ровкой первого определения. 

Перенося в равенстве ( 1) f {х0) в левую часть, вно
ся f (х0 ) под знак предела и замечая, что условия х-+хо 
и х-х0-+0 равносильны, получим 

lim [f (х) - f (х0)] = О. (2) 
ж-.~-8-+О 

Разность х-х0 называется приращением аргумента х и 
обозначается обычно Лх, а разность f (x)-f(xo) - при
ращением функчии в точке х0, вызванным приращени
ем аргумента Лх, и обозначается Лу. Таким образом, 

Лх=Х-Хо, Лу=f(хо+Лх)-f (хо), 
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геометрический смыс.11 которых очевиден (рис.. 44). Ра.-
11енство (2) в новых обозначениях примет вид 

lim Лу = О. (3) 
дх-+0 

Соотношение (3) и явпяется еще одним определением 
непрерывности функции, которое словами можно сфор
мулировать так: 

Определение 3. Функция f (х) называется непре
рывной в точке х0, если ее приращение в этой точке яв
ляется бесконечно малой функцией при Лх-+-0. 

Последнее определение для практического использо
вания бывает иногда более удобным, и им мы будем 
также пользоваться. 

2. Арифметические действия над непрерывными 
функциями 

Теорем а 4.6. Пусть функции f (х) и g (х) непре
рывны в точке х0• Тогда функции f(x)±g(x), f(x) -g(x) 
1t f(x)/g(x) также непрерывны в этой точке (последняя 
при g (хо) +О). 
До к аз ат ель ст в о. Так как непрерывные в точке 

Хо функции f (х) и g(x) имеют в этой точке пределы, 
равные f (хо) и g (хо), то по теореме 4.2 пределы функ
ций f(x)±g(x), f(x)g(x) и f(x)/g(x) существуют и 
р<tвны соответственно f (хо) ±g (хо), f (xo)g (хо), 
f (х0 ) /g (хо). Но эти величины как раз и равны значени
ям соответствующих функций в точке х0 • Следователь
но, по определению 1 функции f(x)±g(x), f(x)g(x) и 
f (x)/g(x) непрерывны в точке Хо • 

§ 8. Непрерывность некоторых элементарных 
функций 

Одним из важных свойств элементарных функций 
является их непрерывность в каждой точке области их 
определения. На примере некоторых функций мы и про
верим данный факт, пользуясь непосредственно опреде
лениями непрерывности функций в точке. 

1. Непрерывность рациональных функций. Простей
шим примером функции, непрерывной в любой точке 
Хо числовой прямой, может служить постоянная функ
l(ИЯ f(x) =С. В самом деле, в этом случае lim f (х)= С 

~х, 
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(см. пример 1, § 2), т. е. постоянная функция непрерыв
на в каждой точке прямой. 

Непрерывна также в каждой точке х0 числовой пря
мой функция f(x) =х, так как lim х = х0 (см. при· 

Х-+-Хо 

мер 2, § 2), т. е. предел функции в точке Хо равен ее 
значению в этой точке. 

Из сказанного и теоремы 4.6 следует, что в любой 
точке х0 функции 

(п>О - целое число) непрерывны. Как мы знаем, 
функция f(x) =хп называется степенной функцией, а 
функция вида 

Р (х) = C0xn + C1xn-1 + C2xn-2 + ... + Сп-1Х +Сп, 
где п:;;..О - целое число, С0, С1, С2, ... , Сп - постоянные 
числа, называется алгебраическим многочленом. 

Каждое из слагаемых 

C0xn, C1xn-1, C2xn-2, ••• , Сп 

есть произведение двух непрерывных функций (посто
янной и степенной). По теореме 4.6 оно непрерывно в 
любой точке х. Многочлен Р (х) есть, таким образом, 
сумма функций, непрерывных в любой точке х, и, сле
довательно, он непрерывен в любой точке х. 

Дробно-рациональная функция, т. е. функция, имею
щая вид 

R (х) = Р (х) 
Q (х) • 

где Р (х) и Q (х) - алгебраические многочлены, непре
рывна во всех таких точках х, в которых ее знамена

тель не равен нулю, т. е. во всех точках, кроме корней 
знаменателя, как частное непрерывных функций. 

Например, функция R (х) = ЗхZ + 7х - 1 непрерывна 
"" ~ 1 

во всех точках х, отличных от +1 и -1. 
2. Непрерывность тригонометрических функций. Рас

смотрим тригонометрические функции: 

sin х, cos х, tg х, ctg х, sec х, cosec х. 
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Покажем, что функция sin х непрерывна в любой точ
ке х. Воспользуемся определением 3 непрерывности 
функции. Давая аргументу х приращение Лх, получим 
11риращение функции 

Лy=sin (x+Лx)-sin х, 

llЛИ 

Лу = 2 соз ( х + ~ ) sln ~х • 

Переходя к пределу в левой и правой частях равенст
ва при Лх-+О, получаем 

lim Лу = 2 lim [соз (х + Лх ) sin Лх J = О, 
Ах-+0 ЛХ-+0 . 2 2 

так какjсоs (х+ ~х) 1~ 1, а 
. Лх 

Лх SIП -2- Л 1 
lim sin- = lim ---·~ =-lim 1-Лх=О 
дх-+0 2 дх-+0 Лх 2 2 Лх-+0 

2 

(произведение ограниченной величины на бесконечно 
малую есть бесконечно малая). 

Таким образом, фун1щия sin х непрерывна в любой 
точке х. 

Непрерывность функции cos х в любой точке х до
казывается совершенно аналогично. 

Из непрерывности функций sin х и cos х по теореме 
4.6 о непрерывности частного следует непрерывность 

sin х 1 
функций tg х = -- и sec х = -- во всех точках, где 

cosx cos х 
n cos х+О, т. е. кроме точек х= - +пл:, и функций 
2 

cos х 1 
ctg х = -. - и cosec х = --во всех точках, кроме х= 

sш х sinx 
=nn (n=O, ±1, ±2, ".). 

З. Непрерывность функции f(x) = \xl. Функция 
f (х) = 1 х \, график которой изображен на рис. 45, опре
делена и непрерывна на всей числовой прямой. В са
мом деле, на интервале (О, +оо) она непрерывна, так 
как при х>О f(x)=x (см. п. 1). На интервале (-оо, О) 
f (х) также непрерывна, так как при х<О она прини-
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мает вид f (х) =-х и ее можно представить как произ
ведение двух непр.ерывных функций ( -1) и х и приме
нить теорему 4.6 о непрерывности произведения. Чтобы 
установить непрерывность функции 1х1 в точке х=О, 
вычислим односторонние пределы функции в этой точ
ке: 

limlxl=lim (-x)=-lim х=О; lim/xl=limx-:-·O, 
z-+0- Z-+0- Z-+0- Х-+о+ Z-+o+ 

т. е. пределы функции слева и справа совпадают и рав
ны значению функции в точке х=О. А это означает, что 

!J 

о 

Рис. 45 

функция непрерывна и в 
точке х=О, т. е. на всей 
прямой. 

Таким образом, мы убе
дились, что рассмотренные 

функции непрерывны в об
ласти их определения, а на 

основании теоремы 4.6 о 
х непрерывности суммы, раз

ности, произведения и част

ного можно утверждать, что 

функции, получаемые из них 
путем конечного числа арифметических действий, явля
ются также непрерывными функциями в областях их оп
ределения. 

Про функцию f(x) будем говорить, что она непре
рывна в интервале (а, Ь), если она непрерывна в каж
дой точке этого интервала; непрерывна на отрезке [а, 
Ь], если она непрерывна в интервале (а, Ь) и непрерыв
на в точке а справ-а, а в точке Ь слева, т. е. 

lim f (х) = f (а), а lim f (х) = f (Ь). 
Х-+11+ Z-+Ь-

§ 9. Классификация точек разрыва функции 

1. Определение и классификация точек разрыва 
функции 

Оп р еде л е н и е. Точка х0 называется точкой раз
ры.ва функции f(x), если f (х) в точке х0 не яв.цяется не
прерывной. 

Разрывы функций можно классифицировать следую
щим образом. 

1°. Разрыв 1-го род а. Точка х0 называется точ-
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кой разрыва 1-го рода, если в этой точке функция f (х) 
имеет конечные, но не равные друг другу правый и ле
вый пределы: 

lim f (х) * lim f (х). 
%-+Хо+ %-+Хо-

Пример. Для функции f(x)=sgnx точка х=О яв
ляется точкой разрыва 1-го рода (см. рис. 41), так как 

lim sgn х = 1, lim sgn х = - 1 . 
X-+0-f- Х-+0-

2°. Разрыв 2-г о р о да. Точка х0 называется точ
кой разрыва 2-го рода, если в этой точке функция f (х) 
не имеет по крайней мере одного из односторонних пре
делов или если хотя бы один из односторонних преде
лов бесконечен. 

1 
Пр им ер. Для функции f (х) = - точка х=О яв

х 

ляется точкой разрыва 2-го рода (см. рис. 42), так как 

1. 1 1· 1 1m - = + оо, 1m - = -оо. 
%-+0-f- х % .... 1)- х 

2. l(усочно-непрерывные функции. Функция f (х) на
зывается кусочно-непрерывной на отрезке [а, Ь], если 
она непрерывна во всех 

внутренних точках [а, Ь], 
за исключением, быть мо-
жет, конечного числа точек, Lt -----------п 
в которых имеет разрыв з -------т--t"'! : 
1 1 1 1 -го рода и, кроме того, 2 ----,-.j 1 1 

имеет односторонние преде- , 1 , 1 ' 

лы в точках а и Ь. _1 ·-Т-: 1 1 1 
1 1 1 1 1 

Функция называется ку-
сочно-непрерывной на интер
вале или бесконечной пря-
мой, если она кусочно-не
прерывна на любом принад
лежащем им отрезке. 

:о 1 2 3 

Рис. 46 

Пр им ер. Функция f (х) = [ х] кусочно-непрерывна 
как на любом отрезке, так и на бесконечной прямой. 
Напомним, что символ [х] обозначает целую часть чис
ла х. График функции f (х) = [х] изображен на рис. 46, 
функция [х] в точках x=n (n=O, ±1, ±2, ".) непре
рывна справа и разрывна слева. Во всех же других 
точках она непрерывна как справа, так и слева. 
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§ 10. Основные свойства непрерывных функций 

1. Теорема об устойчивости знака непрерывной 
функции 
Теорема 4.7. Пусть функция f(x) определена в 

некоторой то11ке х0, непрерывна в точке х0 и f (х0 ) *О. 
у 

Тогда существует 6>0 такое, 
что для всех ХЕ (х0-б, .хо+ 
+б)f (х) имеет тот же знак, что 
f(xo). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Пусть f (хо) >0 (рис. 47). 
Тогда в силу второго опре

~--+-<>--,,...._- деления непрерывности функ
о Хо- 6 Жо :i:o+B 31 ции для любого е>О сущест-

вует 6>0 такое, что lf(x)-
Pиc. 47 -f (х0} 1 <е выполняется для 

всех х, удовлетворяющих условию lx-x0 1 <б, или, что 
то же самое, выполняются неравенства. 

f (xo)-e<f(x) <f (хо) +е (1) 

для всех ХЕ (х0-б, Хо+б). Возьмем e=f(xo). Тогда 
из левого неравенства (1) получим: f(x)>O для всех 
ХЕ (х0-б, хо+б), что и требовалось. 

Если же f (х0 ) <0, то рассмотрим функцию -f(x). 
Так как -f (х0) >0, то по доказанному существует 
б-окрестность точки х0 , в которой -f (х) >0, и, следова
тельно, f (х) <0• 

2. Прохождение непрерывной функции через любое 
rrромежуточное значение 

1°. Теорема о прохождении 
непрерывной функции через 

нулевое значение при смене знаков 

Теорем а 4.8 (первая теорема Больцано - Ко
ши*). Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а,Ь] 
и на концах имеет значения разных знаков. Тогда су· 
ществует точка се: (а, Ь), в которой f(c) =0. 
До к аз ат ел ь ст в о. Пусть для определенности 

f(a) <0 и f(b} >О (рис. 48). Разделим [а, Ь] пополам. 
Если значение функции в середине отрезка [а, Ь] рав-

• Больцано Бернард (1781-1848) - чешский математик. 
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110 нулю, то теорема доказана. В противном случае вы
берем тот из полученных отрезков, на концах которого 
функция имеет разные знаки: [ а1, Ь 1 ]. Разделим 
[а1 , Ь 1 ] пополам и выберем тот отрезок, на концах ко
торого f (х) имеет разные знаки: [а2, Ь2] и т. д. Продол
жая этот процесс неограничещю, получим последова

тельность 

[а, Ь]::>[а1, Ь1]=>[а2, Ь2]=>".::>[ап, Ьп]=>". 

вложенных отрезков, причем Ьп-ап=Ь-а/2п-о при 
п-оо. 

По теореме 2.13 о вложенных отрезках существует 
точка с, принадлежащая всем отрезкам. Докажем, что 
f {С) =0. !/ 

Действительно, если до- r ЬJ 
пустить, что f (с) >О, то по J( 

теореме 4.7 об устойчивости 
знака существует окрест

ность точки с, в которой 
f (х) >0. В эту окрестность 0 

при достаточно большом п flaJ 
попадает отрезок [ an. bn], в 
котором, следовательно, бу-
дет f (х) >0, а это противо
речит выбору последова-

а 

ь r 

Рис. 48 

тельности вложенных отрезков. Аналогично доказыва
ется, что f (с), не может быть меньше нуля. Остается 
принять, что /(с) =0, причем точка СЕ (а, Ь) •. 

Доказанная теорема имеет простой геометрический 
смысл: непрерывная кривая при переходе с одной по
луплоскости по отношению к оси на другую пересекает 

эту ось. 

2°. Теорем а о п р ох о ж де н и и 
непрерывной функции через 

любое промежуточное значение 

Теорем а 4.9 (вторая теорема Больцано - Ко
ши). Пусть f (х) непрерывна на отрезке [а, Ь], причем 
f (а) =А, f (Ь) =В. Пусть, далее, С - любое число, за
ключенное между А и В. Тогда на [а, Ь] найдется 
точка с такая, что f(c) =С. 

Другими словами, непрерывная функция при пере-
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ходе от одного значения к другому принимает и все 
промежуточные значения. 

До к а з ат ел ь ст в о. Пусть для определенности 
А< В и А< С< В (рис. 49). Рассмотрим вспомогатель
ную функцию 

ср(х) =f(x)-C. 

Эта функция непрерывна на отрезке [а, Ь] (как раз
ность непрерывных функций) и принимает на концах 
этого отрезка значения разных знаков 

<р(а) =f(a)-C=A-C<O, 
ср(Ь) =f (Ь)-С=В-С>О. 

По теореме 4.8 существует точка се= (а, Ь), та~<ая, что 
<р(с) =f(c)-C=O, т. е. f (с)-С=О. Отсюда f(c) =С • 

След ст в и е. Ее.ли функция f (х) определена и не
прерывна на некотором промежутке Х, то множество ее 
значений У тоже представляет некоторый промежуток. 

Доказательство. Пусть m=infY, М=sирУ, 
х х 

где т и М - числа, называемые соответственно точной 
нижней и верхней гранями функции (при этом не ис
ключено, что m=-oo и М=+оо "'). Возьмем любое у 

у 

А ---7---------\ 
с --------- 1 

1 1 

1 : 
1 1 

в --- 1 1 

·' 1 : 1 1 1 
~ 1 1 

из У и выберем два значе
ния У1 и У2 функции f(x), 
так, чтобы 

m<.yi <У<У2<.М. 

Существование таких значе
ний функции f (х) следует из 
определения точных граней. 
Тогда по теореме 4.9 о про
межуточных значениях не-

а с ж прерывной функции сущест
вует точка х такая, что 

f (х) =у. Следовательно, мно
жество У представляет собой некоторый промежуток 
(конечный или бесконечный) с концами т и М, которые 
в зависимости от конкретного случая могут ему при

надлежать или нет 8 

о 

Рис. 49 

ь 

• Напомним, что если У не ограничено сверху (снизу), то мы 
условИJtись в § 3, гл. I полагать sup У=+ oo(inf У= -оо). 

х х 
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3. Теорема об ограниченности непрерывной функции 
11а отрезке. Дадим следующее определение. 

Определение. Функция f(x) называется ограни
ченной на отрезке [а, Ь], если существует число М>О 
такое, что для ясех хе: [а, Ь] выполняется неравенство 

lf (х) 1 <.М, или -M<.f(x) <.М, 

т. е. график f (х) не выходит из полосы, ограниченной 
прямыми у=М и у=-М (рис. 50). 
Теорема 4.10 (первая теорема Вейерштрасса*). 

Если функция f (х) определена и непрерывна на отрез
ке [а, Ь], то она ограниче-
на на этом отрезке. 11 

Для доказательства тео- --1г---------
м 

ремы докажем сначала 

лемму. 

Лемм а. Функция f (х), 
непрерывная в точке х0 , о а Ь :х 

ограничена в некоторой ее 

окрестности. -м 

Д о к а з а т е л ь с тв о. --t-------
Возьмем в= 1. Тогда по вто-
рому определению непрерыв- Рис. 50 
ности функции в точке для 
данного в существует В>О такое, что для всех ХЕ (х0-В, 
ха+с'>) будет выполняться lf(x)-f(xo) 1<1. Так как 

lf (х) 1=1 (f(x)-f(xo)) +f(xo) 1 <. 
<-1 f (x)-f (хо) 1+lf(xo)1 <1+ lf (хо) 1. 

то lf(x) 1 <М. где М= 1+lf(xo)1- Отсюда заключаем, 
что функция f (х) ограничена в В-окрестности точки хо 8 

Теперь перейдем к доказательству теоремы. 
До к аз ат ель ст в о теор е мы. Предположим об

ратное, т. е. допустим, что функция f (х) не ограничена 
на отрезке [а, Ь]. Разделим отрезок [а, Ь] пополам, 
тогда, по крайней мере, в одном полученном отрезке 
функция f (х) не ограничена (в противном случае она 
была бы ограничена на [а, Ь]). Обозначим его через 

la1, Ь 1 ]. Разделим [а1, Ь1] пополам и обозначим через 
а2, Ь2 ] тот отрезок, на котором f (х) не ограничена и 

т. д. Продолжая этот процесс неограниченно, получим 
последовательность 

• Вейерштрасс Карл (1815-1897) - немецкий математик. 
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[а, Ь]::>[а1, Ь1]=>[а21 Ь2]=> ... ~[ап, Ьп]=>". 
вложенных отрезков, на каждом из которых f (х) не 
ограничена. 

По теореме 2.13 о вложенных отрезках существует 
точка с, принадлежащая всем отрезкам. Функция f (х) 
по условию определена и непрерывна в точке с, а сле

довательно, по доказанной лемме в некоторой окрест
ности точки с она ограничена. При достаточно большом 
п в эту окрестность попадает отрезок [ ап, Ьп], в кото
ром f (х) будет также ограничена, что противоречит 
выбору последовательности вложенных о!!!..езков. Полу· 
ченное противоречие доказывает теорему • 

3 а м е ч а н и е. Теорема становится неверной, если в 
ней отрезок [а, Ь] заменить интервалом (а, Ь). Так, на-

1 
пример, функция f(x) = -; непрерывна на (О, l), но 

не ограничена, так как lim -1- = + оо. Доказательст· 
~-+о+ х 

во не проходит в том месте, где мы утверждаем, что в 

точке х0 функция непрерывна. Для интервала Хо может 
совпасть с его концом и f(x0) будет не определена. 

4. Теорема о достижении функцией, непрерывной на 
отрезке, своих точных граней. В том случае, когда точ
ные грани функции являются значениями функции, то 
говорят, что функция достигает своих точных граней. 
Однако, как известно (см. (1), теорема 1.1, гл. 1), не 
всякому множеству принадлежат его точные грани. Сле
дующий пример показывает, что точные грани функции 
не всегда являются достижимыми. 

Пусть на отрезке [О, Ь], Ь :;а..1, определена функция 
f(x)=x-[x], график которой изображен на рис. 51. 
Множество ее значений [О, l). Функция ограничена и 
сверху и снизу, имеет на данном отрезке точную верх· 

нюю грань, равную 1, и точную нижнюю грань, рав-

у 

о 2 з 

Рис. 51 
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11ую О. Однако функция не принимает значения, равно-
1·0 точной верхней грани. Следовательно, можно ска
зать, что функция достигает своей точной нижней и не 
достигает своей точной верхней грани. 

Возникает вопрос, при каком условии функция до
стигает своих точных граней. Ответ дает следующая 
теорема. 

у 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 1 
1 1 

т ----т-+-------
1 1 
1 1 

1 

о а х, 

Рис. 52 

Теорем а 4.11 (вторая теорема Вейерштрасса). 
Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь], 
то она достигает на этом отрезке своих точных гра
н.ей, т. е. существуют точки х 1 , х2 Е[а, Ь] такие, что 

f(xi) = М = sup У, f (х2) = т = inf У (рис. 52). 
[а, Ь] [а,Ь] 

До к аз ат ель ст в о. Так как функция f (х) непре
рывна на отрезке [а, Ь], то по теореме 4.1 О она будет 
ограниченной. Следовательно, согласно теореме 1.1 су
ществуют точная верхняя М и точная нижняя т грани 
множества значений функции У. 

Покажем, что f(x) достигает М, т. е. существует та
кая точка Х1Е[а, Ь], что f(xi)=M. Будем рассуждать 
от противного. Пусть функция f (х) не принимает ни в 
одной точке [а, Ь] значения, равного М. Тогда для всех 
ХЕ [а, Ь] справедливо неравенство f (х) <М. Рассмот
рим на [а, Ь] вспомогательную, всюду положительную 
функцию 

F(x) - 1 
M-f (х) 

По теореме 4.6 о непрерывности частного функция 
F(x) непрерывна как частное двух непрерывных фуuк-
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ций. В таком случае, согласно теореме 4.10, F(x) огра
ничена, т. е. найдется положительное чнсло µ такое, что 
для всех ХЕ [а, Ь] 

откуда 

F(x)- 1 r--µ 
M-f (х) "">- ' 

1 f(x)< М--. 
µ 

1 
Получилось, что число М- - меньшее, чем М, яв-

µ 
ляется точной верхней гранью для У. Но это противо
речит тому, что число М является точной верхней, т. е. 
наименьшей, гранью функции f (х) на отрезке [а, Ь]. 
Полученное противоречие и доказывает, что существует 
точка х1е [а, Ь], в которой f (х1 ) =М. 

Аналогично доказывается, что f (х) достигает своей 
точной нижней гранит 8 

3 а меч ан и е 1. После того как доказано, что функ
ция f (х), непрерывная на оtрезке [а, Ь], достигает на 
этом отрезке своих точных верхней М и нижней т гра
ней, мы можем назвать точную верхнюю грань макси
мальным значенuеJft, а точную нижнюю грань мини

мальным значением функции f(x) на этом отрезке и 
сформулировать теорему 4.11 в виде: непрерывная на 
отрезке функция имеет на этом отрезке максимальное 
и минимальное значения. 

3 а м е ч а н и е 2. Разность между наибольшим и 
наименьшим значениями функции f (х) на отрезке 
[а, Ь] называется колебанием непрерывной функции 
на этом отрезке и обозначается ro=M-m, где 

М = sup У, т = inf У. 
[11,Ь] [11,Ь] 

5. Понятие равномерной непрерывности функции. 
К числу других свойств функции, непрерывной на от
резке, относится очень важное свойство, называемое 
равномерной непрерывностью. Оно широко использует
ся при доказа.тельстве ряда фундаментальных теорем. 

Пусть f(x) - функция, непрерывная на некотором 
промежутке Х, и пусть точка х0е:Х. Так как f(x) непре
рывна в точке х0, то по второму определению непрерыв

ности для любого в>О найдется 6>0 такое, что 
lf(x)-f(xo) 1 <е при lx-xol <б . .Ясно, что б зависит 
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от в, но 6 зависит также и от хо. При изменении хо в 
пределах рассматриваемого промежутка (при постоян
ном в) число 6 будет различным. Чем круче идет гра
фик функции f (х) в окрестности точки Хо, тем меньше 
будет 6, соответствующее этой точке (рис. 53). 

Таким образом, при заданном в для каждой точки х 
рассматриваемого промежутка определяется соответст

вующее ей 6. Если бы точек было конечное число, то 
у 

/(з:,J•t 
f(;r:,) 

Jrx,)- ~ 

f (Х,,) + t 

f{:CD} 

f(a:.ol - ' 

:z:,-6 ;r, :z:,+6 :z: 

Рис. 53 

из конечного множества чисел 6 можно было бы вы
брать наименьшее 6, которое зависело бы только от е 
и не зависело от х. Для бесконечного числа точек это
го, «вообще говоря», сделать нельзя, так как этим точ
кам соответствует бесконечное множество чисел 6, 
среди которых могут найтись и сколь угодно малые. 

Возникает вопрос, существуют ли непрерывные 
функции, определенные на некоторых промежутках, для 
которых по любому в>О находилось бы 6>0, не зави
сящее от х, т. е. 6 было бы общим для всех х из рас
сматриваемого промежутка. Этот вопрос и приводит к 
так называемому понятию равномерной непрерывности. 
функции. Ниже будет показано, что при некоторых ус
ловиях такие функции существуют. 

Дадим следующее 
Определение. Функция f (х) называется равно

мерно-непрерывной на некотором промежутке Х, если 
для любого е>О существует 6>0 такое, что для любых 
двух точек х', х"еХ, удовлетворяющих неравенству 
1х"-х'1 < 6, выполняется неравенство 

lf(x")-f(x') 1 <г. 
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По самому определению б зависит только от е и 
является общим для всех х', х" промежутка Х. 

Надо сказать, что понятие равномерной непрерывно
сти функции относится к наиболее сложным и трудным 
для понимания понятиям анализа. 

Из определения очевидно, что равномерно-непрерыв
ная функция на Х является непрерывной на этом про
межутке. 

Следующая теорема устанавливает условие,, при 
котором непрерывная функция является и равномерно
непрерывной. 

6. Теорема о равномерной непрерывности функции. 
Теорем а 4.12 (теорема Кантора*). Если функция 

f (х) непрерывна на отрезке [а, Ь], то она и равномер
но-непрерывна на нем. 

До к аз ат ель ст в о. Сначала докажем, что если 
f(x) непрерывна на [а, Ь], то для любого в>О можно 
разбить [а, Ь] на конечное число непересекающихся 
отрезков, которые или не имеют общих точек, или име
ют только одну общую граничную точку и на каждом 
из которых для любых двух точек х', х" будет выпол
няться неравенство jf(x")-f (х') 1 <е. 

Предположим обратное, т. е. допустим, что сущест
вует г>О. для которого такое разбиение [а, Ь] невоз
можно. Разделим [а, Ь] пополам и выберем тот из по
лученных двух отрезков, для которого такое разбиение 
невозможно. Обозначим его [а 1 , Ь 1 ]. Разделим теперь 
[а1, Ь 1 ] пополам и выберем тот из полученных двух от
резков, для которого такое разбиение невозможно, и 
т. д. Продолжая этот процесс неограниченно, получим 
последовательность вложенных отрезков 

[а, Ь]::;,[а,, b1]::J[a2, Ь2]:::::> ... :::>[а11, b11]::J .. " 
обладающих тем свойством, что ни один из них нельзя 
разбить на конечное число непересекающихся отрезков, 
на каждом нз которых для любых двух точек х' и х" 
будет выполняться неравенство lf (x'')-f(x') 1 <в. По 
теореме 2.13 о вложенных отрезках существует точка 
с, принадлежащая всем отрезкам. Так как f(x} непре
рывна в точке с, то для рассматриваемого в найдется 

б такое, что 1 f (х) - f (с) 1 < ~ для любого х из 6-окре-
2 

• Каиrор Георr (1845 - 1918) - яемеЦП1Й математик, основатель 
совремеяяой теории множеств. 
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стности точки с. Тогда для любых двух точек х' и х" 
б-окрестности будет выполняться неравенство 

т. е. 

1 f (х") - f (х') 1 = 1 (f (х") - f (с)) + (f (с) - f (х')) 1-< 

< 1 f (х") - f (с) / + / f (с) - f (х') / < ...!.... + ..!... < е, 
2 2 

lf (x")-f(x') 1 <в. 
В 6-окрестность точки с при достаточно большом п по
падет отрезо1< [ ап, Ьп], и, следовательно, для любых 
двух точек х' и х" этого отрезка будет справедливо не
равенство lf(x")-f (х') 1 <в, а это противоречит выбо
ру последовательности вложенных отрезков. 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству 
теоремы. По только что доказанному для любого в>О 
существует разбиение [а, Ь] на конечное число отрез
ков, в каждом из которых разность между любыми 
двумя значениями функции f (х) будет по абсолютной 
величине меньше е/2. Обозначим через б длину наи
меньшего из отрезков разбиения и рассмотрим любые 
две точки х' и х" отрезка [а, Ь], отстоящие друг от 
друга меньше, чем на б, т. е. lx"-x'I <б. Может пред
ставиться два случая: 1) либо эти точки принадлежат 
одному отрезку разбиения, 2) либо принадлежат двум 

соседним. В первом случае 1 f (х") - f (х') 1 < ...!.... < е; 
2 

во втором случае, обозначая через х0 общую граничную 
точку соседних отрезков, получим: 

1 f (х") - f (х') 1 = 1 (f (х") - f (хо)) + (f (хо) - f (х')) 1 < 
< 1 f (х") - f (хо) 1 + 1 f (хо) - f (х') 1 < ...!.... + ~ = е. 

2 2 

Таким образом, для любого е>О найдется б>О та
кое, что для любых двух точек х' и х" отрезка [а, Ь], 
удовлетворяющих неравенству 1 x"-x'I <б, выполняет
ся неравенство 1 f (x")-f (х') 1 <в, что и требовалось до
казать 8 

Следствие. Пусть. функция f (х) непрерывна на 
отрезке [а, Ь]. Тогда для любого е>О существует б> 
>О такое, что если [а, Ь] произвольно разбить на ко
нечное число отрезков с длинами, меньшими б, то в 
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каждом из них колебание (J) функции f (х) будет мень
ше е. 

До к аз ат ель ст в о. Действительно, по доказанной 
теореме f (х) будет равномерно-непрерывной на [а, Ь]. 
Следовательно, для любого в>О найдется б>О такое, 
что для любых точек х' и х" отрезка [а, Ь], удовлетво
ряющих неравенству lx"-x'I <б, выполняется неравен
ство 1 f (x")-f (х') \ <в. Если отрезок [а, Ь] произволь
но разбить на конечное число отрезков с длинами, мень

шими указанного б, то, поскольку f (х) непрерывна на 
у 

f(x,1 •с 

f(:r,J 
J(;r.1 -е 

о 

1 

1 

1 

-г 

1 1 
1 
-гt-
1 1 1 

1-t--t--
-+-l--+---J.... ___ _ 
т--+-г -- -+-- ----т- ---

х,-8 ;r, 

Рис. 54 

[а, Ь], на каждом из частичных отрезков можно ука
зать такие точки х' их", что f(x')=m, а f(x")=M, 
где т и М - точные нижняя и верхняя грани функции 
f (х) на данном частичном отрезке. Так как lx"-x'I < 
<б, то lf(x")-f(x') 1 <в. Но f(x")-f (х') =M-m=oo. 
Поэтому rо<в • 

3 а м е чан и е. Теорема становится неверноА, если 
в ней отрезок [а, Ь J заменить интервалом или полуин
тервалом. 

1 
Пр нм ер. Рассмотрим функцию f (х) = опреде-

z 
ленную на интервале (О, l). Данная функция непре
рывна на интервале (О, l), но не является равномерно
непрерывной на нем. Это следует из того, что дю1 лю
бого фиксированного е>О, какое бы б>О мы ни вJяли, 
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ncerдa найдутся точки х' и х", достаточно близкие к ну-
11ю, расстояние между которыми меньше б, а модуль 
разности lf(x")-f(x') 1 большее (рис. 54). 

§ 11. Понятие сложной функции 

Определение. Если на некотором промежутке Х 
определена функl.(ия Z=1JJ (х) с множеством значений 
Z, а на множестве Z определена функция y=f (z), то 
y=f[<p(x)] называется сложной функцией* отх, а пе
ременная z - промежуточной переменной сложной 
функции. 

Пр им ер. Функция y=sin х2 - сложная функция, 
опrеделенная на всей числовой прямой, так как у= 
= (z)=sinz, z=rp(x)=x2. 

Докажем следующую теорему. 
Теорем а 4.13. Пусть функция Z=q>(x) непрерывна 

в точке х0, а функция y=f (z) непрерывна в точке z0 = 
=ip(x0). Тогда сложная функция y=f[cp(x)] непрерыв
на в точке Хо. 

До к а з а тел ь ст в о. Возьмем из Х любую последо
в я тельность точек 

сходящуюся к точке х0 . Тогда в силу непрерывности 
функции z=cp(x) в точке х0 имеем: lim z11 = limcp(x11)= 

n-+-oo n-+• 
= <р (х0) = z0 , т. е. соответствующая последователь-
ность точек 

z,, Z2, Zз, .", Zn, "., 

сходится к точке zo. В силу же непрерывности функции 
f (z) в точке zo получаем: lim f (zп) = f (z0), т. е. 

11-+00 

lim f(qi (х11)] = f[rp(x0)]. Следовательно, предел функ-
n ...... 

ции f[<p(x)] в точке х0 равен ее значению в этой точке, 
что и доказывает непрерывность сложной функции 
f[cp(x)] в точке Хо• 

Пр им ер. Доказать непрерывность функции у= 
=sin х2 в точке х=О. 

• Наряду с термином сложная функция существует равнознач
ный термин компо.11щия (нлн суперпозиция) функций. 
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Решение. Так как функция z=x2 непрерывна в 
точке х=О, а функция y=sin z непрерывна в точке z= 
=0, то по доказанной теореме сложная функция у= 
=sin х2 непрерывна в точке х=О. 

§ 12. Понятие обратной функции 

1. Определение обратной функции. По аналогии с 
числовыми последовательностями (см. § 3, гл. 11) бу
дем говорить, что функция f (х) неубывающая (невоз
растающая) на множестве Х, если для любых х 1 , Х2Е 
е:Х, удовлетворяющих условию х1 <х2, справедливо не
равенство f (xi) <:f (х2) (f (х1) ~f(x2)). 

Неубывающие и невозрастающие функции объеди
няются общим названием Jrtolloтoнныe функции. 

Если для любых х 1, х2е:Х, удовлетворяющих усло
вию Х1<х2, справедливо неравенство f(x1) <f (х2) 
(f(x1)>f(x2)), то функция f(x) называется возрастаю
щей (убывающей) на множестве Х. Возрастающие и 
убывающие функции называются также строго -~юно

тонныJrtu. 

Пр им еры: 
1) функция f(x) =sgox является неубывающей на вcei'i 

числовой прямой; 
2) функция f (х) =х является возрастающей на всей 

числовой прямой. 
Введем теперь понятие обратной функции. 
Оп р еде лен и е. Пусть Х и У - некоторые множе

ства и пусть задана функция f, т. е. множество пар чи
сел (х; у) (хе:Х, уе:У), в котором каждое число х вхо
дит в одну и только одну пару. Если в каждой паре 
этого множества числа х и у поменять местами, то по

лучим множество пар чисел (у; х), которое называется 
обратной функцией q> к функции f. 

Обратная функция чаще обозначается символом х= 
=q>(y). 

Отметим, что обратная функция, вообще говоря, не 

является функцией, так как каждое число у может 
входить не только в одну, но и в несколько пар. Так, 
например, для функции у=х обратная функция х=у 
однозначна (каждое число у входит в одну пару), для 

функции у=х2 обратная функциях=± V у двузнач
на (каждое число у входит в две пары), а обратная 
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функция X=arcsiny для функции y=sinx многозначна 
(каждое число у входит в бесконечное число пар). Гео
метрически данный факт очевиден. 

Из определения следует, что множество значений У 
функции f Является областью определения обратной 
функции rp, а область определения Х функции f ~ мно
жеством значений обратной функции rp. Пусть, напри
мер, функция y=f (х) определена на отрезке [а, Ь] и 

у 

13 ---~---! ,/" 
y=f(x) 1 // 

x=q1(y)' 
а --- r -

1 /lпy-q1(x) 
1/1 1 
1 / 1 1 
у 1 1 

/ 1 11 i 
/ 1 11 

О/ 1 11 i 
/ а Ьа 13 х 

Рис. 55 

отрезок (а, ~] является множеством ее значений. Тог
да по определению на (а, ~] определена обратная функ
ция X=q> (у), множеством значений которой является 
[а, Ь] (рис. 55). 

Таким образом, функция у= f (х) и обратная функ
ция X=q> (у) имеют один и тот же график. Так. напрн-

1 
мер, функция y=Sx и обратная функция х = - у изо-

5 
бражаются графически одной прямой. 

Если х и у поменять местами, т. е. повернуть плос
кость Оху вокруг биссе1<трисы первого координатного 
угла на 180°, то новое положение графика обратной 
функции x=rp(y) будет графиком обратной функции 
y=rp(x) (см. рис. 55). 

2. Теорема о непрерывности обратной функции 
Теорема 4.14. Пусть функция y=f(x) определе

на, строго монотонна и непрерывна на некотором про

межутке Х. Тогда на соответствующем промежутке У 
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обратная функция X=fJ>(Y) однозначна, строго монотон
на и непрерывна. 

До к а з ат ел ь ст в о. Пусть для определенности 
функция f (х) строго возрастает, т. е. для любых х1 , х2 е: 
е:Х, удовлетворяющих условию Х1 <х2, выполняется 

неравенство У1<У2 (У1= 
У =f (х1) и Y2=f (х2)) (рис. 56). 

Однозначность обратной 
функции X=q> (у) следует 
из строгого возрастания 

Yt функции u=f (х) на Х: У1 = 
=f(x1) =l=f (х2) =У2 при x1=I= 
=l=x2, т. е. каждому уе:У 
соответствует единственное 

v. значение хе:Х. 
Докажем теперь, что об-

о :r.1 ~l :с ратная функция Х=<р (у) 
строго возрастает на У. Дей-

Рис. 56 ствительно, если У1 <У2, то 
И Х1<Х2 (X1=q>(U1) И Х2= 

=(j) (У2)), ибо если Х1~Х2, то из возрастания f (х) сле
довало бы у 1 ':;,-У2, что противоречило бы предположе
нию у 1 <у2. Следовательно, х1 <х2. Таким образом, факт 
строгой монотонности обратной функции х=<р (у) уста
новлен. 

И наконец, покажем, что обратная функция Х=<р (у) 
непрерывна на У. Пусть точка УоЕ У, Хо= <р (Уо) 11 
т = inf У, М = sup У (рис. 57). Кроме этого, пvсть 

х х 

сначала 

m<uo<M, 
т. е. у0Е (т, М). Тогда в силу строгого возрастания 
q; (у) будет 

ср(т) <хо<<р(М). 

Возьмем в>О таким, чтобы 

cp(m) <:Хо-е<х0<хо+в<:ср(М), (1) 

и положим Y1=f(xo-e) и Y2=f(xo+e). Тогда в силу 
строгого возрастания f (х) и неравенств ( 1) получим 

m<.y1 <ио<У2~М. 

Возьмем теперь 6>0 таким, чтобы 
У1<:Уо-б<Уо<Уо+б<:у2, 
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откуда, принимая во внимание, что У есть некоторый 
промежуток (см. следствие из теоремы 4.9), получим 

и тем более 

у 

Yz 
У•+ 8 

У1 
т 

о 

Уо-б<У<Уо+б 

(2) 

Рис. 57 

Из неравенств (2) в силу строгого возрастания rp (у) 
следует, что 

q> (У1) <rp (у) <rp (У2). 

или, с учетом того, что rp(Y1) =Хо-е=<р(Уо)-е и ср(У2) = 
=xo+e=rp(yo) +е, 

q>(Yo)-e<cp(y) <<i>(Yo) +е. 

Таким образом, доказано, что для любого достаточ
но малого е>О существует б>О такое, что для всех 
уе: (т, М), удовлетворяющих неравенству IY-Yo\ <б, 
выполняется неравенство jcp(y)-cp(yo) 1 <е, т. е. об
ратная функция ер (у) непрерывна в точке Y1J· 
Но у0 - любая точка интервала (m, М). Значит, rp (у) 
непрерывна на (т, М). 

Для доказательства непрерывности X=q> (у) на 
[т, М] достаточно положить Yo=m или Uo=M и ана
логичными рассуждениями показать непрерывность 

ер (у) справа в точке т и слева в точке М. 
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Итак, факт непрерывности обратной функции х= 
=qi (у) на У доказан. 

В случае строгого убывания функции f(x) доказа
тельство теоремы аналогичное 8 

3 а меч ан и е. Необходимо отметить, что если об
ратная функция х=ср(у) однозначна, то, очевидно, функ
ция y=f(x) является обратной для функции Х=ср(у). 
Такие функции называют также взаимно-обратными. 

у . 
?! -------- {У= а~с .s1n ж 
2 X•.Sln !/ 

1 . 

-1 

3t 
2 

/ 
/ . 

"" {!J=SLll.:X: 
/ --/ .., .... - "'] :r = a.rc sLn.g 

:..-~' 1 
;~ 1 

!!. ;х: 
2 

Рис. 58 

Рассмотрим конкретный пр им ер. Функция у= 

. [ п п J =sш х на отрез1<е - 2 . 2 строго возрастает, не-

прерывна и имеет в качестве множества значений отре
зок [-1, 1]. По теореме 4.14 на [-1, 1] существует 
непрерывная возрастающая обратная функция с множе-

ством значений [ - ; , ~ ] . Эту обратную функцию 
обозначают X=arc sin у, график ее совпадает с графи
ком функции у= sin х, рассматриваемой только при 

- ~-< х< ~ (рис. 58). Если теперь х и у поменять 
2 2 

местами, т. е. если рассматривать функцию у= arc sin х, 
то график примет вид, указанный сплошной линией. 

Аналогично можно рассмотреть и другие обратные 
функции. 
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Гл а в а V. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

§ 1. Понятие производной 

1. Определение производной. Пусть на некотором 
промежутке Х определена функция f (х). Возьмем лю
бое значение х0еХ и зададим аргументу х в точке х0 
произвольное приращение Лх такое, что значение х0+лх 
также принадлежит Х. Это вызовет соответствующее 
приращение функции Лу = f (хо+Лх)-f(хо). 

Определение. Производной функции f (х) в точ
ке х0 называется предел при Лх-0 отношения прира
щения функции в этой точке к приращению аргумента 
(при условии, что этот предел существует). 

Для обозначения производных пользуются следую
щими символами: у', у' (х), f' (х). 

Итак, по определению, 

f , ( ) _ 1. Лу _ ll /(хо+ Лх) - f (хо) 
х0 - 1m -- m. • 

д.r-+0 Лх д.r-+О Лх 

Если для некоторого значения х0 выполняется уело-
вие 

lim Лу = + оо, или liш Лу = -оо, 
д.r-..о Лх д.r-+О Лх 

то говорят, что в точке х0 существует бес1'онечная про
изводная. 

Если вместо х0 подставлять различные значения х 
нз Х, то будем получать различные значения производ
ной. Следовательно, производную можно рассматри
вать снова как функцию от х, также определенную на 
х. 

Из определения производной вытекает и способ ее 
вычисления. 

Пр им ер. Найти производную функции f (х) =х2 

в точке Х=Хо. 

Р е ш е н и е. Давая аргументу х в точке хо прира
щение Лх, найдем соответствующее приращение функ
ции: 

5* 

Лу=f(хо+Лх)-f (хо)= (хо+Лх) 2-хо2=хо2+ 

+2хоЛх+ (Лх) 2-хо2=2хоЛх+ (Лх) 2. 
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Составим отношение 

ду = 2ходх + (дх)2 

дх дх 

Найдем предел этого отношения при Лх-+-0: 

1. ду 1. 2х0Лх+ (Лх)2 2 1m - = tm =-~ х0 • 
ЛХ-+0 дх ЛХ-+0 дх 

Следовательно, производная функции f (х) =х2 в точке 
Хо равна числу 2хо, что в принятых обозначениях можно 
записать так: f' (хо) =2хо. 

2. Геометрический смысл производной. Пусть функ
ция f (х) определена и непрерывна на интервале (а, Ь). 
Пусть, далее, точка М на графике функции соответст
вует некоторому значению аргумента хо, а точка Р -

!/ 

о 

Рис. 59 

значению хо+Лх, где Лх - приращение аргумента. Про
ведем через точки М и Р прямую и назовем ее секущей. 
Обозначим через ер (Лх) угол между секущей и осью Ох. 
Очевидно, что этот угол зависит от Лх. Касательной S 
к графику функции f (х) в точке М будем называть пре
дельное положение секущей МР при неограниченном 
приближении точки Р по графику к точке М (или, что 
то же самое, при Лх-+-0). Из рис. 59 ясно, что 

tg q> (Лх) = PN = ду = f (х0 + Лх) - f (х0) • 

MN дх дх 

132 



Так как при Лх.-0 секущая МР переходит в касатель
ную, то 

lim tg q> (Лх) = tg q>0 , 
Ас-МI 

где q>o - угол, который образует касательная с осью Ох. 
С другой стороны, 

lim tg q> (Лх) = lim f (хо+ Лх) - f (хо) = f' (хо). 
дх-+0 дх-+0 Лх 

Следовательно, f'(xo) =tg q>o. Таким образом, производ
ная функции f (х) в точке Хо равна угловому коэффи
циенту касательной к графику функции f(x) в точке 
М (хо; f (хо) ) . 

3. Физический смысл производной. Предположим, что 
функция y=f (х) описывает закон движения материаль
ной точки М по прямой линии, т. е. зависимость пути у, 
пройденного точкой от начала отсчета за время х. 

f{:r,J 
D ---------------- М1 

Рис. 60 

Тогда за время Хо пройден путь y=f (хо), а за время 
х1 - путь y=f (х1). За промежуток времени Лх=х1-Хо 
точка М пройдет отрезок пути Лу=f (x1)-f(xo) =f(xo+ 

+лх)-f (хо) (рис. 60). Отношение Лу называется 
Лх 

средней скоростью движения ( V ер) за время Лх, а пре
дел отношения Лу/Лх при Лх-+0 определяет мгновенную 
с1сорость точки в момент времени х ( V мгн). 

Понятие скорости, заимствованное из физики, удобно 
при исследовании поведения произвольной функции. 
Какую бы зависимость ни отражала функция у=/ (х), 
отношение Лу/Лх есть средняя скорость изменения у 
относительно изменения х, а у' (х) есть мгновенная 
скорость изменения у при некотором х=хо. 

Значение производной состоит в том, что при изуче
нии любых процессов и явлений природы с ее помощью 
можно оценить скорости изменения связанных между 

собой величин. 
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При изучении общего курса физики читатель встре
тится с многочисленными примерами приложения поня

тия производной. 
4. Правая и левая производные. По аналогии с по

нятием правого и левого пределов функции вводятся 
понятия правой и левой производных функции f(x) в 
точке хо. 

О пр еде лен и е. Правой (левой) производной 
функции f (х) в точке Хо называется правое (левое) пре
дельное значение Лу/Лх (при условии, что это предель
ное значение существует). 

Обозначение: 

t+ (Хо)= lim Лу (f- (х0) = lim Лу ) . 
Лх-+-О+ Лх Лх-+0- Лх 

Если функция f (х) имеет в точке хо производную, то 
она имеет в этой точке и правую и левую производные, 
совпадающие между собой. 

Вместе с тем существуют функции, имеющие в дан
ной точке х0 и правую и левую производные, но не имею
щие производной в этой точке. Примером такой функ
ции может служить функция f (х) = \xl. Эта функция 
имеет в точке х=О правую производную, равную 

f '+(О) = lim Лу = l (при х ~ О Лу = Лх) и левую про-
Лх-+о+ Лх 

иэводную, равную f~ (О) = lim Лу = - 1 (при х<О Лу = 
ЛХ-+0- Лх 

-Лх), но не имеет в точке х=О производной, так как 

f+' (О) =l=f-' (О). 

§ 2. Понятие дифференцируемости функции 

1. Понятие дифференцируемости функции в данной 
точке 

Определение. Функция f (х) называется диффе
ренцируемой в точке Хо, если ее приращение Лу в этой 
точке можно представить в виде 

Лу=АЛх+а(Лх)Лх, (1) 

где А - некоторое число, не зависящее от Лх, а а.(Лх) -
функция аргумента Лх, являющаяся бесконечно малой 
при Лх-+0, т. е. lim а(Лх) =О, причем а(О) =0. 

ЛХ-+О 
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Выясним теперь связь между дифференцируемостью 
в точке 11 существованием производной в той же точке. 
Теорем а 5.1. Для того чтобы функция f (х) была 

дифферен.цируел~а в данной точке Хо, необходимо и 
достаточно, чтобы она имела в этой точке конечную 
производную. 
До к аз ат ель ст в о. Необходимость. Пусть функ

ция f (х) дифференцируема в данной точке Хо, т. е. 
Лу=А Лх+а(Лх)Лх. Тогда, предположив, что Лх=t=О, 
и разделив равенство на Лх, получим 

Лу =А+ а(Лх). 
Лх 

Переходя к пределу при Лх-+0, имеем 

lim Лу = lim (А+ а (Лх)) =А= f' (хо)· 
Лх-+О Лх Лх-+0 

Отсюда следует, что производная в точке Хо существует. 
Достаточность. Пусть существует производная /'(хо), 

т. е. существует \im Лу = f' (х0) = А. Тогда в силу 
Лх·+О Лх 

специального представления ( 1) (см. § 5, гJI. IV) функ-
ция а (Лх) = Лу -А является бесконечно малой при 

Лх 

Лх-+0, т. е. 

Лу=АЛх+а(Лх) Лх, 

где lim а (Лх) = О. Получили представление ( 1), тем 
дх-+0 

самым доказано, что функция f (х) дифференцируема в 
точке хо8 

Таким образом, для функций одной переменной диф
ференцируемость и существование производной - поня
тия равносильные. Поэтому операцию нахождения 
производной часто называют дифференцированием. 
Однако, забегая немного вперед, можно сказать, что 
для фунI<ций двух и более переменных дело обстоит 
иначе. 

2. Связь между понятиями дифференцируемости и 
непрерывности. 

Теорем а 5.2. Если функция f (х) дифференцируе-
ма в дан.ной точке х0, 1·0 он.а и непрерывна в этой 
точке. 
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Доказательство. Так как функция f(x) диф
ференцируема в точке Хо, то ее приращение в этой точке 
может быть представлено соотношением (1). Тогда, 
переходя к пределу при лх-О, получим 

lim Лу = А Jim дх + tim а (Лх) lim Лх = О, 
Ы-+0 Лх-+0 ЛХ-+0 Лх-+0 

что и означает непрерывность функции f (х) в точке хо 
в силу третьего определения непрерывности функции в 

точке• 
3 а м е ч а н и е. Обратное утверждение неверно. 

Функция может быть непрерывной в точке, но не быть 
дифференцируемой, т. е. не иметь производной в этой 
точке. 

Примером такой функции может служить функция 
f(x)= lx.I. Эта фующия, как известно, непрерывна в 
точке х=О, но она, как показано в п. 4 § 1, не имеет в 
этой точке производной, т. е. не является дифференци
руемой. 

Если функция f(x) имеет производную в каждой 
точке некоторого промежутка (дифференцируема в каж
дой точке этого промежутка), то мы будем rоворитq, что 
функция f (х) имеет производную, или что она диффе
ренцируема на указанном промежутке. 

§ 3. Понятие дифференциала 

1. Определение и геометрический смысл дифферен
циала. Пусть функция f (х) дифференцируема в точке 
Хо, т. е. приращение Лу можно записать в виде суммы 
двух слагаемых: 

Лу=А Лх+а(Лх)Лх, 

где lim а (Лх) = О. Первое слагаемое А дх является при 
Ы-+0 

лх-о бесконечно малой одного порядка с Лх (при 
А =#=О). Оно линейно относительно дх, второе слагае
мое а.(Лх)ЛХ при Ах-О- бесконечно малая более вы-

'~· а (Лх) Лх о) сокого порядка, чем Лх 1 1m = . 
\дх-+О Лх 

Таким образом, первое слагаемое (при A=F=O) яв
ляется главной частью приращения функции f(x). 

Оп ред е.л е ни е. Дифференциалом функции f(x) 
в точке Хо называется главная, линейная относительно 
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Лх, часть приращения функции: 

dу=АЛх. (1) 

Если А=О, то А Лх=О, и поэтому слагаемое А Лх 
уже не будет главной часtью приращения Лlj, так как 
слагаемое а (ЛХ)Лх, вообще говоря, отлично от нуля. 
Однако и в этом случае по определению полагаем диф
ференциал функции в точке Хо равным А Лх, т. е. в этом 
случае dy= О. 

Если учесть теорему 5.1, т. е. учесть, что A=f'(xo), 
то формулу (1) можно переписать в виде 

dy=f'(xo)Лx. (2) 

Пусть f (х) =х. Тогда по формуле (2) 

dy = dx = (х0)' Лх = (нm (хо+ дх)-хо) Лх = 
. .u-+0 Лх 

= (нm дх) Лх = 1 ·Лх = Лх 
.u...o Лх 

(дифференциал независимой переменной равен прира
щению этой переменной), и соотношение ( l) примет 
окончательный вид 

dy= f' (хо) dx. (3) 

Заметим, что с помощью равенства (3) производную 
f' (хо) можно определить как отношение дифференциала 
функции dy к дифференциалу аргумента dx, т. е. 

f' (хо)= dy . 
dx 

Дифференциал функции имеет определенный геомет
рический смысл. 

Пусть точка М на графике y=f (х) соответствует 
значению аргумента Хо, точка Р - значению аргумента 
хо+Лх, прямая MS- касательная к графику y=f (х) в 
точке М, а -угол между касательной и осью Ох. 
Пусть, далее, MNllOx, PNllOy, Q- точка пересечения 
касательной MS с прямой PN (рис. 61). Тогда прира
щение функции Лу равно величине отрезка NP. В то же 
время из прямоугольного треугольника MNQ следует, 
что NQ=Лxtga=Лxf'(xo)=dy, т. е. дифференциал 
функции dy равен по величине отрезку NQ, когда аргу-
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мент х получил приращение Лх, ра.вное по ве.шчине от
резку MN. Из геометрического Построения видно, что 
величины отрезков NP и NQ различны. 

Таким образом, дифференциал функции t(x) в точке 
х0 равен приращению ординаты касательной MS к гра
фику этой функции в рассматриваемой точке, а прира
щение функции Лу=N Р . есть приращение ординаты 
самой функции f (х) в точке Хо, соответствующее при
ращению дх. 

!J 

Рис. 61 

2. Приб.nиженные вычисления с помощью дифферен
циала. Из определения дифференциала следует, что он 
зависит линейно от Лх и является главной частью при
раurения функции Лу. Само же Лу зависит от Лх более 
сложно. Например, если f (х) = х3, то ду = (х0 + Лх)3 -

-xg = зхgдх + 3х0 (Лх)3 + (Лх)3 , в то время как 

( 
{Хо + Лх)1 - х~ ) 

dy = (~)' Лх = lim Лх = Зх~Лх. 
Ах-+0 Лх 

Кроме того, для вычисления дифференциаJi~t можно вос
пользоваться равенством dy=f' (хо) dx. Во многих зада
чах вместо приращения функции в данной точке рас
сматривают дифференциал функции в этой точке, по
лагая 

Лу~dу, 
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если f' (хо) =t=O. При этом абсолютная погрешность рав
на /Лу-dу/, которая является бесконечно малой более 
высокого порядка, чем Лх. 
П р и м е р. Покажем, что если а очень мало, то 

можно пользоваться приближенной формулой 

V-- а l+a:::::l+2· 

Действительно, возьмем функцию f (х) = J/X. Тогда 
Лу = V х0 +Лх-V Хо =:::dy, 

У х0 + Лх - У х0 ::::: (V°Xo)' Лх = [нm V х, + дх - "J/"'Xo ]лх = 
ЛХ-+0 ДХ 

[ 1. (Хо + дх) - хо J д 1 дх 
= 1xr:!o Дх (У Хо+ Лх+ ..,Г Хо) Х = 2 rx; ' 

откуда, положив Хо= 1, Лх=а, получим 

vт+а =::: 1 + _о_. 
2 

В частности, при а=О,0003 найдем: f 1,0003 =::: 1,00015. 
Перейдем теперь к установлению правил дифферен

цирования и вычислению производных простейших эле
ментарных функций. Заметим только, что при выводе 
формул и практическом вычислении производных обыч
но пишут не хо, а просто х, но при этом х считается фик
сированным. 

§ 4. Правила дифференцирования суммы, 
разности, произведения и частного 

Теорема 5.3. Если функции и=и(х) и v=v(x) 
дифференцируемы в точке х, то сумма, разность, произ
ведение и частное этих функций (частное при условии 
v(x) =t=O) также дифференцируемы в этой точке и имеют 
место следующие формулы: 

1°. (и±v)'=и'±v', 2°. (uv)' =и'v+иv', 

За. (~)' = u'u-uu' 
и и' 

(1) 

Доказательство. Для вывода формул (1) мы 
воспользуемся определением производной, очевидным 
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равенством f(х+Лх) =f (х) +лу и теоремой 4.2. Рас
смотрим отдельно каждый случай. 

10. (и ± t1)' = lim (и (х + Лх) ± v (х + Лх)]-и( (х) ± v (х)] 
Az-+0 Лх 

= lim r и (х + Лх) - и (х) ± v (х + дх) - v (х) ] = 
.U-+D Лх Лх 

= lim и(х+Лх)-и(х) ± lim v(x+Лx)-v(x) _ 
Az-+0 Лх &%-+О Лz 

1. Ли 1. Лv , , = im - ± im - =и ± t1 • 
д% .... 0 дх .U-+0 Лх 

20. (uv)' = lim и(х+Лх)v(х+Лх)-и(х)v(х) _ 
..U-+O Лх 

= lim (и (х) +Ли] [v (х) + дv] - и (х) v (х) = 
Az-+D Лх 

= lim и (х) v (х) + Лиv (х) + и (х) Лv + дидv - и (х) u (х) _ 
Лz-+0 дх 

= lim [v(x) Ли +и(х) дv + Лv ли]= 
Az-+0 Лх дх Лх 

1. Ли 1. Лv 1. д 1. Ли 
=V im -+и im-+ im v im-= 

Az-+0 Лх Az-+0 Лх Лz-+0 А%-+0 дх 

= vu' + uv' + О·и' = u'v + иt1', 
так как lim Лv = О, а множители и и v являются постоян

дz-+о 

ными и не зависят от Лх. 

и (х+ Лх) и (х) ---
3о. (~)' = lim v (х + Лх) 

V ЛХ-+0 Лz 

v(x) _ 

1. и (х + Лх) v (х) - и (х) v (х + Лх) = lffi -'-''----'----'--'---'-""--'---~~ 
лно Лхv (х + дх) v (х) 

= lim (и (х) + Ли] v (х) - и (x)[v (х) + дv] = 
дно Лхu (x)(v (х) + Лv] 

1. иv+диv-иv-идv = im -
дz-+0 Лхи (v + дv) 

Ли дv 
v--и-

= lim _л_х ___ л_х_ 
v2 + идv 

Ли Лv 
v lim --и lim 
_д%_-+_о_лх ___ лх_-+D __ л_х = u'v- uv' • 

vw + v \im Лv v2 
Лх-+0 
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§ 5. Вычиепение производных постоянной, 
степенной, тригонометрических функций 

и логарифмической функции 

В этом параграфе мы приступаем к вычислению 
производных простейших элементарных функций. 

1. Производная постоянной функции. Производная 
функции y=f (х) =С, где С- постоянное число, выра
жается формулой 

у'=О. 

Доказательство. Для любых х и Лх будет 
f(х+Лх) =С и Лу=f (х+Лх)-f (х) =0. Отсюда при лю-
бом Лх=F:О отношение Лу = О и, следовательно, 

Лх 

у'= lim д=о• 
л.~-+0 Лх 

2. Производная степенной функции. Производ•ная 
функции y=xn, показатель п которой является целым 
положительным числом, выражается формулой 

y'=nxn-1. 

До к аз ат ель ст в о. Используя формулу бинома 
Ньютона, можем записать 

Лу = (х + дх)п - х" = 

= [ х" + пхп-~лх + п <п; l) хn-2 (Лх) 2+ ... + (Лх)n] -х" = 

п(п-1) Л == пхn-1Лх + хп-2 (Лх) 11 + ... + ( х)п. 
21 

Таким образом, при Лх=F:О будем иметь 

Лу = пх1-1 + п (п - 1) хп-2 Лх + ... + (Лх)n-1. 
Лх 21 

Так как 

то 

lim дх =О, lim (Лх) 11 = О, ... , lim (дх)n-1 =О, 
Ах-+О дх-+О дх-+О 

у' = lim Лу = пxn-I 8 
Лх-+0 Лх 

3 а меч ан и е. Случай степенной функции, показа· 
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тель которой является любым вещественным числом, мы 
рассмотрим в § 9 п. 2. 

3. Производные тригонометрических функций 
1°. y=sinx, !/=cos х. 

Имеем 

Лу = sin (х + Лх) - sin х = 2 slп л; cos ( х + ~ ) . 
Таким образом, при Лх=/= О 

Лу 2sinтcos ( х+-~-х) sin Лх 
дх2 cos (х+ л; )· -= 

дх Лх 

2 
Лх 

sin-
2 

Так как lim --- = 1 (первый замечательный предел), а 
дх дк-+0 

2 

lim cos (х + дх ) = cos х 
А.х-+О 2 

в силу непрерывности функции cos х, то 

у' = lim ду = cos х 8 
Лк-+0 дх 

2°. y=cosx, y'=-·sinx. 
Имеем 

( дх ( Лх) Лу = cos х + Лх) - cos х = - 2 sl11 - 2- si11 х + 2 . 
Таким образом, при Лх=/=О 

Лу 2 sin -~- sin ( х + ~х ) sin -~-х 
-=---------'-=----sln(x+ дх2 )· 
Лх Лх дх 

2 
Так как 

lim sln (х + Лх ) = sin х 
ЛК-+0 2 

в силу непрерывности функции sin х, то 

у'= lim Лу = -slnx • 
дК-+0 ДХ 

3°. у= tg х, у' = - 1- (х =F ..!!:... + пп). 
cos2 x 2 
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sfnx 
Так как tg х = --, то по теореме 5.3 о производ

соsх 

ной частного получим 

, (sin х)' cos x-sin x(cos х)' cos xcos х -sin х (-sin х) 
у= = = 

cos1 х cos1 х 

cos1 х + sln1 х 

coslx 
следовательно, 

, 1 • y---
cos1x 

4°. у= ctg х, у'= - -.-1-(х* nn). 
sin2 x 

cosx 
Так как ctg х = -. -, то аналогично предыдущему 

SIПX 

у'= (cosx)'sinx-cosx(sinx)' = (-sinx)sinx-cosxcosx = 
sin1 х sin2x 

следовательно, 

=-
sinz х + cos1 х 

sin2 х 

, 1 • 
У = - sin2x 

4. Производная логарифмической 
водная функции y=logax(O<a*l) 
мулоА 

функции. Произ
выражается фор-

, 1 1 1 
у=- og е=--. 

х 11 х ln а 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем 

Лу = log11 (х + Лх) - log11 х = log0 х ~ Лх = log11 ( 1 + л; ). 
Таким образом, при ЛХ=FО 

Лg = _1_ lo&, ( 1 + Лх ) = _1 • 2- log ( 1 + Лх ) , 
Лх Лх х х Лх а х 

или 
х 

Д=-1 log [(t +~)д-.;]· 
Лх х а х 
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Положив ~ = h, будем иметь 
дz 

с 

lim (1 + дz )д.; = lim (1 +-1 )А= е 
Az-o JC h-+• h 

(второй замечательный предел), а так как логарифми
ческая функция является непрерывной, то 

х 

у'= lim Лу = -1 loga [нm (1 + л" )д.;J = 
Лz-+0 Л:1' JC Az-+O JC 

1 1 
=-log е=--8 

х 11 JC\na 

Следствие. Если у= log,x = lnx, то у'= (lnx)' = -1-. 
х 

§ 6. Теорема о пронзводноii обратной функции 

Пусть функция g=f (х) удовлетворяет условиям тео
ремы 4.14 об обратной функции и функция x=q>(g) 
является для нее обратной. Тогда имеет место следую
щая 

Теорем а 5.4. Если функция y=f (х) имеет в точке 
Хо производную f'(xo) +о, то обратная функция x=q>(g) 
также имеет в соответствующей точке Yo=f(xo) произ
водную, причем 

ер' (Уо) = f, ~"о) • 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дадим значению аргумента 
Уо обратной функции х=ср(у) некоторое приращение 
Лу=FО, которое, в свою очередь, вызовет приращение 
функции Лх, причем в силу строгого возрастания (или 
убывания) функции Лх+О. Следовательно, можем 3апн
сать: 

Л:1' 1 -=--
Лg дg 

дz 

Переходя к пределу при Лу-+-0, получим 

1 ( ) 1' дх 1 ер Уо = im-=----
AJl-+O Ду lim ду 

Av-+0 дz 
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Поскольку функция g=f (х) непрерывна, так как имеет 
производную f'(xo), то обратная функция х=с:р(у) так
же непрерывна, т. е. 

Значит, 

lim Лх =О. 
А~ 

lim Лg = lim Лу = /' (х0) 
лv-о Лх дх-+О Лх 

и, следовательно, 

ер' <Уо) = f' :хо) В (1) 

Доказанная теорема имеет простой геометрический 
смысл. 

Рассмотрим в некоторой окрестности точки Хо график 
функции y=f (х) (или обратной функции .t=c:p(y)). 
Пусть точке х0 на этом гра-
фике соответствует точка М 
(рис. 62). Очевидно, что про
изводная f' (Хо) равна тан
генсу угла наклона а каса

тельной, проходящей через 
точку М, к оси Ох. Произ
водная обратной функции 
с:р' (Уо) равна тангенсу угла 
наклона р той же касатель
ной к оси Оу. Поскольку уг
лы а и fi в сумме составля
ют п./2, то формула (1) вы
ражает очевидный факт: 

у 

1/о 

Рис. 62 

1 tgP=-= -
ctg р ctg ( ; _ а) - tg а • 

§ 7. Вычисление производных показательной 
функ1{ИИ и обратных тригонометрических функций 

Опираясь на доказанную выше теорему 5.4, мы про
должим вычисление производных простейших элемен
тарных функций. 
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1. Производная покаэатепьноА функции. Производ
ная функции у=аж(О<а*1) выражается формулой 

у'=ажlпа. 

До к аз а тел ь ст в о. Показательная функция 
у=а" является обратной для логарифмичес1<0й функции 
х= 1ogay. Таkим образом, 

х' (у) = - 1 log11 е, 
11 

а в силу теоремы 5.4 о производной обратной функции 
и известного из элементарной математики соотношения 

l 
log0 Ь = --, получим 

logьa 

у'(х) =-1- =-11-= ах lпа• 
:i' (11) log" 1 

Следствие. Если у=еж, то у'=(еж)'=еж. 
2. Производные обратных тригонометрических функ

ций 

1°. g=arcsinx, у'= i"l (lxl<l). 
1-х1 

Функция у= arc sin х является обратной для функции 
x=siny; 

х' (у) =cos у. 

Отсюда по теореме 5.4 о производной обратной функции 
получим 

у' (х) = _1_ = _1 _ = 1 • 
х' (у) cos 11 У 1 - sln1 у 

Знак у корня положительный, потому что cos у положн-
n n 

телен на интервале - - < у< -. Учитывая, что 
2 2 

sin у=х, окончательно получим 
l 

у' (х) = Vl -x" • 
2. y=arccosx. 

у' (х) = - i' 1 • 
1-х" 

Доказательство аналогично предыдущему. 
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3°. у= arctgx, у'= ---
1 + х1 

Функция y=arc tg х является обратной для функции 
x=tgy; 

х'(у) =-1-
cos1 у 

:п; :п; 

(так как - -< у< -, то х' (у) всегда существует 
2 2 

и отлично от нуля). Отсюда 

у' (х) =-1- = cos2 у. 
х' (у) 

Но - 1- = 1 + tg1 у = 1 + х2, следовательно, 
cos2y 

у' (х) = 1 ~ х" 8 
4°. и= arcctgx. 

, 1 
У = - 1 +х2 

Доказательство аналогично предыдущему. 

§ 8. Правило дифференцирования сложной функции 

Теорем а 5.5. Если функция X=q>(t) имеет произ
водную в точке to, а функция y=f (х) имеет производ
ную в соответствующей точке Xo=<p(to), то сложная 
функция f [ <р (t)] имеет производную в точке t0 и имеет 
место следующая формула: 

у' (to) =f' (хо) <р' (to). (1) 

Доказательство. Так как функция y=f(x) 
предполагается дифференцируемой в точке хо, то при
ращение этой функции может быть записано в виде 

Лу = f' (х0) Лх + а (Лх) дх, (2) 
где 

lim а (Лх) =О. 
ЛХ-+0 

Разделив равенство (2) на Лt, будем иметь 

ЛIJ /' Лх Л Лх --= (х0)--+ а( х)-. 
Лt Лt Лt 

(3) 
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Равенство (3) справедливо при любых достаточно малых 
Лх. Возьмем Лх равным приращению функции x=q>(t), 
соответствующему приращению Лt аргумента t. Устре
мим в этом равенстве Лt к нулю (Лt-+-0). Так как по 
условию функция x=q> (t) имеет в точке to производ
ную, то она непрерывна в этой точке. Следовательно, 
по третьему определению непрерывности функции в точ
ке, Лх-+-0 при Лt-+0. Но тогда устремится к нулю и 
а(Лх), т. е. будем иметь 

lim (а (Лх) Лх) = lim а (Лх) lim Лх = О·<р' (t0) =О. (4) 
лt-+О Лt лt-+О Лt-+0 Лt 

Из соотношения (4) следует существование предела всей 
правой части равенства (3) при Лt-+О, равного 
f' (хо) ер' (to). Значит, существует предел при Лt_.О и левой 
части равенства (3), который, по определению произ
водной, равен производной сложной функции y=f[ <p(t) ). 
Тем самым доказана дифференциеrемость сложной 
функции и установлена формула ( 1) • 

З а меч ан и е. В данной теореме мы рассматривали 
сложную функцию, где у зависит от t через промежуточ
ную переменную х. Возможна и более сложная зависи
мость - с двумя, тремя и большим числом промежуточ
ных переменных, но правило дифференцирования остает
ся прежним. 

Так, например, если y=f(x), где х=<р(и), а и=-ф(v) 
и v=x(t), то производную y'(t) следует искать по фор
муле 

y'(t)=y'(x)x'(u)u'(v)v'(t). (5) 

Рассмотрим примеры дифференцирования сложной 
функции. . 

П р и м е р 1. Вычислить производную функции 
у = eerc tg х. Данную функцию можно представить в виде 
у=еи, где и=arctgx. Тогда по формуле (1) 

у' (х) =у' (и) и' (х) = еи 1 
1 +xz 

Заменив и на arc tg х, окончательно получим 
1 у'= earc tgz __ _ 

1 +х1 • 
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П р и м е р 2. Вычислить производную функции 

у = tg1 V х" + 1. Данную функцию можно представить 
в виде у=и2, где и=tgv, а v= Vw и w=x2+1. Ис
пользуя формулу (5), получим 

у' (х) =у' (и) и' (v) r/ (w) w' (х) =(и")' (tgv)' <Vw)' (х" 1- 1)' = 

2и 2 1 2 2х tg ух•+ 1 sec• ух• + 1 = sec v-- х= . 
2.Y-Ui ух•+ i 

§ 9. Логарифмическая производная. 
Производная степенной функции с любым 

вещественным показателем. Таблица производных 
простейших элементарных функций 

1. Понятие логарифмической производной функции. 
Вычислим производную функции y=lnlxl (х=#=О). Так 
как (lnx)' = - 1-, а (ln(-x))' = (-х) =- (последнее 

х -х х 

равенство получено на основании правила дифференци
рования сложной функции), то производная функции 
выражается следующей формулой: 

у' = (ln 1 х 1>, = -1 • (1) 
х 

С учетом полученной формулы ( 1) вычислим произ
водную сложной функции y=lnlиl, где и=t(х) диффе
ренцируемая функция. Имеем 

у' = (ln 1и1)' = -1 и' = f' (х) , 
и f (х) 

или 

(2) 

(lnlf(x) 1)' и называется логарифмической производной 
функции f (х). Для упрощения записи при логарифмиче
ском дифференцировании знак модуля у функции f (х) 
можно опустить. 

В качестве примера с помощью логарифмической 
производной вычислим производную показательно-сте
пенной функции у= и (х) t'<x>, где и и v - некоторые функ-
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ции от х(и>О), имеющие в данной точке производные 
и'(х) и v'(x). 

Так как In у= и (х) In и (х), то по формуле (2) полу-
чим 

у' и' (х) 
- = [и (х) ln и (х)]' =и' (х) ln и (х) + и (х) -"-"-
У иОО 

Учитывая, что у=и(х)v(х>, получаем следующую форму
лу для производной показательно-степенной функции: 

у' = и (х) 11<х1 [и' (х) ln и (х) + и (х) и' (х) J . (3) 
и (х) 

П р и м ер. Вычислить производную функции у=хх. 
Р е ш е н и е. Данную функцию можно представить 

в виде: у= и (х) v(x), где и (х) =х и и (х) =х. Используя 
формулу (3), получим 

y'=xx[t·lnx+x+] =xx(tnx+ 1). 

Логарифмическая производная очень удобна при 
нахождении производной степенной функции с любым 
вещественным показателем. 

2. Производная степенной функции с любым вещест
венным показателем. Производная функции у=ха (а -
любое вещественное число) выражается формулой 

у'=аха-1. 

До к аз ат ель ст в о. Прологарифмировав равен
ство у=ха, получим 

lny=alnx. 

По формуле (2) находим логарифмическую производную 
у' а 
-.-=[alnx]' =-. 
у % 

Отсюда, учитывая, что у=ха, получаем формулу для 
производной степенной функции: 

у'=(~)'= ахе--1 • 

Таким образом, нами вычислены производные всех 
простейших элементарных функций и мы можем соста
вить следующую таблицу. 
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3. Таблица производных простейших элементарных 
функций 

1°. (С)'= О. 

( 1 ) ' 1 2°. (ха)'= аха-1 , в частности -;- = - 7 . 

(VX)' = i 
2Ух 

3°. (log11 x)' = -1 log11 е, в частности (lпх)' = -1-. 

" " 
4°. (a.i)'=axlna, в частности (e·i)'=ei. 

5°. {slп х)' = cos х. 

6°. (cos х)' = - sln х. 

7°. ( tg х)' = 1 • 
cos3 х 

8°. ( ctg х)' = - 1 • 
5in1 х 

9°. (arc slп х)' = у 1 • 
1 -х2 

10. (arccosx)' = - -{ 1 • 
1 -х1 

11°. (arctgx)' = 1 • 
1 + х1 

12°. (arcctgx)' = - 1 • 
1 + х1 

Указанная таблица вместе с правилами дифференци
рования суммы, разности, произведения, частtюrо и пра

вилом дифференцирования сложной функции составляет 
основу дифференциального исчисления. 

Из правил и формул дифференцирования можно сде
лать один важный вывод: производная любой элемен · 
тарной функции есть также функция элементарная. 
Таким образом, операция дифференцированнS> не выво· 
дит нас из класса элементарных функций. 
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§ 10. Производные и дифференциалы 
высших порядков 

1. Понятие производной п-rо порядка~ Как уже от
мечалось в § 1 данной главы, производная t' (х) функ
ции y=f (х) сама является некоторой функцией аргу
мента х. Следовательно, по отношению к ней снова мож
но ставить вопрос о существовании и нахождении про

изводной. 
Назовем f' (х) производной первого порядка. 
Производная от производной некоторой функции на

зывается производной второго порядка (или второй 
производной). Производная от второй производной на
зывается производной третьего порядка (или третьей 
производной) и т. д. Производные, начиная со второй, 
называются производными высшего порядка и обозна
чаются: 

11 111 (f.) н15) 1.tn) 
у ' у ' у ' !!' ' ..• , !!' ' "" 

или 

• •' (4) (5) (n) 
Yz•· Yz•, Yz•. Yzl' . . . ' у ;/J• • • • ' 

или 

/и (х), /"' (х), f<•> (х), f<5> (х), ... , /<"> (х), . . . ) 
или также 

dly d8y d•y d5y 
dxg • dx' • dxl. ' ~· . . . ' 

Производная п-го порядка есть производная 
от производной (п-1)-rо порядка, т. е. y<n>= (y.n-t>)'. 

Производные высших порядков имеют широкое при
менение в физике. Здесь мы ограничимся физическим 
толкованием второй производной: f" (х). Если функция 
y=f (х) описывает закон движения материальной точки 
по прямой линии, то, как известно, первая производная 
f' (х) есть мгновенная скорость точки в момент време
ни х, а вторая производная в таком случае равна ско

рости изменения скорости, т. е. равна ускорению движу

щейся точки в момент времени х. 
2. п-е производные некоторых функций 
1°. Вычислим п-ю производную степенной функции 

у=х0 (х>О) (а-любое вещественное число). После-
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довательно дифференцируя, будем иметь 

!l=ax«-1, y<2>=a(a-l)x«-2, у<з>=а(а-1) (а-2)х«-3, ••• , 

... , y<n>=a(a-1) (а-2) ... [а-·(п-1) ]x0 -n. 

В частном случае, если a=m, где rn - натуральное 
число, получим 

(xm)<m>=m(m-1) (т-2) ... [т-(т-1)] · l=m!, 
(xm)<n>=O при n>m. 

Нетрудно заметить, что, зная общий вид п-й произ
водной, можно сразу записать производную любого по
рядка, не вычисляя при этом предшествующие произ

водные. 

Например, (х3)<3>=3·2· 1=6, (х3)<2>=3·2·х=6х, а 
(х3)<'>=0. 

2°. Вычислим п-ю производную показательной функ
ции у=ах (O<a=I= 1). Последовательно дифференцируя, 
будем иметь 

y'=axlna, y<2>=ax(lna) 2, 

у<3>=ах (ln а) 3, ••• , y< 11>=ax(ln а) 11 • 

В частности, если у=ех, то 

(&=)<n>=ex 
для любого п. 

3°. Вычислим п-ю производную функции y=sin х. 
Последовательно дифференцируя, будем иметь 

у' = cos х = sln ( х + ; ) , 

fi2> = -sln х = sm (х + n) = sln ( х + 2-;), 
tJ.3> = - cos х = sln ( х + 3 : ) , . . . , у<11> = sin ( х + п : ) . 

Таким образом, производную любого порядка от sin х 
можно вычислять по формуле 

( п ' 
(slnx)<11> = stn х+ п 2 ). 

Например, 

(sln x)(IO> = sш (х + 10 ; ) = sin (х + n) = -sln х. 
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4°. Совершенно аналогично получается формула п-й 
производной функции y=cos х: 

(cos x)(lt> = cos ( х + п : ) . 

3. Формула Лейбница для п-й производной произве
дения двух функций. Пусть у=иv, где и и v - некото
рые функции от переменной х, имеющие производные 
любого порядка. Тогда 

у'=и'v+иv', 

у"= u"v+u'v' +и'v' + uv" = u"v+2u'v' +иv", 
у"'=и"'v+и"v'+2и"v' +2и'v" +и'v" +иv"' =и'" и + 

+Зи"v' +зи'v" +иv"'. 

Мы видим, таким образом, что правые части разло
жений напоминают разложения различных степеней би
нома (а+Ь)n по формуле Ньютона, где вместо показа
телей степени стоят числа, указывающие на порядок 
производных, а сами функции и и v можно рассматри
вать как «производные нулевого порядка» u<0> и u(0>. 
Учитывая это, запишем по аналогии общий вид 
п-й производной произведения двух функций: 

!!"> = (и· v)<11> = u<11>v + nu<11-t> v' + 11 (п -- I) u<п-2>v" + ... + 
21 

+ + n (п - 1) .•• (11·- k + 1) (n-k) .Jk) + + (п) . • . и tl' • • • uv • 
kl 

(1) 

Формула (1) носит название формулы Лейбница*. 
Докажем эту формулу методом математической ин
дукции. 

При n= 1 эта формула принимает вид (и· v)' = 
=и'v+иv', что совпадает с формулой дифференцирова
ния произведения двух функций. Для n=2 и 3 она так
же проверена. Поэтому достаточно, предположив спра
ведливость формулы ( 1) для некоторого п, доказать ее 
справедливость для п+ 1 .. С этой целью продиффере1щи
руем эту формулу, т. е. найдем y<n+1>= (y<n>) ': 

• ЛеАбниц Готфрид Випьrельм (1646-1716) - немецкий фипо
соф и математик. 
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у<п+ 1 > = u<n+l)v + u<n>v' + п [u<n>v' + u<n-1) v") + 
+ п (п- 1) [u<r.-1) v" + u<r.-2) v"'J + ... + 

21 

+ п (п -1) ... (n-k + 1) [u<n-k+I) v(k> + u<n-k) v<k+l>J + ... 
kl 

... + u'v<11> + uu< 11+1>. 

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получим 

у<п+ 1> = u<n+•>v + (n + 1) u<n> v' + ( п + п (п; l) ) u<п-i>v" + ... 

". + [ п(п-1) ." (n-k+2) + 
(k-1)1 

I·· п(п-1) ." (п -k+ 1)] u<ll-k+l)v<t)+ ..• 
kl 

... + (п + 1) и' v<11> + uv<11+1>. 

Но выражение, стоящее в квадратных скобках, мы мо· 
жем представить как 

п(п--1) ". (n-k+2) + n(n-1) ." (n-k+ 1) 
(k- 1)1 kl 

п(п-1) (n-2) ". (n-k +2) (n-k-f- 1) Х 

(k-l)l(n-k-t-1)-(n-k) Х 

х (n-k) (n-k-1) (n-k-2) ". · 1 + 
Х (n-k-2) ". · 1 

+ п (п -1) ... (п - k + 1) (п - k) (п - k -1) (n - k - 2) ... · 1 
kl (n-k) (n-k-1) (n-k-2) ." ·1 

_ nl + nl 
(k -1)1 (n -k +1)1 kl (п - k)I 

nl ( 1 1 ) 
= (k-l)l(n-kl) n-k+I +k = 

(п + 1)1 
---'----'-'----- -nl -------

(k-1)1 (n-k)I k (п-k+ 1) kl (п ·- k + 1)1 

(n + 1)-n (п - 1) (п - 2) • " (п - k + 2) (п - k + 1) Х 
kl (n -- k + 1) (n - k) Х 
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Тогда 

Х (n-k) (n-k-1) (n-k-2) ... · 1 

Х (п - k- 1) (п - k - 2) .•• · 1 

_ (п+ l)п(п-1) (п-2) ". (п-k+2) 

kl 

y<11 +1J = u<n+1> v + (n + 1) u<n>o' + (п + l) п u<n-1) v" + ... 
2! 

+ (п + 1) п (п -1) ... (п - k + 2) u<n-k+t> v<k> + 
kl 

... + (п + 1) и' v<11> + uv<11+1>. 

Формула ( 1) доказана полностью • 
Рассмотрим примеры. 
П р и м е р 1. Вычислить пятую производную от 

функции у=х5ех. 
Решение. Полагая и=х5 и v=ex, найдем 
и'=5х~., и"=20х3, и"'=60х2, и<•>= 120х, и<5>= 120; 

о'= о" =v'" =v<~>= v<5>=ex. 

Подставляя при n=5 в формулу (1), получим 

!fБ> = 120·еж + 5· 12Охе-" + ~ 60 х2ех + 
1 ·2 

+ 5 · 4 · 3 20х3ех + 5. 5 х4ех + х5 ех = 
1 . 2. 3 

= ее ( 120 + 600 х + 600 х2 + 200 х3 + 25 х4 + х5). 

Пр им ер 2. Вычислить п-ю (n:;;i..2) производную от 
функции y=x2cos х. 

Решение. Полагая и=соs х и v=x2, найдем 

u<n> = cos ( х + п ; ) , v' = 2х, v" = 2, 

V"' = о(4) = o(S) = . ' . = 0. 

Подставляя в формулу ( 1), получим 

у<п> = cos ( х + п ; ) х2 + 2n cos [ х + (п - 1) ; ] х + 

+ 2п ~n.-; 1) cos l х + (п - 2) ; J . 
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4. Дифференциалы высших порядков. Перейдем те
перь к рассмотрению дифференциалов высших поряд
ков. Для удобства мы будем вместо dy, dx писать равно
значные выражения бу, бх. 

Пусть функция f (х) Дифференцируема в некоторой 
точке х. Тогда, как известно, ее дифференциал 

dy=f' (х) dx, 

который назовем дифференциалом первого порядка, яв
ляется функцией двух переменных: аргумента х и пере
менной dx. Пусть функция f' (х), в свою очередь, диф
ференцируема в некоторой точке х. Будем рассматри
вать dx в выражении для dy как постоянный множитель. 
Тогда функция dy представляет собой функцию только 
аргумента х и ее дифференциал имеет вид 

б (dy) =б[f' (х) dx]. 

Дифференциал б (dy) от дифференциала ау в неко
торой точке х, взятый при бх=dх, называется диффе
ренциалом второго порядка функции f (x) и обозначает
ся d2y. В свою очередь, дифференциал б(d2у) от диф
ференциала d2y, взятый при бх=dх, называется диффе
ренциалом третьего порядка функции f (х) и обозначает
ся d3y и т. д. При этом дифференциал независимой пере
менной dx при дифференцировании по х рассматривает
ся как постоянная. Дифференциал б(d<n-tJy) от диффе
ренциала dn-•y, взятый при бх=dх, называется диффе
ренциалом п-го порядка (или п-м дифференциалом) 
функции f (х) и обозначается dny. 

Таким образом, мы получаем 

dy=y'dx, 

d2y=б(dy) =б(у'dх) = [y'dx]'бx=y"dxбx=y"(dx) 2, 

dзу = б(d2у) = б[у"(dх) 2] - [у"(dх)2]'бх -

=У"' (dx) 2бх=у"' (dx) 3 , 

dny=б(dn-ly) =б[уn-1 (dx) n-l]'бx = y(nJ(dx) n-t()x= 

=y<n(dx)n. 

Итак, для п-го дифференциала функции f (х) спра
ведлива формула 

d1iy=y<n>(dx)n, n= 1, 2, .", 
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из которой следует, что для любого п справедливо ра
венство 

dny dny 
у<п) = -- ИЛИ у(п) = --

(dx)n tJxn ' 

т. е. п-я производная функция f (х) в некоторой точке х 
равна отношению п-го дифференциала этой функции в 
точке х к дифференциалу артумента в степени п. 
П р и м е р 3. Вычислить дифференциал d 3y от функ

ции у=х~-Зх2+4. 
Решение. ПосJ1едовательно дифференцируя, полу-

чим 

dy=y'dx= (4хз-6х)dх, 

d2y=d(dy) =d[ (4x3-6x)dx] = [ (4x3-6x)dx]'dx = 
= ( 12х2-6) (dx) 2, 

d3y=d (d2y) =d[ ( 12х2-6) (dx)Z] = [ 12х2-6) (dx) 2] 'dx= 
=24x(dx) 3• 

§ 11. Параметрическое представление функции 
и ее дифференцирование 

Пусть даны две функции 

Х=<р (t), y=\jJ (t) 

одной независимой переменной t, определенны~ и непре
рывные в одном и том же промежутке. Если x=<p(t) 
строго монотонна, то существует обратная к ней функ
ция t=Ф (х), также непрерывная и строго монотонная. 
Поэтому у можно рассматривать как переменную, за
висящую от переменной х через посредство переменной 
t, называемой параметром. 

Положив 

У='Ф [Ф (х)], 

мы видим, что функция 'Ф[Ф (х)] непрерывна. В этом 
случае говорят, что функция у от х задана параметри
чески при помощи переменной t. Рассмотрим примеры. 
Пример 1. Пусть x=R.cost, y=R.sint (О~t~л:). 
Так как функция х= R cos t строго убывает для 

0...;:t...;:n, то, определив t из первого уравнения и под-
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ставив во второе, получим искомую функцию перемен
ной х. 

Еще проще придем к цели, если заметим, что 

x2+y2=R2 ( cos2t+sin2t) =R2 ; 

отсюда 

У= VR1 -x2. 
Так как функция y=R siп t неотрицательна для О~!-<.л, 
то выбираем положительный знак у корня. 

Взяв n<:t-<:2л, получим 

y=-VR1 -x2. 

Мы. видим, таким образом, что когда t меняется от О до 
2п, то формулы x=R cos t и y=R sin t определяют две 
функции переменной х, графики которых образуют це
лую окружность. 

Пр им ер 2. Пусть х=а cos t, у=Ь c;in t (0<t<2n). 
Нетрудно понять, что данные равенства являются 

параметрическими уравнениями эллипса, если вспом

ни·ть (см. замечание п. 1, § 7, гл. III), что эллип.с полу
чается из уравнения окружности радиуса а путем е~ 

сжатия в а/Ь раз вдоль оси Оу. Из примера 1 следует, 
что параметрическими уравнениями 01сружности х2+ 
+у2=а2 являются равенства х=а cos t, у=а sin t, 
0<1<2n. Отсюда ясно, что параметрические уравнения 
эллипса получаются из параметрических уравнений ок
ружности умножением ординаты у на Ь/а и имеют вид 
х=а cos t, у=Ь sin t, 0<t-<:2n. А можно поступить совсем 
просто. Исключая из этих уравнений параметр t (разре
шая нх относительно cos t и s·in t, возводя полуqенные ра
венства в 1свадрат и складывая), получим: 

(..=...)" + (..!L.) 1 = cos1 t + sin8 t = 1, или ~ + L = 1 
а . ь а' ь2 

- уравнение эллипса. 

Параметрическое представление функции имеет особо 
важное значение при изучении движения точки. Если 
точка движется на плоскости, то ее координаты х, у 

являются функциями времени t. Задав эти фующии: 
X=q> (t), У='Ф (t), 

мы полностью определим движение точки. Н каждом 
промежутке времени, в котором функция q>(t) строго 
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монотонна, можно, поступая как раньше, определить 

функцию у=-ф[Ф (х)], графиком которой будет кривая, 
описанная за этот промежуток времени движущейся 
точкой. В последнем примере функции описывали равно
мерное движение точrш по эллипсу. 

Предположим теперь, что функции x=q>(t) и у= 
='Ф(t) имеют производные, причем rp'(t) =FO на некото
ром промежутке. Из последнего неравенства вытекает, 
как мы увидим далее, строгая монотонность функции 
x=q>(t) (см. теорему 6.7 гл. VI) и, следовательно, су
ществование обратной функции t=Ф(х) в указанном 
промежутке. По теореме 5.4 о производной обратной 
функции эта функция имеет производную, выражающую
ся по формуле 

Ф' (х) = r/(t) , 
а по теореме 5.5 о производной сложной функции функ
ция у=-ф[Ф(х)] имеет производную 

у/='!>' (Ф (х) )Ф' (х), 
следовательно, . 

• ф' (t) • Yt 
Yz = , или, короче, Yz = --. 

ip' (t) х; 

Таким образом, мы доказали, что производная функ
ции, представленной параметрически, выражается фор
мулой . 

• Yt 
Yz=-.-, ( 1) 

"t 

если ер' (t) :;С:О. 
Пр им ер 1. Найти у'ж, если x=R cos t, y=R sin t 

(O<i<n). 
Р еше н и е. По формуле ( 1) получаем 

у~= Rcost = -ctgt (t:;t=O, n) . 
..,.._ Rsint 

Пр им ер 2. Найти у'х, если x=2t+t2, y=i2-2tэ. 
Р е ш е н и е. По формуле ( 1) получаем 

• 2t - 6tl 2t (1 ..... Зt) t (1 - 3 t) 
Ух= 2 +2t = 2(1+t) - I+t 
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Пусть существуют вторые производные у функций 
ер' (t) и 'Ф' ( t) в некоторой точке t. Тогда можно вычис
лить вторую производную функции, представленной па-

раметрически. Заметим, что функция у~ = 11>' (t) , в свою 
QI' (/) 

очередь, задана параметрически функциями 

у~ = 11>' (/) = 'Ф1 (t) и х = ер (t). 
q1' (t) 

Поэтому по формуле ( 1) получим 

( 11>' (t) ) , 
" , , Ф; (t) ер' (t) 

Ухх = (Ух )х = ер' (/) = ер' (/) 

1/'"(t) ep'(t) - ep"(t) 'i''(t) 
(ср' (/))1 

- -----'-''--'-=---- = 

ф. (/) ер' (t) - ер" (t) ф' (t) 

[ер' (/)18 

ер' (/) 

Здесь нам пришлось применить правило дифференциро
вания частного. 

Итак, мы получили 

. 
Yxz = 

или, короче, 

Ф* (t) ер' (t) ..... ср" (t) 11'' (t) 
(ер' (/)]8 

(2) 

Аналогичным путем можно получить производную от у 

по х любого порядка. 
Пр им ер 3. Найти u"жж, заданной параметрически 

функциями: X=COS t, y=sin t (О~~~л:). / . / 
решение. y/=COS t, y"t= -SlП t; Xt = -sш t, х' 1= 

=-cos t. Подставляя в формулу (2), находим 

w 

Ухх = 

-

6-5903 

(- sin t) (- sin t) - (- cos t) (cos t) 

(-sin/)8 

sin2 t + cos1 t =----
(- sint)8 sin8 t 
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Глава VI. ПРИМЕНЕНИЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

1( ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЯ 

В предыдущей главе мы познакомились с дифферен
цированием функций. Теперь мы можем перейти к более 
глубокому изучению функций, вскрыть связи между от
дельными свойствами функций и их производных. С по
мощью первой и второй производных изучим более точ
ные и совершенные методы исследования функций и по
строения графиков, которые очень широко используются 
как в теории, так и в практике. 

Данной главой мы завершим курс дифференциаль
ного исчисления. 

§ 1. Основные теоремы дифференциального 
ИСЧИСJJения 

1. Теорема 6.1 (теорема Ферма*). Пусть функция 
f(x) определена на интервале (а, Ь) и в некоторой точ
ке хо этого интервала принимает наибольшее или наи
меньшее значение. Тогда, если в точке х0 существует 
конечная производная, то она равна нулю, т. е. f' (хо) =0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для определенности 

функция f (х) в точке х0 принимает наибольшее значе
ние, т. е. f(x)<:f(xo) для любого хе:(а, Ь). Это значит, 
что для любой точки хо+Лхе:(а, Ь)Лу=f(хо+Лх)
-f(хо) <:О. Тогда, если дх>О(х>хо), то Лу/Лх<:О, и 
следовательно, 

t+ (х0) = lim ...!JL_-< О, 
Лх-+О+ дх 

если же Лх<О(х<хо), то ду ~О и, следовательно, 
Лх 

f. . ду 
-(Х0) = l1m - ~О, 

Лх-+О- Лх 

т. е. правая производная неположнтельна, а левая не

отрицательна. По условию f' (хо) существует. Это воз
можно только в случае, когда f+'(xo)=f-'(xo)=O. Но 
тогда и f'(xo) =0. 

• Ферма Пьер (1601-1665) -фраицузскиА математик. 
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Аналогично рассматривается случай, когда в точке х0 
f(x) принимает наименьшее значение 8 

Геометрический смысл теоремы Ферма состоит в том, 
что если в точке Хо f (х) имеет наибольшее или наимень
шее значение и f' (хо) =0, то в точке (х0 ; f (хо)) каса
тельная к графику функции f (х) параллельна оси Ох 
(рис. 63). 

и !/ 

о а а 

Рис. 63 Рис. 64 

3 а м е ч а н и е. Теорема становится неверной, если 
функцию f (х) рассматривать на отрезке [а, Ь J. Так, на
пример, функция f (х) =х на отрезке [0,1] в точке х=О 
принимает наименьшее, а в точке х= 1 - наибольшее 
значения, однако как в той, так и другой точке произ
водная в нуль не обращается, а равна единице (рис. 64). 

Необходимо заметить, что теорема включает и те 
случаи, когда f (х) = f (хо) для нескольких значений или 
для всех значений ХЕ (а, Ь). 

11. Теорема 6.2 (теорема Ролля *). Пусть на [а, Ь] 
определена функция f (х), причел~: 1) f(x) непрерывна 
на [а, Ь], 2) f(x) дифференцируема на (а, Ь), 3) f(a)= 
=f(b). Тогда существует точка се(а, Ь), в которой 
f' (с) =0. 
До к аз ат ель ст в о. Так как функция t (х) непре

рывна на [а, Ь], то по второй теореме Вейерштрасса она 
достигает на этом ·отрезке своего максимального значе

ния М и своего минимального значения т, т. е. сущест
вуют такие точки Х1, Х2Е [а, Ь], в которых t(x1) = т и 
f (х2 ) =М и выполняются неравенства 

m<.f (х) <.М. 

• Ролль Мишель (1652-1719) - французский математик. 
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J\1.огут представиться два случая: 
1) М=т, 2) m<M. 

В случае 1) M=m=f (х) =const. Поэтому производ
ная !' (х) равна нулю в любой точке [а, Ь], и теорема 
доказана. 

В случае 2) m<M, поскольку f(a) =f (Ь), тогда 
хотя бы одно из двух значений т или М не принимает
ся на концах отрезка [а, Ь] т. е. существует точка 

се(а, Ь), в которой f(x) 
принимает наибольшее или 
наименьшее значение на ин-

у 

ll·J·f<ЬJ ___ ж 
1 1 1 
1 1 1 

' 1 ' 1 1 1 

о а с 

тервале (а, Ь). В этом слу
чае, посюольку f (х) диффе
ренцируема в точке с, из тео

ремы Фе~а следует, что 
f'(c) =0 8 

ь х Геометрически теорема 

Рис. 65 
Ролля означает, что у графи
ка непрерывной на отрезке 
[а, Ь] и дифференцируемой 

внутри него функции, принимающей на концах этого от
резка равные значения, существует точка (с; f(c)), в ко
торой касательная параллельна оси Ох (рис. 65). В дан
ном случае в точке с f (х) принимает наибольшее значе
ние М. 

Необходимо отметить, что все три условия теоремы 
Ролля существенны. Чтобы убедиться в этом, достаточ
но привести примеры функций, для которых выполня
лись бы два условия теоремы, а третье бы не выполня
лось. Так, например, функция f(x) =х, xeLO, 1] (см. 
рис. 64) удовлетворяет условиям 1) и 2), но неудов
летворяет условию 3), и для нее не существует точки с 
такой, что f' (с) =0. Осталось проверить еще два слу
чая. Предлагаем это сделать самостоятельно. Заметим 
только, что в математике существенность тех или иных 

условий доказываемых теорем проверяется построением 
соответствующих примеров, когда, разумеется, это воз

можно сделать. 

111. Теорема 6.3 (теорема Лагранжа"'). Пусть на 
[а, Ь] определена функция f(x), причем: 1) f(x) непре
рывна на [а, Ь], 2) f(x) дифференцируема на (а, Ь). 

• Лагранж Жозеф-Луи (1736-1813) - французский математик. 
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Тогда существует точка се (а, Ь) такая, что справедли
ва формула 

f (Ь)- f(a) = f' (с). 
Ь-а 

Д о к а з а т ел ь с т в о. Введем в рассмотрение на 
[а, Ь] следующую вспомогательную функцию: 

F(x) =f(x)-f(a)- f(b)-f(a) (х-а). 
ь-а 

у 

Рис. 66 

Функция F (х) удовлетворяет всем трем условиям тео
ремы Ролля: 

1) F(x) непрерывна на [а, Ь] (как разность двух 
непрерывных функций f (х) и линейной функции 
f(a) + f(b)-f(a} (х-а)); 

Ь-а 
2) F(x) дифференцируема на (а, Ь), т. е. внrтри [а, Ь] 

имеет производную, равную F' (х) =f' (х) (Ь) - f (а) ; 
ь-а 

3) F(a) =0 и F(b) =0, т. е. F(a) =F(b). 
Следовательно, по теореме Ролля существует точка 

се(а,Ь) такая, что F'(с)=О,т.е. f'(c)- f(Ь)-f(a) О. 
Ь-а 

Откуда получаем /' (с) = f (Ь) ~ f (а) 8 
Ь-а 

Выясним геометрический смысл теоремы Лагранжа 

(рис. 66). Величина f (Ь)- f (а) есть угловой коэффи
ь- а 

165 



циент секущей, проходящей через точки М1 (а; f (а)) и 
М2 (Ь; f(b)) кривой y=f(x), а f'(c) есть угловой коэффн· 
циент касательной к кривой y=f(x) в точке (с; f(c)), 
т. е. существует точка с такая, что касательная к кри

вой в точке (с; f (с)) параллельна секущей М1М2. Таких 
точек может быть и несколько, но, по крайней мере, 
одна всегда существует. 

3 а м е ч а н и е 1. Равенство 

f (b)-f(a) =f'(c) (Ь-а), а<с<Ь, (1) 

называется формулой Лагранжа, или формулой конеч
ных приращений. 

3 а м е ч а н и е 2. Так как точка с лежит между а н 
Ь, то можно записать 

с=а+0(Ь-а), где 0<0< 1. 

Здесь 0 ( Ь-а) является частью длины отрезка [а, Ь]. 
Учитывая это, формулу Лагранжа можно записать в 
виде 

f(b)-f (а) =f'(a+0(b-a)) (Ь-а), где 0<0< 1. 

3 а меч ан и е 3. Если положить а=х, Ь=х+.Лх, то 
получим 

f (х+Лх)-f(х) =f'(х+0Лх)Лх, где 0<6< 1. 

Такая запись формулы Лагранжа часто бывает удобнее, 
чем запись в виде ( 1) . 

Как мы увидим в дальнейшем, теорема Лагранжа 
лежит в основе многих формул и теорем анализа. 

IV. Теорема 6.4 (теорема Коши). Пусть функции f (х) 
и g(x) непрерывны на [а, ЬJ и дифференцируемы на 
(а, Ь). Пусть, кроме того, g (х) =;.!::О. Тогда существует 
точка се (а, Ь) такая, что справедлива формула: 

/ (Ь) - f (а) f' (с) 
g (Ь) - g (а) = g' (с) · 

(2) 

До к аз ат ель ст в о. Покажем сначала, что 
g(b) :::pg(a), т. е. что формула (2) имеет смысл. Дейст
вительно, если допустить, что g(b}=g(a}, то по теореме 
Рол.1я для функции g(x) найдется точка 5Е(а, Ь), в 
которой g' (5) =0. А это противоречит условию g' (х} :::РО 
на (а, Ь). 
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Рассмотрим на [а, Ь] вспомогательную функцию 

F(x) = f (x)-f (а)- f(Ь)-f (а) [g(x)-g(a)]. 
g (b)-g (а) 

Нетрудно заметить, что F(x) на [а, Ь] удовлетворяет 
условиям теоремы Ролля. В самом деле, F(x) непрерыв
на на [а, Ь], дифференцируема на (а, Ь), и, кроме того, 
подстановка х=а и х=Ь дает F(a) =0 и F(b) =0, 
т. е. F(a)=F(b). По теореме Ролля для F(x) сущест
вует точка с, а<с<Ь, такая, что F' (с) =0. 

то 

Так как 

F' (х) = f' (.t) - f (Ь) - f (а) g' (х), 
g(b)- g (а) 

F' (с)= f' (с)- f (b)-f (а) g' (с)= О. 
g (Ь)- g (а) 

Учитывая, что g' (с) +о, получаем формулу (2) • 
3 а м е ч а и и е. Формула (2) называется формулой 

Коши, или обобщенной формулой конечных приращений. 

§ 2. Раскрытие неопределенностей. 
Правило Лопиталя 

о 1. Раскрытие неопределенности вида-. Будем гово
о 

рить, что отношение двух функций 1 (х)_ при х~а есть 
g (х) 

неопределенность вида _о_, если 
о 

lim f (х) = lim g (х) =О. 

Раскрыть эту неопределенность - значит вычислить 

предел lim ..f.2L, если он существует, или установить, 
.с+а g(x) 

что он не существует. Следующая теорема дает правило 
для раскрытия данной неопределенности. 

Теорем а 6.5 (теорема Лопиталя •). Пусть функ
ции f(x) и g(x) определены и дифференцируемы в не
которой окрестности точки а, за исключением, быть 

• Лоnита.nь Гильом Франсуа (1661-1704) - французский ма
тематик. 
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может, самой точки а. Пусть, далее, lim f (х)= limg(x)= 
х-.а х-+а 

=О * и g' ( х) =1= О в указанной окрестности точки а. 
Тогда, если существует предел отношения производных 

lim ': (х) (конечный или бесконечный), то существует 
Х-+0 g {.Х) 

и предел lim f (х) , причем справедлива формула 
Х-+О g (Х) 

lim ~ = lim f',(x) . 
х-+а g (х) х-.а g (х) 

Д о к а з ат ел ь ст в о. Пусть {xn} - произвольная 
последовательность значений аргумента, сходящаяся к 

~2 ~1 
~ ООО 00 о 00 о ~ 

а 

Рис. 67 

точке а. Доопределим функции f (х) и g (х) в точке а, 
положив их равными нулю, т. е. f(a)=g(a)=O. 
Тогда, очевидно, f (х) и g(x) будут непрерывны на 
[а, Хп], дифференцируемы на (а, Хп) и, по условию, 
g' (х) =1=0. Таким образом, для f (х) и g(x) выполнены 
все условия теоремы Коши на [а, Xn], т. е. внутри 
[а, Xn] существует точка sn такая, что 

f (хп) - f (а) = f' (;п) , "'Е (а, х"). 
g (хп) - g (а) g' (;") 

По нашему доопределению f (а) =g(a) =0, следователь-
но, 

f (хп) = f' ("1) !: Е (а х ) . 
g (хп) g' (~n) ' 'оп ' п 

(1) 

Пусть теперь в формуле (1) n-+-oo. Тогда, очевидно, 

sn-+a при n-+-oo (рис. 67). Так как lim f', (.х) сущест
х-+а g (х) 

вует, то правая часть формулы ( l) имеет предел при 

n-+oo, равный данному, т. е. lim f' (sn) = lim ': (.х) • 
n-+oo g' (sn) 'х-+а g (х) 

* Теорема остается справедливой и в случае, ,когда х-а- и 
Х-+а+. 
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Следовательно, существует предел при п-+оо и левой 
части формулы ( 1), равный 

lim f (хп) = lim f' (х) , 
п-+"" g (хп) ж-+а g' (х) 

а так как {xn} - произвольная последовательность зна
чений аргумента, то окончательно получаем, что 

lim _JJ&_ = lim f' (х) 8 
х-+а g (х) z-+0 g' (х) 

Доказанную теорему обычно называют правилом 
Лопиталя. 

3 а меч ан и е 1. Если производные f' (х) и g' (х) 

rдовлетворяют тем же требованиям, что и сами функции (х) и g(x), то правило Лопиталя можно применить 
повторно. При этом получим 

lim 1 (х) = lim f' (х) = lim f" (х) 
ж-+0 g (х) х-+0 g' (х) JC-+a g" {х) • 

3 а м е ч а н и е 2. Теорема остается верной и в слу
чае, когда х-+оо, х-++оо, х-+-оо. В самом деле, пусть, 

например, lim/ (х) = lim g (х) =О и lim 1', (х) сущест-
ж-+оо х-+оо ж-+оо g (х) 

вует (конечный или бесконечный). Сделаем подстанов
ку х= l/t, тогда t-+0 при х-+оо и 

f(x)=f (+)-+О, g(x)=e(+)-o при t-o. 

т. е. функции f ( +), g (+) удовлетворяют условиям 
доказанной теоремы. 

Применяя к функциям f ( +) и g ( +) теорему 6.5 

и правило дифференцирования сложной функции, полу
чим 

lim -12L = lim 1 ( +) = lim 
IC-+OO g (%) f-+0 g ( +) f-+Г 

f' ( +) (-+.) 
g' (+) (-+) 

f' (+) = lim = lim f' (х) . 
t-+0 ( 1 ) Х-+ОО g' {%) 

g' -t 
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Рассмотрим примеры: 

1) lim 1-cosz 1. sin х 1 1. SiП % = 1m-=- 1m --= 
... о х• %•0 2% 2 .а:....О % 

1 1 
=-·1=-; 

2 2 

2) lim x-slnx 
=lim 

1-cosx ) . sin х = 1m--= 
%-+О х8 %-+О Зх• %-+0 6% 

= _1_ lim sinx = _1_. 1 = _1_; 
бж-+0 х 6 6 

3) lim 1. е" 1·· 1 = 1m -= 1me"= • 
%-+0 1 %-+0 %-+О 

00 2. Раскрытие неопределенности вида - . Будем ro
oo 

варить, что отношение двух функций .М.. при х-+а 
g (х) 

00 
есть неопределенность вида -, если 

00 

lim f (х) = lim g (х) = оо, + оо иJJИ - оо. 
%-+а %-+4 

.Цля раскрытия этой неопределенности справедливо 
утверждение, аналогичное теореме 6.5, а именно: если 
в формулировке теоремы заменить требование 

lim f (х) = lim g (х) = О на условие lim f (х) = lim g (х) =оо, %- %-+а %-+а %-+а 

то теорема останется справедливой. 

Рассмотрим примеры: 

1 

1) 1. ln х 1. х 1. 1 О 1m --= 1m --= 1m -=; 
х-++оо Х z-++oo 1 ж-++оо Х 

rr& пri-1 • 
2) lim - = lim --= l1m 

.х...+оо е% .х-++оо е" ж-.+оо 

п (n - 1) хп-1 

е% 

... = lim ~=О; 
ж...+оо eZ 
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З) lim Vx ln х = lim 
ж-+о+ z...o+ 

ln х 
х-112 = lim 

%-+О+ 

= - 2lim Vx =О . 
..о+ 

х -------
(-+) Х-3/2 

З. Другие виды неопределенностей и их раскрытие. 
Неопределенности вида О· оо и 00-00 можно свести к 

о 00 
неопределенностям - и -. Покажем это на приме-

0 00 

рах. 

Пример. 1. Найти lim xlnx. 
ж...о+ 

Р е ш е н и е. Имеем неопределенность вида О· оо. Но 
lnx 

х ln х = - , и мы получили неопределенность вида 
1 
х 

00 
Применяя правило Лопиталя, получим 

00 

lim х ln х = lim (ln х)' = lim --"-- = - lim х=О. 
Z-+o+ %-+о+ ( 7)' %-+!Н- z...o+ 

Пример 2. Найти lirn(secx-tgx). 
1С 

Z-+-
2 

Решение. Имеем неопределенность вида 00-00. 
1 sinx 1-sinx 

Hosecx-tgx=-----= ,и мы получили 
cos % cos х cos х 

при 

о 

о 

п 
том же условии х-+- Т неопределенность вида 

Применяя правило Лопиталя, получим 

1. ( t ) 1. ( 1 - sin х ) im secx- gx = im = 
1С 1'1 cosx 

Х-+- Х~-

2 2 

= lim 
-cosx 

=0. 
п -sinx 

Z-+ -
2 
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И наконец, рассмотрим неопределенности вида 0°, 100, 

00°. Такие неопределенности возникают при рассмотре
нии функции g = f (х)&<ж), если при х-а f ( х) стремится 
соответственно к О, 1 и оо, а g (х) стремится соответст· 
венно к О, оо и О. Эти неопределенности с помощью 
очевидного тождества 

f (x)S(z) = eS(x)lnf(x) 

преобразуются к неопределенности вида О· оо, с которой 
мы уже знакомы. 

Пример 3. Найти lim хх. 
х-+о+ 

Решение. Имеем неопределенность вида 0°. Но 
хх = еЖ 1n х, и мы получили в показа теле неопределен
ность вида О· оо, которая нами уже была рассмотрена 
(см. пример 1). Следовательно, 

llm z lnz 
lim xz = lim гzlм = е-о+ = еО = 1. 
z....o+ Z-+0-f-

•x-1-z Пример 4. Найти lim (1 + х1) 
х..О 

Р е ш е н и е. Имеем неопределенность вида 1 "". Но 
1 ln(l+x•) 

(1 + х2) ,z_l-z = е ,x_l-z • 

и мы в показателе имеем неопределенность вида 

Применяя правило Лопиталя, получим 

2х 

о 

о 

lim ln (1 + х2) = lim 1 + х1 = lim ___ 2х ___ _ 
х-+О е1' - 1 - 1' z-+0 е" - 1 х-+О (е1' - 1) (1 + %1) 

= lim ----2---- = -2- = 2. 
но е" (1 + х2) + (е" - 1) 2х 1 

Следовательно, 

llm ln(J+x1) 

lim (1 + х2) = ez ..... o •"-1-х = е'. 
%-+0 
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§ 3. Формула Тейлора 

Мы подошли к изучению одной из главных формул 
математического анализа, имеющей многочисленные 
применения как в анализе, так и в смежных дисципли

нах. 

1. Теорем а 6.6 (теорема Тейлора*). П1Jсть функ
ция f (х) имеет в точке а и некоторой ее окрестности 
производные порядка п+l **. Пусть х- любое значе
ние аргумента из указанной окрестности. Тогда между 
точками а и х найдется точка ~ такая, что справедлива 
следующая форм!Jла: 

f (х) = f (а) + f' (а) (х - а) + t• (а) (х - а)1 + ... 
11 21 

/ (n) ( ) 1<11+1> (t) . " + nl а (х - а)" + --'---"..,=-- (х - а)"+• (n+l)I . (1) 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим через q>(x, а) мно
гочлен относительно х порядка п, стоящий в пр·авой ча
сти формулы (1), т. е. положим 

ер (х, а) = f (а) + f: ~а) (х - а) + 

+ f" (а) (х - а)2 + ... + t<п> (а) (х - а)" 
21 nl 

(он называется многочленом Тейлора порядка п для 
функции f(x)). 

Далее обозначим через Rn+1(x) ра~ность 

Rn+i(x) =f(x)-q>(X, а). 

Теорема будет доказана, если мы установим, что 

t<n+1> (s) 
Rn+1 (х) = (х-а)11+1 , а<~< х. 

(п+ 1)1 

Фиксируем любое значение х из указанной окрест
ности. Для определенности считаем х>а. Обозначим 
через t переменную величину, a<.t <.х, и рассмотрим на 

• Тейпор Брук (1685-1731) - ангпнАскнй математик. 
•• Отсюда спедует, что сама функция /(х) и ее производные 

до порядка п непрерывны. 
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отрезке [а, х] вспомогательную функцию вида 

F (t) = f (х) - Ч' (х, t) - (х - t)11+1 Rм1 (х) • (2) 
(х-а)п+1 

Функция F(t) удовлетворяет на [а, х] всем условиям те
оремы Ролля. 

1) Полагая в (2) t=a, будем иметь 
F(a) =f (x)-qi(x, a)-Rn+1(X)=Rn+1 (x)-Rn+1 (х) =0. 

Равенство F(x)=O вытекает из формулы (2), т. е. 

F (х) = f (х) - f (х) - f' (х) (х - х) - f" (х) (х- х) 11 - ". 
11 21 

f(n) (х) /1 (х- x)n+l Rn+1 {х) 
."- (х-х) - =0. n! (х-а)11+1 

Таким образом, выполнение условия F(a) =F(x) =0 
проверено. 

2) Из формулы (2) и из условий, наложенных на 
функцию f (х), вытекает, что F(t) непрерывна на [а, х] 
и дифференцируема, ибо f(t) и ее производные до 
порядка п непрерывны на [а, х], а /<11+1J ( t) существует 
и к-онечна на этом отрезке. 

На основании теоремы Ролля внутри [а, х] сущест
вует точка s такая, что 

F'(s) =0. (3) 
Вычислим производную F'(t). Дифференцируя равен
ство (2) по t, будем иметь 
F' (t) = - f' (t) + _r_ш._ _ f" (t) (х- t) + f" (t) 2 (x-t) -

11 11 2! 

f"' (t) (11) ---(x-t) 11 + ... + f (t) n(x-t)n-1 _ 
21 nl 

_ t<n+11 (t) (x-f)" + (n+ 1) (x-t)11 Rn+i (х) . 
nl (х-а)11+1 

Нетрудно заметить, что все члены, за исключением 
двух последних, взаимно уничтожаются. Таr<им обра
зом, 

F' (t) = _ 1<11+1) (t) (х- t)11 + (n + 1) (х - t)11 R11+1 (х) (4) 
~ ~-~~ . 
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Полагая в (4) t=s и используя равенство (3), полу
чим 

F' (~) = - f(n+11 (~) (х - е>п + (n + 1) (х - ~)п R....-1 (х) = О, 
nl (.х ~ a)ll+l 

откуд;J. 

f(n+I) (~) 
Rn+t (х) = "' (х- a)n+t 8 

(п + 1)1 

Формула (1) называется формулой Тейлора, а выра
жение для Rn+i(x) - остаточным членом в форме Лаг
ранжа. Его можно переписать в ином виде. Так как 
точка se(a, х), то найдется такое число 0 нз интерва
ла 0<0<1, что 6-а=О(х-а), т. е. s=a+O(x-a) и ос
таточный член примет вид 

Rn+• (х) = 11п+•> ::1 ~>~х-а)] (х- a)n+I, о< е < 1. 

Эта форма остаточного члена наиболее употребитель
на в приложениях. 

2. Другая запись формулы Тейлора и остаточного 
члена. Часто записывают формулу Тейлора ( 1) в не
сколько ином виде. Положим в (1) а=х0, х-а=ЛХ, Х= 
==хо+Лх. Тогда получим 

f (Хо + Лх) - f (х0) = f' (Хо) Лх + t• (хо) (дх)• + ... + 
11 21 

+ ". + 1<п> (хо) (Лх)n + f(n+I) (Хо+ 0Лх) (Лх)n+1, О< 0 < 1. 
nl (п+ 1)1 

При n=O из (5) получается формула Лагранжа 

f ( хо+Лх )-f (хо)= f' ( хо+елх)Лх. 

(5) 

Покажем, что остаточный член Rn+1 (х) является 
бесконечно малой более высокого порядка, чем (x-a)n 
при х-+а: 

lim Rn+1 (х) = lim f(n+J) {') • (х - a)n+1 = 
х-+а (х- а)11 х-+а (п + 1)! (х - а)11 

fln+I) Ш 
=lim (х-а)=О 

х-+а (п + 1)! ' 
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так как fn+i (s) ограничена, а (х-а)-О при Х-+а. 
Таким образом, 

Rn+1(X) =O[(x-a)n] при х-а. (6) 

Формула (6) называется остаточным членом в форме 
Пеано*. 

3. Формула Маклорена. Принято называть форму
лой Маклорена** формулу Тейлора (1) при а=О: 

f' (О) /" (О) t<п> (О) 
f (х) = f (О) +--х + -- х2 + ". + х" + Rп+1 (х). 

1! 21 nl 

Остаточный член имеет вид 
t<r.+I) (0х) 

1) в форме Лагранжа: Rп+i (х) = х"1+1 , 0<0< 1; 
(n + 1)1 

2) в форме Пеано: Rn+i(X)=o(xn). 
4. Раз.пожение некоторых элементарных функций по 

форму.пе Маклорена. 
1) f(x)=ex. Поскольку 

f(x) =f'(x) =f"(x) =." =fn+1(x) =ех, 

f (О) =f' (О) =f" (О}= ... = fn+i (О)= 1, 

то для любых х и п формула Маклорена имеет вид 

х х' xn ez 
еж= 1+11+21 + ... + ~ + (n ~ 1)1 xz+1, о< 0 < 1. 

(7) 
Если заменить функцию еж ее многочленом Тейлора 
степени п, то получим приближенное равенство 

еж :::::: 1 + ..=_ + ~ + ... + х" (8) 
1 ! 21 nl ' 

абсолютная погрешность которого равна 
вz 

1 Rn+1 (х) 1 = е 1Х1п+t О< 0 < 1. 
(п+ 1)1 ' 

Если рассматривать функцию еж для -1<Х<1, то 

евж з 

IRп+1(x)\< (n+l)I < (n+l)I. 

• Пеано Джузеппе (1858-1932) - итальянский математик. 
•• Маклорен I<олин (1698-1746) - английский математик. 
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Полагая в (8) x=l, получим приближенное значение 
чиспа е: 

1 1 
е ~ 1 + 1 + - + . " + - = 2, 7182 ... 

21 nl 

з 
При зто:м абсолютная погрешность меньше . Ес-

(п + 1)1 
пи требуется вычислить значение е с точностью до 0,001, 

з 
то число п определяется из ·неравенства (п + l}I < 
< 0,001, или (n + 1)1>3000. Следовательно, если взять 
n=6, то требуемое неравенство удовлетворяется. 

Формулу (7) можно записать с остаточным членом 
в форме Пеано: 

х х1 х3 х11 
e-i = 1 + 11 + 21 + 31 + ... + -;;\ +о (х'1). (9) 

2) f(x) =sinx. Поскольку 

t<n> (х) = sln ( х + п ; ) , 

{ 
О при п четном, 

/(111 (О) = 11-1 

(- 1) 2 при п нечетном, 

то формула Маклорена имеет вид 

х3 х;1 х' 
sl.n х = х - З1 + 5r - 7r + ... (10) 

х111-1 ... + (- 1)11-1 +о (х2'1 ). 
(2п ....- 1)1 

3) f(x)=cosx. Поскольку 

f 111 (х) = cos ( х + п ; ) , 

1 О при п нечетном, 

;111(0) = .!!... 

(- 1) 2 при п четном, 
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то формула Маклорена имеет вид 

cosx= 1-i!.... +~-~ + ... 
21 41 61 

... + (-1)11 ~ +o(x2n+1). (11) 
(2n)I 

В формуле (10) мы написали остаточный член в виде 
o(x2n), а не в виде o(x2n-1), так как следующий за по
следним член равен нулю (то же самое относится к 
формуле (11)). 

4) f(x)=(l+x)a, где а - вещественное число. По
скольку 

f<">(x) =а(а-1) ".(а-п+ 1) (l+x) a-n, 

f<n>(O) =a(a-1)."(a-n+l), 

то формула Маклорена имеет вид 

(1+х)а.=1 + ~х + а(а-1) r + ... 
11 21 

+ а (а - 1) ••• (а - n + 1) ..,11 + n ( ) 
•·. nl ~ .r\n+l Х ' 

где остаточный член в форме Лагранжа равен 

(12) 

n (х)= a(a-1) ... (a-n) (1+0x)a.-<11+1)xn+1 O<O<l. 
,,..n+l (n + 1)1 ' 

В частном случае, когда a=n - натуральное число, 
Rn+1(x)=O, и мы получим известную из элементарной 
математики формулу бинома Ньютона 

(1+х)"=1 +_!!.., х + п (n- l) х2 + ... + х". 
11 21 

Проведенные выше разложения показывают, что с 
помощью формулы Маклорена функции можно с опре
деленной степенью точности заменять многочленами, 
являющимися наиболее простыми элементарными функ
циями. Над многочленами просто выполняются ариф
метические действия и дифференцирование, многочлен 
непрерывен в любой точке и 'Т. д. Формулы Тейлора и 
Маклорена заменяют многочленами и более сложные 
функции, не допуская при этом больших погрешностей. 

178 



Помимо этого эти формулы имеют широкий ~Круг при
ложений. Мы ограничимся рассмотрением одного. 

5. Использование формулы Мак.11орена для вычисле
ния пределов. Формула Тейлора является мощным 
средством для вычисления пределов функций, с кото
рыми часто приходится сталкиваться при том или ином 

исследовании функций. 
Рассмотрим примеры. 

1) Найти lim slnz-x. По формуле (10). взятой при n= З, 
Х-+0 z3 

будем иметь 

х8 __ 1 + o(xt) 
% - -3-1 + о (х') - х 

1. 1· 31 х8 tm -------- = 1m----- -
х-+0 х3 х-+0 1 

=--1 +lim o(xt) =--1 +О=--1. 
31 Х-+0 z3 31 6 

-х• 

2 
2) Найти lim е - cos х • По формулам (9), ( 10) и ( 11) 

х-+О х~ sin х 
будем иметь 

-х• х' х• х1 х' 
2 1--+-+о(х')-1 +---

1. е -cos х 1. 2 8 2 24 
1m = 1m -

.с-+О х8 sin х х-+О х8 (х + о (х)) 
xt xt 1 1 
---+о(х') - 8 --2-4 +а(х) 

1. 8 24 1' = 1m = 1m------ -
но xt + о (х') но 1 + а (х) 

(Здесь символом а(х) мы обозначим величину 

являющуюся бесконечно малой при х-+0.) 

§ 4. Геометрическое исследование поведения 
функций 

о (xt) 

~· 

Основное содержание данного параграфа - иссле
дование поведения функций и построение графиков. 
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Особое внимание следует обратить на практическую 
сторону вопроса. 

1. Признак монотонности функции. 
Теорем а 6.7. Если функция f(x) дифференциру

ема на интервале (а, Ь) и f(x)~O (f'(x)<:O) на (а, Ь), 
то функция f(x) не убывает (не возрастает на (а, Ь). 

До к аз а тел ь ст в о. Для определенности рассмот
рим случай f' ( х) ~О. Пусть х1 и Х2 - две произвольные 
точки из (а, Ь) и х1<х2, тогда на отрезке [х1, х2] выпол
няются все условия теоремы Лагранжа, согласно ко
торой имеем 

f(x2)-f(x1) =f'(c)(x2-X1), се(х1, х2). 

По условию f'(c)-:;;.O, х2-х1>О, поэтому f(x2)-f(x1):.;i..O 
или f(x2) ;;;..f(x1), т. е. функция f(x) не убывает. 

у у 

та~ 

~ ~ 1 1 1 1 
1 

1 1 1 1 1 1 
1 1 1 

1 : : 1 1 1 

' 1 1 1 1 1 

' 1 1 1 1 

о ж0-В Жо :Z:.o+8 ж о Хо-8 :Z:.o Хо+8 ;с 

Рис. 68 

Доказательство для случая f' ( х) <.О аналогично • 
3 а м е ч а ни е. Из теоремы следует, что если f' (XJ 

на (а, Ь) строго >0 (<О), то f(x) возрастает (убывает) 
на (а, Ь). 

2. Отыскание точек покальноrо экстремума функ
ции. 

Определение. Точка х0 называется точкой стро
гого локального максимума (минимума) функции f(x), 
если для всех х нз не.которой б-окрестности точки 
х0 выполняется неравенство f ( х) < f (Хо) (f ( х) > f (хо)) 
при х#=хо (рис. 68). 

Локальный максимум (max) и локальный минимум 
(min) объединяются общим названием локальный эк
стремум. 

Из определения следует, что понятие экстремума 
носит локальный характер в том смысле, что в случае 
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экстремума неравенство f(x) </(хо) (f(x) >f(Xo)) не 
обязано выполняться для всех значений х в области 
определения функции, а должно выполняться лишь в 
некоторой окрестности точки Хо. Очевидно, функция мо
жет иметь несколько локальных максимумов и несколь

ко локальных минимумов, 

причем может так случить- 11 
ся, что иной максимум ока
жется меньше другого ми

нимума. 

у 

Рис. 69 Рис. 70 

Теорем а 6.8 (необходимое условие локального 
экстремума). Если функция f(x) имеет в точке Хо ло
кальный экстремум и дифференцируема в этой точке, то 
f' (хо) =0. 

До к аз ат ель ст в о. Так как в точке х0 функция 
f (х) имеет локальный экстремум, то это означает, что 
существует такой интервал (х0-б, х0+б), в котором 
значение f (хо) является наибольшим или наименьшим 
среди всех других значений этой функции. Тогда по 
теореме Ферма производная функции в точке х0 должна 
быть равна нулю, т. е. f' (хо) =0 8 

Теорема 6.8 имеет следующий геометрический смысл. 
Если точки Х1, Х2 и Хз - точки локального экстремума 
и в соответствующих точках графика существуют ка
сательные, то эти касательные параллельны оси Ох 
(рис. 69). 

Иногда такие точки называют стационарными, мы 
же их будем называть точками возможного экстрему
ма. Если точка х0 - точка возможного экстремума, 
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т. е. f'(xo) =0, то она может и не быть точкой локаль
ного максимума или минимума. Например, f (х) =х3• r<x> =3%2 =0 при Х=О, но тем не менее в точке Х=О 
нет локального экстремума (рис. 70). Поэтому мы их 
и назвали точками возможного экстремума, а условие 

r<xo) =0 является лишь необходимым. Установим до
статочное условие существования локального экстрему

ма. Этому посвящается следующая 
Теор е м а 6.9 (достаточное условие локального 

экстремума). Пусть функция f(x) дифференцируема в 
некоторой окрестности точки Хо (х0-б, х0+б). Тогда, 
если для всех х из (хо-б, хо) f' (х) >0 (f' (х) <0). а для 
всех х из (хо, хо+б) f'(x)<O (f'(x)>O), то в точке х0 
f(x) имеет локальный максимум (локальный минимум), 
если же f' (х) в окрестности точки х0 имеет один и тот 
же знак, то в точке х0 локального экстремума нет. 

Другими словами, если f' (х) при переходе через 
точку х0 меняет знак с + на -, то точка х0 - точка 
локального максимума, если же f' (х) в точке х0 меня
ет знак с - на +, то точка х0 - точка локального ми
нимума, если же в точке х0 f' (х) знака не меняет, то 
в точке х0 экстремума не существует. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть f' (х) при переходе через 
точку Хо меняет знак с + на - и пусть ХЕ (Хо-б, хо). 
Применим формулу Лагранжа к [х, х0]: 

f(xo)-f(x) =f'(c) (хо-Х), СЕ(х, Хо). 

Так как на (хо-б, хо) f' (х) >О, то f' (с) >0 и, кроме то
го, х0-х>О, следовательно, 

f(xo)-f(x)>O, или f(xo)>f(x). (1) 

Рассмотрим теперь интервал справа от точки х0, т. е. 
ХЕ (хо, хо+б). Применим формулу Лагранжа к [х0, х]: 

f(x)-f(xo)=f'(c)(x-xo), сЕ(Хо, х). 

Так как на (хо, хо+б) f' (х) <0, то r (с)< о И, кроме то
го, х-х0>0, следовательно, 

f(x)~f(xo)<O, или f(xo)>f(x). (2) 

Из неравенства (1) и (2) следует, что в рассматривае
мой окрестности точки Хо выполняется f (х) <f (х0), а 
это означает, что в точке х0 f (х) имеет локальный мак
симум. 
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Аналогично рассматривается случай перемены зна
ка r (х) с - на +. 

Осталось рассмотреть случай, когда f' (х) знака не 
меняет. 

Пусть f' (х) >0 в некоторой окрестности (х0-б, х0+ 
·+6), тогда по теореме 6.7 (по признаку монотонности) 
функция f (х) не убывает на (хо-б, хо+б), т. е. для 
любых x<ixo выполняется f (х) <f (Хо), а для любых 
х>.хо выполняется f(x)>f(Xo). А это означает, 
что точка Хо не является точкой локального экстрему
ма, так как при переходе через нее в данном случае не 

сохраняется знак разности f (x)-f (х0) в окрестности 
этой точки 11 

!/ 

Jн.ак J(з:) + + + + ++++ 

-1 а 

Рис. 71 

3 а меч ан и е. Теорема 6.9 остается справедливой, 
если функция f (х) в самой точке х0 не дифференциру
ема, а только непрерывна. Примером такой функции 
является f(x)= lxl, которая в точке х=О непрерывна, 
но не дифференцируема. 

В качестве примера рассмотрим вопрос об отыска
нии точек локального экстремума функции f (х) =х3-
-Зх. Находим производную: f'(x) =3x2-3=3(x2-l). 
Решая уравнение 3 (х2-1) =.О, получаем две точки воз
можного экстремума: X1=-l и х2 =1. Дальнейшее ис
следование удобно вести, нарисовав вспомогательный 
чертеж (рис. 71). Отметив на нем точки х1 =-1 и х2 = 
= 1 и исследовав знак f' (х) в окрестности этих точек, 
получаем: в точке х1 =-1 f(x) имеет локальный макси
мум, а в точке х2= 1 - локальный минимум. Осталось 
найти Ymax и Ym1n: Ymax=f(-1) =2, Ymm=f (1) =-2. 

На рис. 71 ясны и интервалы монотонности: (-оо, 
-1), (-1, 1) и (1, +оо), причем в первом и третьем 
из них функция возрастает, а во втором - убывает. 

3. Направление выпуклости и точки перегиба графи
ка функции. Пусть функция f (х) дифференцируема в 
любой точке (а, Ь), тогда существует касательная к 
графику функции f (х), проходящая через любую точку 
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М(х; f(x)) этого графика (а<х<Ь), причем эта каса
тельная не параллельна оси Оу, ибо угловой коэффи
циент ее, равный f' (х), конечен. 

О п р еде л е н и е 1. Будем говорить, что график 
функции f(x) имеет на (а, Ь) выпуклость, направленную 

у у 

'J а Ь х О а ь х 

Рис. 72 

!/ 

о 

Рис. 73 

вниз (вверх), если он расположен не ниже (не выше} 
любой касательной к графику функции на (а, Ь) (рис. 72). 

Из определения следует, что на участке выпуклости 
касательные к графику функции не пересекаются с са
мим графиком и имеют с ним лишь точки касания. 

Теорем а 6.10. Если функция f(x) имеет на ин
тервале (а, Ь) конечную F'(x) и f"(x)>O (f"(x)<.O) 
во всех точках (а, Ь), то график функции f(x) имеет 
выпуклость, направленную вниз (вверх) на (а, Ь). 

До к аз ат ель ст в о. Для определенности рассмот
рим случай f"(x)>O на (а, Ь). Обозначим через с лю-
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бую точку (а, Ь) (рис. 73). Требуется доказать, что 
график y=f(x) лежит не ниже касательной, проходя
щей через точку М(с; f(c)). 

Запишем уравнение касательной, обозначая ее те
кущую ординату через У: 

Y-f(c) =f'(c) (х-с). (3) 
Разложим функцию f(x) в окрестности точки с по фор
муле Тейлора с n= 1. Получим: 

Y=f(x) =f(c) + f'(c) (х-с) + 
11 

+ f'~~E) (х-с)2, 6е(с,х). (4) 

Поскольку по условию f(x) имеет f"(x) на (а, Ь), то 
согласно теореме Тейлора формула (4) справедлива 
для любого х из (а, Ь). 

Сопоставляя текущие ординаты у и У, соответству
ющие одной и той же абсциссе (см. рис. 73), с учетом 
формул (3) и (4) будем иметь 

у-У= f" Ш (х-с)11• (5) 
21 

Так как по условию f" (х) >0 на (а, Ь) всюду, то пра· 
вая часть равенства (5) неотрицательна, т. е. для всех х 
из (а, Ь) у-У>О или у> У. Последнее неравенство и 
доказывает, Что график y=f (х) всюду в пределах (а, Ь) 
лежит не ниже касательной (3). 

Аналогично доказывается теорема для случая 
f" (х) <:О 8 

Определение 2. Точка М(хо; f(x0)) называет
ся точкой перегиба графика функции f (х), если суще
ствует такая окрестность точки х0, в пределах которой 
график функции f (х) слева и справа от точки х0 име" 
ет разные направления выпуклости. 

Очевидно, что в точке перегиба касательная пересе
кает график функции, так как с одной стороны от этой 
точки график лежит под касательной, а с другой - над 
нею, т. е. в окрестности точки перегиба ~:рафик функ
ции геометрически переходит с одной стороны каса
тельно.й на другую и «перегибается» через нее. Отсюда 
и произошло наз.ванне: «точка перегиба». 

Те о р е м а 6. 11 (необходимое условие точки пере
гиба). Пусть график функции f(x) имеет перегиб в 
точке М(хо; f(xo)) и пусть функция f(x) имеет в точке 
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Хо непрерывную вторую производную, тогда f" (х) в точ
ке Хо обращается в нуль, т. е. f"(xo) =0. 
До к аз ат ель ст в о. Предположим обратное, т. е. 

допустим, что f" (хо) *О. Тогда в силу непрерывности 
второй производной по теореме 4.7 об устойчивости зна
ка непрерывной функции существует окрестность точки 
Хо, в которой f"(x)<O (соответственно f"(x)>O), и, 
значит, согласно теореме 6.10 функция f (х) имеет оп
ределенное направление выпуклости в этой окрестности, 

!1 
g=:x/'· 

у 

~ 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 ' 1 
1 : 1 
1 ' 1 

о '1 J:o ь J: о а: 

Рис. 74 Рис. 75 

а это противоречит наличию перегиба в точке М (х0 ; 
f(Xo)) (рис. 74). Полученное противоречие доказывает 
теорему 8 

Следует заметить, что не всякая точка (хо; f (хо)), 
для которой f" (хо) =0, является точкой перегиба. На
пример, график функции f (х) =Х4 не имеет перегиба в 
точке (О; О), хотя f"(x)=12x2 =0 при х=О (рис. 75). 
Поэтому равенство нулю второй производной является 
лишь необходимым условием перегиба. Такие точки 
(х; f (х)) графика, для которых f" (х) =0, будем назы
вать критическими. Необходимо дополнительно иссле
довать вопрос о наличии перегиба в каждой критиче
ской точке, т. е. следует установить достаточное усло
вие перегиба, к чему мы и переходим. 

Теорем а 6.12 (достаточное условие точки пере
гиба). Пусть функция f (х) имеет f" (х) в некоторой ок
рестности точки х0 и f" (х) =0. Тогда, если в пределах 
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указанной окрестности f' (х) имеет разные знаки слева 
и справа от точки х0 , то график y=f(x) имеет перегиб 
в точке М (.хо; f(.xo)). 

Доказательство. Из того, что f"(x) слева и 
справа от точки х0 имеет разные знаки, и из теоремы 

6.10 заключаем, что направ
ление выпуклости слева и 

справа от точки Хо различ

но, что говорит о наличии 

перегиба в ·точке М (хо; 
f(xo) )8 

3 а м е ч а ни е. Теорема 
остается верной, если f (х) 
имеет конечную f" (х) в не
которой окрестности точки 
х0, за исключением, быть мо
жет, самой точки х0 (в ней 
f" (х) может и не существо
вать). Тогда, если в преде

у 

Рис. 76 

лах указанной окрестности f" (х) имеет разные знаки 
слева и справа, то график функции f (х) имеет перегиб 
в точке М (хо; f (хо)). Доказательство данного факта 
аналогично доказательству теоремы. 

1 

Рассмотрим пример: /(х)= х 3 • Эта функция непре
рывна на всей числовой прямой, но в точке Х=О уже 

1 
первая производная /' (х) = . ~ не является ко-

з х1 

печной. Однако график функции имеет перегиб в точке 

(О; О), так как вторая производная f" (х) = -f х5~3 
имеет слева и справа от точки х=О разные знаки 
(рис. 76). 

Итак, вопрос о направлении выпуклости и точках 
перегиба графика функции исследуется с помощью вто
рой производной. 

В качестве примера возьмем функцию f(x) =.t3-3x, 
которую мы уже начали рассматривать в п. 2, причем 
изучение знака второй производной можно вести на 
вспомогательном чертеже, изображенном на рис. 71. 
Находим вторую производную: f" (х) =6х. Из уравне
ния 6х=0 получаем одну критическую точку: (О; О). 
Отметив точку х=О на вспомогательном чертеже 
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у 

анак f (ж) + + + + --- +++++ 

• -1 о 
анакf (;,:) - - - - - - -

Рис. 77 

(рис. 77) и исследовав знак f" (х) в ее окрестности, по
лучаем: слева от точки х=О f"(x)<O (выпуклость гра
фика направлена вверх), а справа - f" (х) >0 (выпук
лость графика направлена вниз), т. е. точка М (О; О) яв
ляется точкой перегиба графика рассматриваемой функ
ции (рис. 78). 

Рис. 78 

Теперь покажем, что известная из аналитической ге
ометрии кривая, называемая эллипсом (см. гл. lll, § 6, 
п. 1), имеет на интервале (О, а) выпуклость, направ
ленную вверх. В самом деле, из уравнения эллипса на-

Ь Ь 
ходим: у= -Уа3 -х". Найдем у' и у": у'= - - х 

а а 

z !/' Ьа И u Х "r.:r--::i• = - 312 • з вида второи производ-
, a--z1 (a1 -z1) 

ной вытекает, что эта производная отрицательна на ин
тервале (О, а). Значит, данная кривая на всем интерва
ле (О, а) имеет выпуклость, направленную вверх (см. 
рис. 30). 

Аналогичным образом можно показать, что другая 
известная кривая, называемая гиперболой, на интерва-
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ле (а, +оо) имеет выпуклость, направленную вверх. 
Предлагаем читателю сделать это самостоятельно. 

4. Асимптоты графика функции. При исследовании 
поведения функции на бесконечности, т. е. при х-++ 
+оо и при Х-+-оо, или 
вблизи точек разрыва втора· 
го рода часто оказывается, 

что график функции сколь 
угодно близко приближает
ся к той или иной прямой. 
Такие прямые называют 
асимптотами. 

Определение 1. Пря
мая линия называется асим

птотой для кривой g=f(x), 
если расстояние d от точки 
М, лежащей на кривой, до 
прямой стремится к нулю 
при удалении точки М от 

11 

Рис. 79 

начала координат в бесконечность*. В таких случаях 
говорят, что кривая y=f (х) асимптотически прибли
жается к прямой. 

Существует три вида асимптот: вертикальн.ь~е, гори
зонтальные и наклонные. 

Определение 2. Прямая х=хо называется вер
тикальной асимптотой графика функции Y=f (х), если 
хотя бы одно из предельных значений lim f (х) 

Z-+Z.+ 

или lim f (х) равно + оо или -оо. 
Х-+Хо-

НаПрИМер, график функции f (х) = - 1 (рис. 79) име
" ет вертикальную асимптоту х=О, так как при Х-+0+ 

У-+ +оо и при Х-+0 - у-+-оо. 
В этом случае расстояние точки М (х; f (х)) до пря

мой Х=Хо 

d = V<x- х0) 1 + (/ (х) -f (х)) 3 =1х-х0 1-0 при х-+х0• 

О п р еде л е н и е 3. Если lim f (х) = А, то пря
z....+ао 
(z-oo) 

• С понятием асимптоты мы уже встречались в аналитической 
геометрии на примере rвперболы (см. rл. 111, § 6, п. 2). 
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мая у=А называется горизонтальной асимптотой гра
фика y=f(x) при х-++оо(х-+-оо). 

Например, график рассмотренной выше функции 
1 

f(x) =- имеет горизонтальную асимптоту у=О, так 
1' 

как при х-+ +оо и при х-+ -оо у-+0. 
В этом случае расстояние точки М (х; f (х)) до прямой 

у=А=О равно d= V(x-x) 2 +(f(x)-A)2 =lf(x)
-Al-+0 при х-+оо, так как limlf(x)-AI =0. 

Х-+оо 

Оп редел е и и е 4. Если существуют такие чис-

ла k и Ь, что lim f (х) = k, lim [f (х) - kx] = Ь, 
ж-++оо 1' ж-++оо 
(%-+-оо) (х-+-оо) 

то прямая у=kх+ь называется наклонной аси,иптотой 
графика функции y=f(x) при х-++оо (х-+-оо). 

у 

Рис. 80 

Рассмотрим геометрический смысл наклонной асимп
тоты. Для определенности разберем случай, когда Х-+ 
-++оо (случай Х-+-оо рассматривается аналогич
но). 

Пусть М(х; f(x)) - точка графика функции У= 
=f(x) и пусть далее, прямая fi=kx+Ь является асимп
тотой д.Ля графика функции y=f (х). Обозначим ее те
кущую ординату через у (рис. 80). 

Это означает, что d-+O при х-+ +оо. Но d= 
= (у-!]) cos а, 1·де а - угол между асимптотой и осью 
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Ох, а следовательно, если limd=O, то и lim(y-y) = 
z..+oo z-++• 

= О и наоборот ( cos а - постоянное число) . Отсюда 
заключаем, что условие d-+-0 равносильно условию 
y-g~o. т. е. условию 

lim [у - (kx + Ь)] = О. 
z-++oo 

(6) 

Таким образом, условие (6) является необходимым и 
достаточным для того, чтобы прямая D=kx+b была 
асимптотой. 

Определим теперь числа k и Ь. Из соотношения (6) 
следует, что выражение, стоящее в квадратных скоб
ках, представляет собой бесконечно малую функцию 
при х-+-+оо: f (x)-(kx+b) =а(х).-0 при х.-+оо. 
Разде.'lив последнее равенство на х и перейдя к пре
делу, получаем 

1. [ f (х) k Ь ] 1. а (х) 
lffi --- -- = lffi --. 

z-++oo Х Х .а:-++оо Х 

Так как lim ...!!... =О и lim а (х) =О, то lim (' (х) -k]= О, 
z-++oo Х z-++oo Х z-++oo Х 

откуда 

k= lim f (х) • 
z-++oo х 

(7) 

Из соотношения (6), зная k, находим Ь: 

Ь = lim [/ (х) -kx]. 
.а:-++оо 

(8) 

Таким образом, если прямая iJ=kx+b есть асимп
тота, то числа k и Ь находятся по формулам (7) и (8). 
Обратно, если оба предела (7) и (8) существуют и 

конечны, причем lim ~ =1= О, то существует и на-
z-++оо 1' 

клонная асимптота. 

Практически целесообразно ·искать асимптоты в сле-
дующем порядке: 

1) вертикальные асимптоты; 
2) горизонтальные асимптоты; 
3) наклонные асимптоты. 
П р и м ер 1. Найти асимптоты для графика функ

х1+2х- З 
ЦИИ У=_....__ __ 
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Решение. 1) Находим вертикальные асимптоты:. 
Точка х=О - точка разрыва второго рода. При Х-+ 
-о-у- +оо; при х-+0 +у-+ -оо. Следовательно, ось 
ординат х=О есть вертикальная асимптота. 

2) Находим горизонтальные асимптоты: 

. ("2+~-з) . ( з) 11m = l1m х + 2 - - = + оо, 
ж-++ао Х ж-++• х ( ) 
(Ж-+-оо) (%-+-оо) - 00 

следовательно, горизонтальных асимптот нет. 

Рис. 81 

3) Находим наклонные асимптоты: 

k= lim ..!J&_= lim (i +~-...!.) = 1, 
%....;-08 х %-+оо х х1 

(% ... -08) (%-00) 

Ь= lim [f(x)-kx] = lim ["2 +2х-З -х] = 
ж-.+оо %....;-оо х 

(z.+-ao) (%-оо) 

= lim ( 2х- 3 ) = lim (2 - ..!. ) = 2. 
%->-+оо Х х....;-оо Х 
(Х-+-оо) (х-оо) 

Следовательно, прямая у=х+2 является наклонной 
асимптотой графика заданной функции, причем оказа
лось, что k и Ь не зависят от того, стремится ли х к 
+оо или к -оо. График функции изображен на рис. 81. 
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~-.!L П р и мер 2. Показать, что гипербола 
а1 Ь1 
ь 

имеет своими асимптотами прямые у = ± - х. 
а 

Решение. Так как у=±..!.. V х'-а•, то 
С1 

lim f(x) = lim [±..!_" / 1- (~) 1] = ±..!..; 
ж-+оо х ж-+оо а V z а 

lim [f (х) - kx] = lim [ ± ..!..-у' Х* - а" =F= .!.. х] = 
z-+oo ж-+оо а а 

= lim [ ± ..!.. <V х2 - а1 - х)] = 
.., ..... оо а 

Ь • -az 
= ±-l1m =О. 

а z-+cxi Ух!-- а'+ х1 

=1 

Следовательно, прямые у = ± .!.. х суть асимптоты дпя 
а 

данной гиперболы. 
5. Схема исследования rрафика функции. Изучение 

заданной функции и построение ее графика целесооб
разно проводить в следующем порядке. 

1) Определить область существования функции. 
2) Найти точки пересечения графика функции с 

осями координат. 

3) Найти асимптоты. 
4) Найти точки возможного экстремума. 
5) Найти критические точки. 
6) С помощью вспомогательного чертежа провести 

исследование знака первой и второй производных. Оп
р~елить участки возрастания, убывания и направле
ние выпуклости, найти точки экстремумов и точки пе
региба. 

7) Построить график. 
При этом в начале исследования функции полезно 

установить, не является ли данная функция четной 
или нечетной, чтобы при построении использовать сим
метрию графика относительно оси ординат или начала 
координат. 
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В качестве примера построим график функции 

x'+l g=-....:......-
x-1 

по изложенной выше схеме. 
1) Областью существования функции является мно· 

жество вещественных чисел, кроме х= 1, при котором 
обращается в нуль знаменатель. 

2) Та.к как уравнение х2+ 1 =О не имеет веществен
ных корней, график функции не имеет точек пересече
ния с осью Ох, но пересекает ось Оу в точке (О; -1). 

З) Выясним вопрос о существовании асимптот. Ис
следуем поведение функции вблизи точки разрыва. При 
х-+1 - у-+ -оо; при х-+1 + у-+ +оо. Таким образом, 
прямая х= 1 является вертикальной асимптотой графи
ка функции. 

При х-++оо (х-+-оо) и-+оо (у-+-оо), т. е. 'ГО
ризонтальной асимптоты у графика нет. Далее, из су
ществования пределов 

Ь= lim [f(x)-kx] = lim [ xz+i -х] = 
х-+,.. ~· х-1 
(»-+-оо) <х-•) 

1 

I+x 
1+-

lim lim " =1 - -
х-+• х-1 z-++• 1 
(%-+-") (z-•) 1--

% 

вытекает, что при х-++оо и при Х-+-оо график 
функции имеет наклонную асимптоту у= х+ 1. 

4) Для нахождения точек возможного экстремума 
вычислим первую производную функции: 

f, 2.r(x-1)-(x•+t) __ 2ж;•-2х-х'-1 
00= -

{х-1)1 (х-1)1 

х1 -2%-1 -
(.r-1)1 
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Решая уравнение х2-2х-1 =0, получаем две точки 

возможного экстремума: х1 = 1-V2 и х2 = 1 + У2. 
5) Для нахождения критических точек вычислим 

вторую производную: 

f' (х) = (2х-2)(х-1)1 -2(х-1) (х1 -2х-1) = __ 4_ 
(х-1)' (х- l)a ' 

Видим, что f" (х) в нуль не обращается, следовательно, 
критических точек не существует. 

6) Рисуем вспомогательный чертеж и исследуем на 
нем знак первой и второй производных. 

7* 

!/ 1 
1 

1 1 
энак f (ж) + + + + + - - - - - - : - - - - - - + + + + + 

анак f'(ж)----1-'{2!!. --- 1:+++++1+ff++++ ж 
1 

J 
2 

Рнс. 82 
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Отсюда с.педует, что функция на (-оо, 1-V2) возрас
тает, на (1-V2, 1 + V2) убывает, а на (1 + у2, + оо) 
снова возрастает. Точки укстремума: 1) максимум при 

х = 1 - V2. причем f ( 1 - J! 2) = 2 - 2 V2, 2) минимум при 
х = 1 + Jf2, причем f (1+V2)=2 + 2V2. На (-оо, 1) 
направление выпуклости графика вверх, а на ( 1, + оо) -
вниз, следовательно, точка ( 1 ; О) является точкой перегиба. 

7) По полученным данным строим эс1<из графика 
(рис. 82). 

§ 5. Приближенные методы вычисления 
корней уравнений 

Этим параграфом заканчивается изучение дифферен
циального исчисления функций одной переменной. В нем 
будет рассмотрен вопрос о приближенном вычислении 
одного из корней уравнения f (х) =О, где f (х) - неко
торая непрерывная функция. 

Из элементарной математики мы знаем, ка.к найти 
корни уравнения f(x) =0, если f (х) есть линейная или 
квадратичная функция. Для функций более сложной 
природы обычно приходится прибегать к различным 
приближенным методам вычисления корней уравнений. 
Мы познакомимся с двумя методами: методом «вилки» 
и методом касательных*. 

1. Метод сви.лки». Пусть уже известно, что интере
сующий нас корень х=с уравнения f(x) =0 является 
внутренней точкой отрезка [а, Ь], и других корней на 
[а, Ь] нет. Относительно функции f (х) мы предположим, 
что она непрерывна на [а, Ь] и имеет на концах этого 
отрезка значения разных знаков. На практике обычно 
путем грубой прикидки находится такой отрезок. 

Для определенности будем считать, что f (а) <О, 
f(b)>O. Разделим [а, Ь] пополам и выберем тот из по
лученных отрезков, на концах которого f (х) имеет раз
ные знаки. Обозначим его [а1, Ь1]. (Если бы значение 
f(x) в середине [а, Ь] равно было бы нулю, то искомый 
корень был бы найден.) Разделим [а 1 , Ь 1 ] пополам и 
выберем тот из полученных отрезков, на концах кото
рого f (х) имеет разные знаки, и т. д. Продолжая этот 
процесс неограниченно, получим последоватедьность 

• Этот метод называется также методом Ньютона. 
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1mоженных отрезков 

[а, Ь]::::>[а1, Ь1]::::>(а2, b2]::::> ... ::::>(an. Ьп]=>"., 

обладающих тем свойством, что для любого п f<an) <О, 
f(bn)>O. По теореме 2.13 о вложенных отрезках суще
ствует точка с, принадлежащая всем отрезкам и к ко

торой сходится каждая из последовательностей {an} и 
{bn}. 

Покажем, что с является искомым корнем, т. е. 
f (с) =0. Поскольку f (х) непрерывна в точке с, то каж
дая из последовательностей {f (an)} и {f ( bn)} сходит
ся к f(c). Но тогда из условий f(an)<O, f(bn)>O в силу 
теоремы 2.10 получим, что одновременно справедливы 
неравенства f(c)..;;;.O и f(c):;;i..O, т. е. f(c)=O, что и тре
бовалось. 

Теперь легко сообразить, как получить интересую
щий нас корень Х= с. За приближенное значение этого 
корня можно взять середину отрезка [an, Ьп], т. е. точ-

ку ап + Ьп • Поскольку длина [an, bn] равна ь - а , то 
2 2п 

числа ап + Ьп отличается от точного значения кор-
2 

Ь-а 
ня не более чем на --. Таким образом, описанный 

~ 
выше метод отыскания корня уравнения f (х) =0 позво
ляет вычислить искомый ~юрень с с любой точностью. 

Изложенный метод удобен тем, что требует боль
шого числа однотипных вычислительных операций. По
этому им часто пользуются для проведения вычислений 
на современных быстродействующих вычислительных 
машинах. 

Перейдем к рассмотрению другого метода. 
2. Метод касательных. Метод касательных является 

одним из самых эффективных приближенных методов 
вычисления корней уравнения f (х) =0. 

Пусть по-прежнему интересующий нас .корень Х=с 
является внутренней точкой [а, Ь]. Предположим так
же, что на [а, Ь] функция f (х) имеет непрерывные про
изводные f' (х) и f" (х) одного знака, а е·е значения f (а) 
и f (Ь) - разных знаков. Постоянство знака f' (х) ука
зывает на то, что функция f (х) на [а, Ь] либо только 
возрастает, либо только убывает и в обоих случаях 
график функции f(x) пересекает ось Ох только в од-
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ной точке, т. е. Х= с будет единственным корнем на 
[а, Ь]. Постоянство же знака f" (х) указывает на то, что 
направление выпуклости графика функции f (х) на 
этом отрезке не меняется. 

Для определенности рассмотрим случай, когда 
f' (х) >0 и f" (х) >0 (рис. 83). Проведем через точку 

у 

о 

Рис. 83 

В(Ь; f(b)) касательную к графику функции f (х) и со
ставим ее уравнение: 

f(x)-f (Ь) =f' (Ь) (х-Ь). 
Положив f (х) =0, найдем точку пересечения касатель
ной с осью Ох: 

х = b-..1.J!!)_. 
1 f' (Ь) 

Возьмем за первое приближенное значение корня точ
ку х1 • Далее, приведем касательную через точку 8 1 (х 1 , 
f(x1)) и возьмем за второе приближенное значение кор
ня ТОЧКУ Х2: 

- f (.ti) 
Х11-Х1---. 

f' (xi) 

Продолжая этот процесс неограниченно, получим для 
любого п формулу 

х -х-~ (1) 
11+1 - п f, (х") , 

выражающую Хп+~ ч-ерез Хп. При этом получается по
следовательность приближенных значений корня с: 

Х1>х2>хз>".>хп>Хп+1>".>с. (2) 
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Формула ( 1) является основной расчетной формулой 

метода касательных. Таким образом, метод касатель-

11ых представляет собой метод последовательных при

ближений (или, как говорят, метод итераций), которые 

строятся при помощи формулы ( 1). 
Покажем, что последовательность (2) сходится к 

искомому корню с, и дадим оценку погрешности, т. е. 

отклонения приближенного значения Xn от точного зна

чения корня с. Действительно, последовательность (2) 
убывает и ограничена снизу числом с. Следовательно, 

по теореме 2.12 она имеет конечный предел с'>с. Да
лее, переходя к пределу в .равенстве ( 1) с учетом не

прерывности f (х) и r (х)' получим: 
с'=с'-~ 

f '(с') • 

откуда следует, что f(c') =0, т. е. с' есть корень урав
нения f (х) ==0. Но поскольку на [а, Ь] имеется только 
один корень с, то с'= с. 

Найдем теперь оценку отклонения n-го приближения 

Xn от точного значения корня с. Применяя к выраже

нию f(xn) =f (xn)-f (с) формулу Лагранжа, будем иметь 
f(xn) = (xn-c)f'(~n). где c<sn<Xn. Отсюда получае~ 
следующую оценку: 

1 Хп - С 1 < 1 f ("п) 1 t (3) 
т 

rде m-наименьшее значение lf'(x) 1 на отрезке [а, Ь]. 
Формула (3) позволяет оценить отклонение прибли

женного значения корня .Xn от точного значения корня с 

через значение модуля функции f (.х) в точке .Xn. 

Осталось заметить, что мы рассмотрели случай, ког

да f' (х) >0 и f" (х) >0 на [а, Ь]. В зависимости от ком
бинации знаков f' (.х) и f" (.х) возможны еще три случая: 
1) f'(x)>O и f"(.x)<O; 2) f'(x)<O и r'(.x)>O; 3) f'(x)< 
<0 и f"(x) <0, в каждом нз которых обоснование ме
тода касательных проводится в полной анапогин с рас

смотренным случаем. 

Прям ер. Вычислить корень уравнения х2-5=0 

:методом касательных. 

Решение. Рассмотрим функцию f (х) =х2-5. Эта 
функция непрерывна на всей прямой. Грубой прикид

кой найдем отрезок, на концах которого f (х) имеет 
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значения разных знаков. Так как f(l) =-4, f (2) =-1, 
/(3) =4, то этим отрезком будет [2, 3], и внутри него на
ходится искомый корень уравнения. Функция f (х) име
ет на этом отрезке непрерывные положительные произ

водные f' (х) =2х и f" (х) =2. Следовательно, касатель
ную к графику функции f (х) нужно проводить в точке 
(3; 4). Положив в формуле (1) Хо=3, получим первое 

4 1 
приближение корня: х1 = 3 - -- = 2 - . Положив 

2·3 з 

теперь в формуле ( 1) х1 = 2 - 1-, получим второе приб-
3 

1 2 5 
ЛИЖеНИе корня: Xz = 2 3-21=2 21' И, наконец, 

5 
положив Xz = 2 2t в формуле ( 1), получим третье 

приближение корня: 

х, = 2-2-- - 2 - = 2,23607 и т. д. 
21 987 

Подсчитаем, какова будет погрешность приближе
ния, если остановиться на значении Хз. Воспользуемся 
формулой (3). Так как производная f' (х) =2х есть на 
[2, З] строго возрастающая функция, то наименьшим ее 
на этом отрезке значением будет f' (2) =4, т. е. m=4. 
Найдем f (хз) = (2,23607)2-5=0,00001. Тогда по фор
муле (3) имеем: 

\Ха -С 1 < O,OOOOl = 0,0000025. 
4 

Если по условию конкретной задачи такая точность вы
числения корня достаточна, то на этом можно остано

виться, если нет, то процесс приближения можно про
должить ДО НУЖНОЙ ТОЧНОСТИ. 

Глава Vll. ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Интегральное исчисление непосредственно вытекает 
из дифференциального. Неопределенный интеграл на
ряду с производной является основным понятием ма
тематического анализа. 
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§ 1. Первообразная и неопредепеиный интеграп 

1. Понятие первообразной функции. Одной из ос
новных задач дифференциального исчисления является 
отыскание производной заданной функции. Разнооб
разные вопросы математического анализа с его много

численными приложениями в геометрии, механике, фи
зике и технике приводят к решению обратной задачи: 
по данной функции f(x) найти такую функцию F(x), 
производная которой равнялась бы функции f (х), т. е. 
(F(x) )' =f(x). 

Восстановление функции по известной производной 
этой функции составляет одну из основных задач ин
тегрального исчисления. 

Оп ред еле ни е 1. Функция F(x) называется пер
вообразной для функции f (х) на некотором промежут
ке Х, если для всех значений х из этого промежутка 
выполняется равенство (F(x) )' =f (х). 

Рассмотрим примеры: 
1) функция F (х) = sin х является первообразной для 

функции f (х) = cos х на всей прямой, так как при 
любом значении х ( sin х) '= cos х; 

2) функция F(x) =х3 является первообразной для функ
ции f (х) =3х2 на всей прямой, ибо в каждой точке 
х (х3)' =3х2; 

3) функцияF (х) =у 1- х2 является первообразной 
для функции f (х) = - у х на интервале 

1-х' 
(-1, +1), так как в любой точке х этого интерва-
ла (yl-x2 )'=- " . v1 х• 
Задача отыскания по данной функции f (х) ее пер

вообразной решается неоднозначно. Действительно, ес
ли F(x) - первообразная для f(x), т. е. (F(x))'=f(x), 
то функция F(x)+C, где С - произвольная постоян
ная, также будет первообразной для f (х), так как 
[F(x)+C]'=f(x) для любого числа С. Например, для 
f (х) = cos х первообразной является не только sin х, 
но и функция sin х+С, так как (sin х+С) '= cos х. 

Теперь покажем, что множество функций F(x) +с, 
где F(x) - некоторая первообразная для функции f (х), 
а С - произвольная постоянная, исчерпывает все пер
вообразные для функции f (х). 
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Лемм а 7.1. Функция, производная которой на не
котором промежутке Х равна нулю, постоянна. 
До к аз ат ел ь ст в о. Пусть во всех точках про

межутка Х производная функции f (х) равна нулю, т. е. 
f' (х) =0. Тогда для любых двух точек Х1, Х2ЕХ по тео
реме Лагранжа 

f(x2)-f(x1) =f'(~) (х2-х1). x1<s<x2. 

Так как f'(s) =0, то f(x2) =f(x1). Это и означает, что 
значения функции во всех точках промежутка одинако
вы, т. е. f (х) =С, где С - некоторое число! 

Теорем а 7.1. Если F(x) - первоо разная для 
функции f (х) на некотором промежутке Х, то любая 
другая первообразная для f(x) на том же промежутке 
может быть представлена в виде F(x)+C, где С -
произвольная постоянная. 

До к аз а тел ь ств о. Пусть Ф(х) - любая другая 
первообразная для функции f (х) на промежутке Х, 
т. е. (Ф(х))'=f(х). Тогда для любого хЕХ 

[Ф (x)-F(x) ]' = (Ф(х) )'-(F(x) )' =f (x)-f (х) =0, 

а это значит (по лемме 7.1), что функция Ф(х)-F(х) 
постоянна, т. е. Ф(х)-F(х) =С, где С - некоторое чис
ло. Следовательно, Ф(х) =F(x)+C 8 

Из доказанной теоремы следует, что множество 
функций F (х) +с, где F (х) одна из первообразных для 
функции f (х), а С - произвольная постоянная, исчер
пывает все семейство первообразных функций для 
f (х). 

2. Неопределенный интеграл 
Определение 2. Если функция F(x) - перво

образная для функции f (х), то множество функций 
F(x)+C, где С - произвольная постоянная, называ
ется неопределенным интегралом от функции f (х) и 
обозначается символом 

Jf(x)dx=F(x)+C. 

При этом функция f (х) называется подынтегральной 
функцией, f(x)dx - подынтегральным выражением, а 
переменная х - переменной интегрирования. 

Символ ff (х) dx обозначает, таким образом, сово
купность всех первообразных для функции f (х). Но 
иногда мы будем понимать его как любой элемент из 

201 



•той совокупности, т. е. ;как какую-то из первообраз-
11ых. 

Восстановление функции по ее производной или, что 
то же, отыскание неопределенного интеграла по дан

ной подынтегральной функции, называется интегрирова
нием этой функции. Интегрирование представляет со
бой операцию, обратную дифференцированию. Для того 
чтобы проверить, правильно ли выполнено интегриро
вание, достаточно продифференцировать результат и 
получить при этом подынтегральную функцию. 

В этой главе мы не будем заниматься вопросом о 
существовании первообразных (а значит, и неопреде
ленных интегралов) для широких классов функций. 
Здесь мы лишь отметим, что в гл. VIII § 6 будет дока
зано, что любая непрерывная на отрезке функция име
ет на этом отрезке первообразную (а следовательно, и 
неопределенный интеграл). 
При меры: 

1) f3x2dx=x3+C, так как (хз+С)'=3х2; 
2) fcosxdx=·sinx+C, так как (sinx+C)'=cosx; 
3) fl/xdx=lnlx)+c, так как (ln lxl +С)'= 1/х; 
4) /e-2"dx=-l 2е-2:с+С, так как (-1/2е-2:с+С)' =е-2:с 
и т. д. 

§ 2. Основные свойства неопределенного интеграла 

Из определения неопределенного интеграла 
средственно вытекают следующие его свойства. 

непо-

1. Производная неопределенного интеграла 
подынтегральной функции; дифференциал от 
деленного интеграла равен подынтегральному 

нию, т. е. 

(Jf(x)'dx)'=f(x) и dff(x)dx=f (x)dx. 

равна 

неопре

выраже-

Действительно, (ff (x)dx)' = (F (х) +С)'= (F (х) )' =f (х) 

и dff(x)dx= (ff (x)dx)'dx=f (x)dx. 

2. Неопределенный интеграл от дифференциала не
которой функции равен сумме этой функции и произ
вольной постоянной, т. е. 

fdF(x) =F(x)+C. 
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Действительно, так как dF(x) = (F(x) )'dx, то 
f (F (х) 'dx=F (х) +с. 

3. Постоянный множитель можно вынести из-под зна
ка интеграла, т. е. если k=const*O, то 

Jkf(x)dx=kff(x)dx. 

Действительно, пусть F(x) - первообразная для функ
ции f(x}, т. е. (F(x))'=f(x). Тогда kF(x} - первообраз
ная для функции kf(x): (kF(x))'=k(F(x))'=kf(x). Из 
определения следует, что 

kjf (x)dx=k[F(x) +С] =kF(x) +с1 = fkf (x)dx, 

где C1=kC. 
4. Неопределенный интеграл от алгебраической сум

мы двух функций равен алгебраической сумме интег
ралов от этих функций в отдельности, т. е. 

f[f (х) ±g(x} ]dx=Jf(x} dx±f g(x)dx. 

Действительно, пусть F(x) и G(x) являются первооб
разными для функций f (х) и g(x): 

(F(x))'=f(x), (G(x))'=g(x). 

Тогда функции F (х) ± G (х) будут первообразными для 
функций f (х) ±g(x). Следовательно, 

Jf (x)dx±fg(x)dx=[F(x) +C1]±[G (х) +С2]= 
=[F(x) ±G(x)]+[C1±C!J]=[F(x) ±G(x)]+C= 

=JU(x) ±g(x)]dx. 

Разумеется, это свойство справедлива для любого ко
нечного числа слагаемых функций. 

§ 3. Таблица основных интегралов 

Приведем таблицу так называемых основных интег
ралов. Часть формул этой таблицы непосредственно сле
дует из определения интегрирования как операции, об
ратной дифференцированию, и таблицы производных. 
Справедливость остальных: формул легко проверить 
дифференцированием. 
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S xz+• 
1 Jf'-dx= a+I +С(а.=#:-1), 

" dx 
11 j 7=ln1 xl +С, 

111 S dx = arctg х + С, 
1 +xz 

IV S ~ = arcsm х +с. 

V Г azdx= ~+С (О< a=#:l) J lna 

VI J ezdx = ez + с, 

Vll J sln xdx = - cos х + С, 
VIII J cos xdx = sln х +С, 

1хf _Ё_ =tgx+c. 
cos1 x 

xs~=-ctgx+C, 
sin1 x 

XI s _Ё_ = -1-lп/ !..=!!..1 +С (а ,,р О), 
х1-а1 2а х+а 

ХП S ~ = lnlx+yx3 +k 1 +с, 

XIII s 
XIV s 

dx = -1 arctg _!..._ + С, 
zZ + а2 а а 

dx х V = arcs111- +с. 
а2-х2 а 

Интегралы, содержащиеся в этой таблице, 
зывать табличными. 

принято на-

§ 4. Основные методы интегрирования 

1. Непосредственное интегрирование. Вычисление ин
тегралов путем непосредственного использования таб
лицы простейших интегралов и основных свойств неоп
ределенных интегралов называется непосредственным 
интегрированием. 
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Пример 1. 

S (5 cos х + 2 - Зх1 + -1 - 4 ) dx = 
х х'+ 1 

=5Scosxdx+2f dx-зJxsdx+ S ~ -45 x'd~ 1 -

= 5 sirl х - 2х - х8 + ln 1х1- 4 arc tg х + С. 
Пример 2. 

J ( sln ; +сов ; ) 2 dx = S ( sln2 ; + 2 sln f сов f + 

+ cos2 ; ) dx = S (1 + sln х) dx = 

= J dx + 5 sln х dx = х - cos х + С. 
Пример 3. 

rtg1 xdx= S<sec2 x- l)dx = s~- r dx =tgx-x+c. J cos1 х J 

2. Метод подстановки. Во многих случаях введение 
новой переменной интегрирования позволяет свести на
хождение данного интеграла к нахождению таблично
го интеграла, т. е. перейти к непосредственному интег
рированию. Такой метод называется методом подста
новки, или методом замены переменной. Он основан на 
следующей теореме. 

Теорема 7.2. Пусть функция X=<p(t) строго мо
нотонна и дифференцируема на некотором промежутке 
Т и пусть Х - множество значений этой функции, на 
котором определена функция f(x), т. е. на Т определена 
сл001Сная функция f[cp(t)]. Тогда, если на множестве 
Х f(x) имеет первообразную F(x), то справедлива фор
мула 

ff (x)dx= ff[ <р (t)] 1р' (t)dt. (1) 

До к аз ат ел ь ст в о. Так как первообразная F (х) 
определена на том же множестве, что и функция f (х), 
и существует сложная функция f[cp(t)], то существует и 
сложная функция F[cp(t)]. Тогда по правилу дифферен-
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цирования сложной функции с учетом того, что 
(F(x))'==f(x), попучим 

(F[ ep(t)] )' = (F[ ер (t)] )~ер' (t) = f[ep (t) ]ср' (t), 
т. е. функция f[ep(t)] ·ер' (t) имеет первообразную 
F[<p(t)] и, следовательно, 

Jf[ cp(t)] ·ер' (t)dt=F[ cp(t)] +с. 
Замечая, что Jf (x)dx=F(x)+C=F[cp(t)]+C, оконча
тельно получим 

Jf (x)dx= Jf [ ep(t)] ср' (t)dt, 

т. е. искомую формулу (1) В 
Формула ( 1) называется формулой замены перемен

ной в неопределенном интеграле. 

П р и мер 1. Вычислить интеграл r_:x:8_dx. 
J (х-1)' 

Решение. Положим х-1 =i; следовательно, Х= 
=t+l. Отсюда dx=dt. 
Тогда по формуле ( 1) 

5 :х:8 dx=S (t+ 1>• dt= Г(t+з+_!.+-1 )dt= 
(z-J)t tZ J t tl 

=-1 t2 +3t+Зlnltl--1 +с. 
2 t 

Возвращаясь к переменной х, окончательно получим 

S z8 dx = -1 (х- 1)2 + 3 (х- 1) + 
(х-1)1 2 

1 
+з1п1х-11---+С. 

x-l 

3 а м е ч а ни е. При замене переменной в неопреде
ленном интеграле иногда более удобно задавать не х 
как функцию t, а, наоборот, задавать t как функцию от 
х. Теоретически оба способа равнозначны, так 1<ак из 
монотонности функции x=cp(t) вытекает существование 
обратной функции t=ф(х). 

П р и м ер 2. Вычислить интеграл С x4dx • J xr.+1 
Решение. Положим x5+7=t, dt=5x4dx; следова-

тельно, 

S :~х7 = + ~ ~ = f ln 1t1 + С, 
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так что 

S x•dx . = _1 ln 1 х6 + 71 + С. 
х•+1 5 

Необходимо заметить, что удачный выбор подстанов
ки обычно представляет известные трудности. Для их 
успешного преодоления необходимо хорошо владеть 
техникой дифференцирования и твердо знать таблич
ные интегралы. 

Рассмотрим еще примеры. 

Пр им ер 3. Вычислить интеграл J dx 
Vx' +а · 

Решение. Положим ух3 +а + х = t, откуда ( т + 1) dx = dt. Таким образом, 

dx= v~ dt, 
х2 +а+х 

так что 

S V: +а = S ~ = ln 1t1 +С= ln /ух'+ а + х 1 + С. 
Пр им ер 4. Вычислить интеграл J slnn х cos х dx. 

Решение. Положим t = silt х, dt =cos х dx. Тогда 

J sln" x-cos х dx = J t" dt = 

-- +С= при n=f- l, = п+l п+l 1 
tn+1 siпn+lx 

ln t 1 + С = ln 1 sin х 1 + С при п = - 1. 

Пр и м ер 5. Вычислить интеrрал r xdx . , п ::р 1. J (xz+1)11 

Решение. Положим x2+l=t, 2xdx=dt, следова
тельно, 

J (х:)11 = + S ~ = - 2(n~l) t!-1 +с= -
1 1 

-------+с. 
2 (n-1) (r + l)n-1 
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При n= 1 аналогично получим 

S xdx = -1 ln(x2 + 1) +С. 
х'+ 1 2 

З. Метод интегрирования по частям. Метод интегри
рования по частям основан на использовании формулы 
дифференцирования произведения двух функций. 

Теорем а 7.3. Пусть функции и(х) и v(x) опре
делены и дифференцируемы на некотором промежутке 
Х и пусть функция u'(x)v(x) интегрируема на этом 
промежутке. Тогда на промежутке Х функция и(х)v'(х) 
также интегрируема и справедлива формула 

fu(x) v'(x)dx=и(x) v (x)-fv (х)и' (x)dx. (2) 

До к а з а тел ь ст в о. Из равенства 

[и( x)v( х)]' =и' ( х) v( х) +и( х) v' ( х) 

следует 

и(х)v' (х) =·[и(х)v(х)]'-и' (x)v(x). 

Первообразной функции [u(x)v(x)]' является функция 
u(x)v(x). Функция u'(x)v(x) интегрируема по условию 
теоремы. Следовательно, и функция и(х)v'(х) интегри
руема как разность интегрируемых функций. Интегри
руя последнее равенство, получим формулу (2) 8 

Формула (2) называется формулой интегрирования 
по частям. Так как v'(x)dx=dv, u'(x)dx=dи, то ее мож
но записать в виде 

fudv=иv-fudu. 

Она позволяет свести вычисление fudv к вычислению 
интеграла fvdu, который может оказаться более про
стым для интегрирования. 

Пример 1. 
dx 

и= arctgx, dи = , 
Sarctgxdx= 1 +х3 = 
~ ...... dv = dx, J dv = J dx, v = х 

и do 

= х arctg х -s х dz = х arctg х - -·-s 
--~ ..... l+xz 2 
D U О .__-.,...--J 

du 

= х arctgx--1 ln (1 + х1) +С. 
2 
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Пример 2. 

U=X, du=dx 
s~dx= s J = du = ежdх, du = etidx, v = eti 

= хе1' - s tжdx = хе1' - еЖ + с. 
Пример 3. 

J xlnxdx= 

tU 
и=lnx, du=-

" 
du = xdx; S du = S xdx, и = ~s 

= ~lnx-J-=-dx = ~ lnx-~ +С. 
2 2 2 4 

В заключение вычислим: интеграл 

J -s dz п - (х•+ t)n 

(n - целое положительное число), который нам по
надобится в следующем: параграфе. При n= 1 имеем 

/1=arctgx+C. 

Пусть n> 1. Заменив в числителе 1 разностью (х2+ 
+1)-х2, получим 

J - s tU -s xlthl п. - (xz + t)n-1 (xl+t)n . 

Во втором интеграле положим 

U=X, du=dX, 

xdJc s ш 
du = (х2+1)п. ' v = (хЕ + t)n. = - (2n-2)(xi+l)n-1 

(см. п. 2, пример 5), поэтому 

следовательно, 

х 1 
Jn=Jп-1+---------J11-\1 

(2n-2)(x2+l)n-l 2п-2 
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т. е. 

Таким образом, 

Г dx х + 2n-З s dx (n > 1). J (g2+J)11 = (2n-2)(z2+1)11-1 2п _ 2 (xz + 1)11-1 

S dx х 1 s 
(z2+1)2 = 2(.~Z+l) + 2 

S dz = arctg х, 
xz+1 

поэтому окончательно 

J (."z:l)z = 4(x':J)Z + S(x:+l) + : arctgx +С. 

§ 5. Интегрирование рациональных функций 

(3) 

Важный класс функций, интегралы от которых всег
да выражаются через элементарные функции, образу
ют рациональные функции, т. е. функции, которые мож
но представить в виде дроби 

р (х) 

Q (х) , 

где Р(х), Q(x) - многочлены. 
Если степень многочлена в числителе равна или 

больше степени многочлена в знаменателе, то, выпол
нив деление, получим 

Р (х) = W (х) + R (х) (1) 
Q (х) Q (х) ' 
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где W(x) - некоторый многочлен, а R(x) - многочлен 
степени ниже, чем Q (х). 

Примеры: 

1) x1+.r-xz+1 =х2+з- 2zZ-&+2. 
x3-2x+l .x8-2z+l ' 

2) .х8 + " + 1 = х + 1 
zZ+l z1 +1 

В высшей алгебре доказывается, что каждый много
член Q (х) может быть представлен в виде произведения 

Q(x) =А (х- а) (х- JJ) ... (х-у), 
где А - коэффициент при старшей степени многочлена 
Q(x), а а, JJ, ... ,у-корни уравнения Q(x)=O. Множи
тели (х-а) (х-~) ... (х-у) называются элементарны
ми множителями. Если среди них существуют совпадаю
щие, то, соr>ирая их, получим представление 

Q(x)=A(x-a)r(x-~)s ... (x-y) 1, (2) 

где r, s, ... , t - целые числа, которые называются крат
ностями, соответствующими корням а, JJ, ... ,у, причем 
r+s+ ... +t=n, n означает степень многочлена Q (х). 

Среди корней представления (2) могут быть и комп
лексные. В алгебре доказывается, что если а=а+Ы
r-кратный комплексный корень многочлена с веществен
ными коэффициентами, то он имеет также сопряженный 

с ним r-кратный корень а а - ы. Другими словами, 
если в представление (2) входит множитель (х- ау, 

то оно содержит также и множитель (х-a)r. Перемно
жим их: 

(x-aY(x- a)r={[x- (а+Ы)][х-(а-Ьi) ]}r= 

={х2 -х(а+Ы) -х(а-Ы)+а2+ь2у= 

={х2 - 2ах+а2+ь2у = (х2+ 2px+q) r' 

где р=-а, q=а2+ь2, p2-q<O. 
Поступая аналогично с остальными комплексными 

корнями, представление (2) запишем в виде 

Q(x) =A(x-a)r(x- ~) 8 ••• (x2+2px+q) 1 (x2+2иx+v)11 ... 
(3) 
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В высшей алгебре доказывается 

Теор ем а. Если рациональная функция R (х) в co-
Q (х) 

отношении ( 1) имеет степень многочлена в числителе 
меньше степени многочлена в знаменателе, а многочлен, 

Q (х) представлен в виде (3), то эту функцию можно 
единственным образом представить в виде 

R (х) = А1 + Az + ... + Ar + ... + 
Q (х) (х-а) (х-а)2 (х-аУ 

+ ... + M1x+N1 + M,x+N" + ... + 
x1+2px+q (.~•+2px+q)• 

+." + Mtx+Nt + ... , (4) 
(x1+2px+q)t 

где А1, А2, "., Ar, .", М1, N,, М2, N2, "., Mt, Nt, ". 
рые числа. 

некото-

Разложение (4) называется разложением рациональ
ной функции на элементарные дроби. 

Равенство (4) имеет место для всех х, не являющих
ся вещественными корнями многочлена Q (х). 

Чтобы определить числа А1, А2, .", Ar, .", М1, N1, .", 
Mt, N1, "., умножим обе части разложения (4) на Q(x). 
Поскольку равенство между многочленом R (х) и мно
гочленом, который получится в правой части, будет 
справедливо для всех х, то коэффициенты, стоящие при 
равных степенях х, равны между собой. Получим, таким 
образом, ряд уравнений первой степени, из которых 
найдем неизвестные числа А1, А2, "., А,, "., М1 , N1, "., 

Mt, Nt, ." 
П р и м ер. Разложить рациональную функцию 

2%-1 
на элементарные дроби. 

xZ-5%+6 
Решение. Так как х2 -5х+6= (х-3) (х-2), то 

по формуле (4) имеем 

2%-1 =-А-+_в_. 
х1-5х+б х-3 х-2 

Отсюда, умножая обе части равенства на х2-5х+6, 
получаем 

2х-1=А(х-2)+В(х-3); 
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поэтому 

2х-1= (А+В)х-2А-ЗВ. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
получаем уравнения первой степени: 

{ А+В=2, 
2А+ ЗВ = 1, 

откуда А=5, В=-3. 
Таким образом, 

2х-1 

Из изложенного следует, что задача интегрирования 
рациональной функции (1) сводится к интегрирова
нию рациональной фун~щии w(х)=аохт+а1хт-1+ ... +ат, 
интеграл от которой является табличным: 

S хт+1 хт 
w(x)dx=a0--+ а1-+ ... +атх+С, 

m+l т 

и интегрированию рациональной функции R (х) , что 
Q (х) 

сводится к нахождению интегралов четырех типов: 

1 s-A-dx =А ln 1 х - а.1 +С; 
х-а 

11 Г А dx = - А + С (r > 1); J (x-a)r (r-l)(x-a)r-1 

Аж+В dx; 
x1+2px+q 

Ах+в dx (r > 1). 
(xl+2px+q)r 

При этом многочлен x2+2px+q не имеет вещественных 
корней, так что р2 - q<O. 

Займемся вычислением интеграла типа Ill, который 
принадлежит к числу интегралов, часто встречающихся 

на практике. 

Выделим из трехчлена в знаменателе полный квад
рат: 
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Это разложение подсказывает нам подстановку 

x+p=t, x=t-p, dx=dt. 
Положим далее q- p2=h>0 и перейдем к переменной t. 
В результате интеграл преобразуется к виду 

S Ах+в dx = J At+B-Ap dt = 
z2+2pz+q t'+h 

=-1 As 2tdJ +(B-Ap)s~ 
2 t1+h t1+h. 

Первый интеграл в правой части берется непосредст
венно: 

S 2idt = ln 1 t1 + h 1 + С = ln 1 х1 + 2рх + q 1 + С. 
t2+h 

Второй интеграл вычисляется по формуле XIII таблицы 
основных интегралQв. 

Пр им ер 1. Вычислить интеграл S бх+5 dx. 
х1+4х+9 

Решение. Выделим в знаменателе полный квадрат: 
х2+4х+9= (х+2)2+5. Сделаем подстановку: x+2=t, 
x=t-2, dx=dt, которая дает 

S 6х+б dx = s &+5 dx = s б(t-2)+5 dt = 
х1+4х+9 (х+2)'+5 t2+5 

= r бt-7 dt = 3s:E!!.__7s_!!!_ = 
J t•+s ts+Б 12+s 

= Зln(t2 +5)- Vб arctg УБ +С. 

Возвращаясь к переменной х, получим 

S бх+5 dx = 3 ln {х2 + 4х + 9) - ,J- arctg ~ + С. 
х1+4х+9 у 5 v б 
Теперь перейдем к вычислению интеграла типа IV: 

S Ах+в 
( 1 )' dx, q - р2> О, r> 1. Для этого введем но-
х +2px+q 

вую переменную z по формуле 

Z= х+р ОТКУд 
.у q р• ' а 

х = z-V q - р1 - р, dx = -V q- р2 dz. (5) 
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Далее, 

zZ + 1 = (х+р)' + 1 = xs+2px+q • 
q-p• q-p' (6) 

Таким образом, пользуясь подстановкой (5) и принимая 
во внимание (6), получим 

S Ах+в dx = s A[zVНi-PJ+B ~1 z dz _ 
(x1+2px+q)' (z1+I)'(q-p1)' " q-p -

-s Mz+N dz - М 5 zdz + N s dz 
- (z1+1)' - (z1+1)' (z1+1)' ' 

где М, N - постоянные числа, значения которых ясны 
из последнего равенства. 

Ко второму интегралу можем применить формулу 
приведения (см. § 4, п. 3, формула (3)). Положив в 
первом интеграле z2+l=t, получим 

мs ш -~s~-M 2 -1
-1 ln\tl + C(r = 1), 

(zZ+l)' 2 t' l l 
- .-+ C(r-.1- t) 

2(r-l) t'-1 ...,... 

1
-1 ln (z' + 1) + С, r = 1, 

=М 2 

- 1 1 +cr 1 
2{r-l) (z•+1)'-1 ' =F · 

Пример 2. Вычислить ннтеграпJ 5х+3 dx. 
(х2-2х+Б)Z 

х-1 х-1 
Решение. Положим z = УБ=Т = --, откуда 

5-1 2 
х = 1 +2z, dx=9.dz, ах1-2х + 5= 4 (z2 + 1); следовательно 

Но 

S zdz 
(z1+1)1 

1 =-----
2 
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s (zl~})I -
1 + -1- arctg z. 

2(.ж•+l) 2 

Таким образом, 

r Бж+з d 5 1 + z + 
J (х• -2х+5)1 Х = - S · z2+1 . 2(z1+ 1) 

1 4z-5 1 + - arctg z + С = + - arctg z + С. 
2 8(z•+J) 2 

Возвращаясь теперь к переменной х, получим 

х= -arcg - . 5 Бх+з d 2х-1 + 1 t (' x-l ) +С 
tx2-2x+5)' 2(х1-2х+5) 2 2 

Итак, мы установили, что интегрирование любой ра
циональной функции сводится к интеrрированию много· 
члена и конечного числа элементарных дробей, интегра
лы от которых выражаются через рациональные функ
ции, логарифмы и арктангенсы. Иными словами, любая 
рациональная функция интегрируется в элементарных 
функциях. 

Глава Vlll. ОПРЕДЕЛЕННЫИ ИНТЕГРАЛ 

§ 1. Определение определенного интеrрапа 

Пусть функция у= f (х) определена на отрезке [а, Ь], 
а<Ь. Разобьем этот отрезок на п произвольных частей 
точками 

а=хо<х1<х2< ... <Х1-1<х1<."<Хп=Ь. 

Обозначим это разбиение через -r, а точки Хо, х1 , "., Хп 
будем называть точками разбиения -r. В каждом из по
лученных частичных отрезков [xi-1, Х1] выберем произ
вольно точку ~ (х1-1 <=61<:х1). Через Лх1 обозначим раз
ность х; - Х1-1, которую будем называть длиной частич
ного отрезка [хн, х;].!Составим сумму: 

п 

(1 = f (61) Л Х1 + f (~2) Л Х2 + • • • + f (ta) Л Хп = Е f (~1) Л Х;, 
i=I 

( 1) 

которую назовем интегральной суммой для функции f(x) 
на [а, Ь], соответствующей данному разбиению [а, Ь] на 
частичные отрезки и данному выбору промежуточных 
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точек GI· Геометрический смыел суммы о очевиден: это 
сумма площадей прямоугольников с основаниями Лх1, 
Лх2, "., дх и высотами /('1), /('2), "" /(,"), если f(x)~O 
(рис. 84). 

Обозначим через 
отрезка разбиения -r: 

'). длину наибольшего частичноrо 

). = max {Л х1}. 
t<;;i<;n 

у 

Рис. 84 

О п р еде л е н и е. Если существует конечный предел 
1 интегральной суммы ( 1) при Л-+0, не зависящей ни 
от способа разбиения отрезка [а, Ь], ни от выбора точек 
s1. то этот предел называется определенным интегралом 
от функции f (х) по отрезку [а, Ь] и обозначается сле
дующим образом: 

ь 

J = J f(x)dx, (2) 
а 

или 
ь п 

f f(x)dx = lim !: f (МЛх1 , 
а А-О 1=1 

В этом случае функция f (х) называется интегрируемой 
на [а, Ь]. Числа а и Ь называются соответственно ниж
ним и верхним пределами интегрирования, f (х) - по
дынтегральной функцией, х- переменной интегрирова
ния. 
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Здесь необходимо сделать ряд пояснений, так как 
мы имеем не совсем обычный предельный переход. Дан
ное определение определенного интеграла по форме на
поминает первое определение предела функции на языке 
последовательностей, где вместо функции стоит интег
ральная сумма ( 1), являющаяся переменной величиной, 
зависящей от Л. Действительно, пусть отрезок [а, Ь] по
следовательно разбивается на части, сначала одним 
способом, затем~ вторым, третьим и т. д. Причем дли
на наибольшего отрезка в каждом случае уменьшается 
(Л-О)*, когда п стремится к бесконечности. Таким об
разом, получаем последовательность разбиений {'t'п}, 
у которой lim Лп=О, и мы можем дать определение оп-

11-+ОО 

ределенного интеграла на знакомом нам языке последо

вательностей: функция f (х) называется интегрируемой 
на [а, Ь], если для любой последовательности разбиений 
{tn}, у которой lim Л.11=0, соответствующая последова-

n-+оа 

тельность интегральных сумм {crn} стремится всегда к 
одному и тому же пределу / = lim On. 

11-+DO 

Можно дат1, определение определенного интеграла 
и на языке е - б: число / называется определенным ин
тегралом функции f(x) на отрезке [а, Ь], если для лю
бого е>О существует б>О такое, что при Л.<6 (т. е. 
отрезок разбит на части с длинами Лх;<6) независимо 
от выбора точек ~t выполняется неравенство 

п 

1 !: f (~1) Л Xt - J/ < 8. 
l=I 

Доказатель~тво эквивалентности обоих определений 
можно провести по аналогии эквивалентности двух оп

ределений предела функции. Определение на языке по
следовательностей дает возможность перенести основ
ные понятия теории пределов и на этот новый вид пре
дела. 

Из определения определенного интеграла следует, 
что величина интеграла (2) зависит только от вида 

• Вместо Л.-+-0 было бы неправильно писать n-+-oo, так как 
можно привести пример, когда увеличение числа точек разбиения 
[а, Ь] еще не обязательно означает, что все ЛХi неограниченно 
убывают; если же Л.-0, то все Лх1-..О и обязательно п-..оо. 
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функций f (х) и от чисел а и Ь. Следовательно, если за
даны f (х) и пределы интегрирования, то интеграл (2) 
определяется однозначно и представляет собой некото
рое число. 

§ 2. Условия существования определенного 
интеграла 

1. Ограниченность интегрируемой функции 
Теорем а 8.1. (необходимое условие). Если функ

ция f (х) интегрируема на отрезке [а, Ь], то она ограни
чена на этом отрезке. 

До к аз ат ель ст в о. Предположим обратное, т. е. 
допустим, что f (х) не ограничена на [а, Ь]. Покажем, 
что в этом случае интегральную сумму а можно за 

счет выбора точек ,1, ~2 •... , sп сделать сколь угодно боль
шой при любом разбиении отрезка [а, Ь]. 

Действительно, так как f (х) не ограничена на [а, Ь], 
то при любом разбиении отрезка [а, Ь] она обладает 
этнм свойством хотя бы на одном частичном отрезке 
разбиения, скажем на Лх1 • Выберем тогда на остальных 
отрезках Лх2, Лхз, ... , Лхп точки 62. ;з, ... , sп произвольно 
и обозначим 

о' =f (62) Лх2+f (~) Лхз+ ... +f (sn) Лхп. 
После этого возьмем такое 61 на Лх1 , чтобы 

lf (~i) I ~ 1 а'~+ М , 
Х1 

где М - любое наперед заданное число. Это можно сде
лать ввиду неограниченности f (х) на Лх1. Имеем 

lf(61) IЛx1:;;i.. lo'l+M 
и lol = lf(si)Лx1+o'I :;;i.. lf<61) IЛх1 - la'I :;;i..M, 

т. е. интегральная сумма о будет по абсолютной :величи
не больше любого наперед заданного числа. Поэтому 
интегральная сумма о не будет иметь конечного преде
ла, а это означает, что определенный интеграл от не-
ограниченной функции не существует • · 

3 а меч ан и е. Обратная теорема неверна, т. е. ус
ловие ограниченности функции f (х), являясь необходи
мым условием интегрируемости функции, не является 
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нместе с тем достаточным. Поясним это утверждение 
на примере. Рассмотрим функцию Дирихле на отрезке 
[О, 1]: 

f (х) = { 1, ecJJИ х рационально, 
О, если х иррационально. 

Функция Дирихле, очевидно, ограничена. Однако 
она не интегрируема на [О, l]. Покажем это. Если при 
любом разбиении [О, 1] выбрать точки s; (хн <:Е;<:Х;) 
рациональными, то получим 

О' = I: f(~t) л х, = !: 1 · д х, = 1, 
i=I i=I 

а если взять Si иррациональными, то получим 
п п 

О'=!: f(~i)Лx1 = 1: О·Лх1 =0. 
i=I 1-1 

Таким образом, при разбиении на сколь угодно малые 
отрезки интегральная сумма может принимать как зна

чение, равное О, так и значение, равное 1. Поэтому ин
тегральная сумма а при Л.-+0 предела не имеет. 

Таким образом, очевидно, что для существования 
определенного интеграла от некоторой функции f(x) 
последняя, помимо ограниченности, должна обладать 
дополнительными свойствами, обеспечивающими ее ин
тегрируемость. Но для установления этих свойств нам 
необходимо ввести понятия нижних и верхних сумм и 
изучить их. 

2. Суммы Дарбу •. Пусть функция f (х) ограничена 
на отрезке [а, Ь] и 't'- разбиение этого отрезка точками 
а=х0<х1,<".<Х;-1<х;< ... <хп=Ь. Обозначим через т1 
и М1 соответственно точную нижнюю и точную верхнюю 
грани этой функции на отрезке [хн, х1] и составим сле
дующие суммы: 

1& 

S = М1 Лх1 + М2ЛХ2 + ... + Мпдхп = !: М;Лх;, 
l=I 

п 

s = т1 Лх1 + m2 Лх2 + ... + тпдхп = Е т1 Лх1• 
i=\ 

• Дарбу Гастон (1842-1917) -французский математик. 
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Эти суммы называются соответственно верхней и нижней 
суммами, или верхней и нижней суммами Дарбу функ
ции f (х) для данного разбиения t отрезка [а, Ь]. 

Из определения нижней и верхней граней имеем 
m;<.f (s;) <.М; при t;e:[x;-1, х;]. Отсюда 

п п п 

s = !: m1 Лх; ~ (J == !: f (~д Л х1 ~ L М1 Лх1 = S, 
i=\ i=l i=\ 

т. е. интегральная сумма и суммы Дарбу связаны не
равенствами 

у 

Рис. 85 

s~cr<.S. 

у 

(1) 

Рис. 86 

Суммы Дарбу имеют простой геометрический смысл. 
Для простоты рассмотрим неотрицательную, непрерыв
ную функцию f (х) на [а, Ь] и криволинейную трапецию, 
т. е. фигуру, ограниченную графиком функции f (х), 
двумя ординатами, проведенными в точках а и Ь оси Ох, 
и осью Ох (рис. 85 и 86). Поскольку функция f (х) не
прерывна на [а, Ь], то она будет непрерывной на [х;-1, х;]. 
По второй теореме Вейерштрасса f (х) достигает на 
[Х;-1, х;] своих точных граней и, следовательно, числа 
m; и М1 представляют собой наименьшее и наибольшее 
значения функции на [х;-1 , х;]. Поэтому сумма S равна 
площади заштрихованной на рис. 85 ступенчатой фи
гуры, описанной около криволинейной трапеции, а сум
ма s равна площади заштрихованной на рис. 86 сту
пенчатой фигуры, вписанной в данную криволинейную 
трапецию. 
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Следует особо подчеркнуть, что суммы Дарбу зави
сят только от разбиения отрезка [а, Ь], в то время как 
интегральная сумма а зависит еще и от выбора точек ~ 
на частичных отрезках [Х1-1, х;]. При фиксированном раз
биении отрезка [а, Ь] суммы s и S будут некоторыми 
числами, в то время как сумма а является переменной 
величиной ввиду произвольности точек ~. 

3. Свойства сумм Дарбу. Суммы Дарбу обладают 
следующими свойствами. 

С в ой ст в о 1. Для любого фик-сированного разбие
ния 't' и для любого г>О точки ~1 на отрезках [Х;-1, х1] 
можно выбрать так, что интегральная сумма а будет 
удовлетворять неравенствам 0-<:S - а<г. Точки '1 мож
но выбрать также и таким образом, что интегральная 
сумма будет удовлетворять неравенствам 0-<:о- s<г. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть 't' - некоторое фиксиро
ванное разбиение отрезка [а, Ь]. Докажем, например, 
неравенства O<.S - а<г. По свойству точной верхней 
грани Mt для данного е>О на [Xi-1, Xi] можно указать 
такую точку ~1. что 

0< M,-f (~1) < 8 , i = 1, 2, ... , п. 
Ь-а 

Умножая эти неравенства на Лх1 и затем складывая, 
получим 

0-<:S - а<е. 

Аналогично устанавливаются неравенства 0-<:a-s<e. 
С в ой ст в о 11. От добавления к данному разбиению 

т отрезка [а, Ь] новых точек разбиения нижняя сумма 
Дарбу не уменьшается, а верхняя - не увеличивается. 

х' 
~ а о о а с О D а 

Рис. 87 

До к а з а тел ь ст в о. Для доказательства этого 
свойства достаточно ограничиться добавлением к дан
ному разбиению т еще одной точки разбиения х', так 
как добавление нескольких точек разбиения можно про· 
вести, добавляя их по одной. Предположим, что эта 
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новая точка х' попала на отрезок [xi-1, х1] (рис. 87). 
Обозначим соответственно через s и s' нижние, а через 
S и S' верхние суммы Дарбу для данного разбиения 't' 
и полученного из него добавлением х' разбиения 't''. 

Проведем доказате.JJьство для нижних сумм Дарбу 
s и s'. Обозначим через mi' и mi'' точные нижние грани 
функции f (х) на отрезках [х;_ 1 , х'] и [х', х1). В сумму s 
входит слагаемое miЛXi, а в сумму s' вместо него вхо
дят два слагаемых: 

m/ (х' - Xi-1) +m/' (х; - х'). 

Остальные слагаемые в суммах s и s' одинаковы. Так 
I<ак m{-:;;..mi, m{'~mi (точная нижняя грань на части 
[Х;-1, х;] не меньше точной нижней грани на всем 
[хн,Хi]), то 

т~ (х' - Х;-1 ) + т; (х1 - х') ~ 
~ т; (х' - Х1-1) + m1 (х1 - х') = m1 Лх;, 

а это означает, что s'~s. 
Аналогично доказывается, что S' <.S • 
С в ой ст в о 111. Нижняя еумма Дарбу для любого 

разбиения 't'' не превосходит верхней суммы для любого 
другого разбиения т" 

До к аз ат ель ст в о. Пусть s', S' и s", S" - соответ
ственно нижние и верхние суммы Дарбу для разбиений 
't'' и 't'". ДJ1я доказательства этого свойства рас·смотрим 
разбиение т, состоящее нз всех точек, входящих в раз
биения т' и 't'". Так как разбиение 't' может быть полу
чено из разбиения -т:' добавлением к нему точек разбие
ния -т:", то по второму свойству с учетом очевидного не
равенства s <.S получаем 

s' <.s<.S <.S'. 

Но разбиение 't' может быть также получено из разбие
ния 't'" добавлением к нему точек разбиения -т:' Поэтому 

s" <.s<.S<.S". 

Сравнивая установленные выше неравенства с послед
ними, получаем s' <.S", s" <.S' 8 

С в ой ст в о IV. Множество (S} верхних сумм Дарбу 
данной функции f (х) для всевозможных разбиений от
резка [а, Ь] ограничено снизу, а множество {s} нижних 
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сумм Дарбу ограничено сверху, причем точная верхняя 
грань множества {s} не превосходит точную нижнюю 
~·рань множества {S}. 
До к а з а тел ь ст в о. Это свойство непосредственно 

следует из свойства 111. Действительно, множество всех 
верхних сумм Дарбу {S} ограничено снизу, например, 
любой нижней суммой Дарбу s, а множество всех ниж
них сумм Дарбу {s} ограничено сверху, например, лю
бой верхней суммой Дарбу S. Тогда по теореме 1.1 мно
жества {S} и {s}, отвечающие всевозможным разбиениям 
отрезка [а, Ь], имеют точные грани. Обозначим через 1 
точную нижнюю грань множества {S}, а через / - точ
ную верхнюю грань множества {s}: 

l=inf{S}, /=sup{s}. 
Покажем, что J <.!. Пусть 1"5>1. Обозначим их разность 
через 8, так что J -1=850. Из свойства точных гра
ней J и l вытекаеТ. что существуют числа S' и s", пред
ставЛяющие собой соответственно верхнюю и нижнюю 
суммы Дарбу некоторых разбиений 't' и "'" отрезка [а, Ь], 

- 8 8 
такие, что J -t- - >S' и J- -< s". Вычитая второе 

2 - 2 
неравенство нз первого и учитывая, что J -1=8, полу-
1шм s">S', что противоречит свойству IIC8 

4. Необходимое и достаточное условие интеrрируе
мости. Имеет место следующая основная теорема. • 

Теор ем а 8.2. Для того чтобы ограниченная на от
резке [а, Ь] функция f(x) была интегрируемой на этом 
отрезке, необходимо и достаточно, чтобы 

lim (S-s) =О. 
м.о 

(2) 

Условие (2) означает, что для любого 8>0 существует 
~>О такое, что при Л.<б выполняется неравенство 
1S-s1 <8. Так как s<.S, то последнее неравенство 
равносильно неравенству 

S-s<8. (3) 

До к аз ат ель ст в о. Необходимость. Пусть функ
ция f(x) интегрируема на отрезке [а, Ь], т. е. существует 

" определенный интеграл / = J f (х) dx. Это означает, что 
а 
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для любого е>О существует ~>0 такое, что для любого 
разбиения 'i', удовлетворяющего условию Л<б, независи
мо от выбора точек ~. выполняется неравенство 

(4) 

Зафиксируем одно такое разбиение t. Тогда для дан
ного разбиения т в силу свойства I можно указать та
кие интегральные суммы о' и о", что 

S - а' -< f · а" - s ~ +. (5) 

Из соотношения 

S ~s= (S- а')+ (а'-/)+(/ - а") +(а" -s) 

и неравенств (4) и (5) вытекает, что 
S-s<e, 

а это и означает выполнение условия (3). 
Достаточность. Пусть выполнено условие (3). В силу 

свойства IV s<.I <.1 <.S для любых нижних и верхних 
сумм Дарбу, поэтому О<.1-1 <.S-s, откуда согласно 
(2) следует, что 1-1=0, т. ё. 1=1. Обозначая их об-
щее значение через /~ получим -

s<.l<.S. (~ 

Если же интегральная сумма а и сум.мы Дарбу s и S 
отвечают одному и тому же разбиению т, то, как .мы 
знаем (см. (1)), 

s<.a<.S. (7) 

Сопоставляя неравенства (6) и (7), получаем 
la-11 <.S-s. (8) 

По условию (3) S-s<e. Но тогда из неравенства (8) 
следует, что и 

la-JI <е при Л<б, 

а это означает, что число / является пределом интег
ральной суммы а, т. е. функция f (х) интегрируема на 
отрезке [а, Ь] 8 

В дальнейшем нам понадобится иная форма записи 
необходимого и достаточного условия интеrрируемости. 
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Если обозначить колебание М1-т1 функции f(x) на от
резке {xi-1, х1] через ro1, то будем иметь 

/1 /1 

S - s = I: М1 Лх1 - !: m, Лх1 = 
i=I i=l 

/1 11 

= !: (M1-m1) Лх1 = ~ (J)' Лх1 • 
l=I /=1 

Так как М(:;~ •. т1 и Лх1>0, то каждое слагаемое в послед
ней сумме неотрицательно, и условие существования оп
ределенного интеграла может быть переписано так: 

/1 I: ro1 Лх1 < s при ). < б. 
1=1 

В таком виде оно обычно и применяется. 

§ 3. Интегрируемость непрерывных 
и некоторых разрывных функций 

Докажем следующую основную теорему. 
Теорем а 8.3. Если функция f (х) непрерывна на 

отрезке [а, Ь], то она интегрируема на нем. 
До к аз ат ель ст в о. Так как функция f (х) непре

рывна на отрезке [а, Ь], то по теореме Кантора она и 
равномерно непрерывна на нем. Пусть дано любое в>О. 
В силу следствия из теоремы Кантора для положитель-

ного числа 8 всегда найдется б>О такое, что при 
Ь-а 

разбиении отрезка [а, Ь] на частичные отрезки [х1-1, х1] 
с длинами Лх1<б все колебания (1)1 будут меньше 

в 
Отсюда 

Ь-а 
/1 /1 

S - S = ~ W1 Лх1 < 8 ~ Л х1 = в. 
~ Ь-а ~ 
l=l /=1 

Следовательно, для непрерывной на отрезке [а, Ь] функ
ции f{x) выполнено достаточное условие интегрируе
мости, а нз него вытекает существование определенного 

интеграла~-

• Более простое доказательство теоремы см. кн.: Шипачев В. С. 
Основы высшей математИJО1, м.,2001. 
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Как следует из теоремы, условие непрерывности 
функции является достаточным условием интегрируе
мости функции. Но это еще не значит, что определенный 
интеграл существует только для непрерывных функций. 
Класс интегрируемых функций этим не ограничивается. 
Так, например, существует определенный интеграл от 
функций, имеющих конечное число точек разрыва. По
этому в заключение сформулируем и докажем более 
общую теорему существования определенного интег
рала. 

Теорем а 8.4. Если функция f(x) ограничена на 
отрезке (а, Ь] и непрерывна на нем всюду, кроме конеч
ного числа точек, то она интегрируема на этом отрезке. 

До к аз ат ель ст в о. Для доказательства достаточ
но рассмотреть случай, когда между а и Ь имеется лишь 
одна точка разрыва х'. Пусть М и т - точные грани 
функции f(x) на [а, Ь], Q=M-m- ее колебание на 
данном отрезке. Возьмем любое достаточно малое е>О 

и рассмотрим отрезки [а, х' - 88'1 ] и r х' + 8 8Q ' ь] 
(рис. 88). На каждом из этих отрезков f(x) непрерыв
на и, следовательно, найдется 6'>0 такое, что при раз
биении их на частичные отрезки fx;_1, х;] с длинами 

8 
ЛХ/ < t:/ все колебания ro,' будут меньше 

2(Ь-а) 

t а о Q с ) о о Q [ " j 
Жо•4 Ж1 .Ха .ТJ 

• t 
Ж+ 8fl .:11: 

. 
ж'•Ш Xn·I Ь • Жп 

Рис. 88 

.'С 

Пусть б = min { б', 8 ~ } . Рассмотрим теперь про
извольное разбиение [а, Ь] на частичные отрезки с дли
нами Лх1< 6 (см. рис. 88). Для этого разбиения сумму 

п 

S - s = !: ro, Лх1, (J)' = М, - т, 
1-1 

разобьем на два слагаемых: ~'<~нЛх1+:Е"(J)1дХ1, rде 
в первую сумму входят частичные отрезки, лежащие 

228 



1! 
1~еJ1иком вне -- -окрестности точю1 х', а во вторую -

8Q 
11астичные отрезки, либо заключенные целиком внутри 

г - -окрестности точки х', либо имеющие с ней об-
8 О 
щие точки. 

Для первой суммы, как и в предыдущей теореме, 
будем иметь 

Что касается второй суммы, то заметим, что длины 
г 

отрезков, целиком попавших внутрь вg -окрестности 

е 
точки х', в сумме меньше или равны -- ; число от-

4 Q 
резков же лишь частично попавших может быть не 

больше двух, и сумма их длин меньше 2б .с;: - 6- • 
40 

Следовательно, 

~" ro, Лх" < Q 1:" Лх1 < Q - 8- = .:!... . 
2Q 2 

Таким образом, окончательно имеем 

п 

S - s = ~ (J)' Лх1 = 1:' (J)" Лх1 + 1:" ro1 Лх1 < ..!... + ..!... = е. l.J 2 2 
i=I 

Это и доказывает интегрируемость функции f (х) на 
[а, Ь] 8 

С л ед ст в и е. Кусочно-непреры~ная на данном от
резке функция интегрируема на этом отрезке. 

3 а меч а ни е. Теперь мы можем ответить, почему 
функция Дирихле на отрезке [О, 1] не интегрируема. Эта 
функция имеет бесконечное число точек разрыва на 
[О, 1]. В самом деле, пусть хо - любая точка отрезка 
[О, 1]. Будь она рациональная или иррациональная, 
в любой ее окрестности найдутся как рациональные, 
так и иррациональные точки. Следовательно, в любой 
окрестности точки хо функция будет иметь значения, 
равные О и 1. В таком случае не может существовать 
предела функции в точке х0 ни слева, ни справа, т. е. 
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во всех точках [О, 1) функция Дирихле имеет разрыв 
второго рода. А так как отрезок [О, 1] содержит беско
нечное множество точек, то и точек разрыва будет бес
конечно. 

§ 4. Основные свойства определенноrо интеграла 

Докажем справедливость следующих свойств опре
деленного интеграла. 

ь 

t. Интеграл J f (х) dx был введен для случая а<Ь. 
а 

Обобщим понятие определенного интеграла на случай, 
когда а=Ь и а>Ь. Если а=Ь, то по определению по
лагаем 

а J f (х) dx =О, (1) 
а 

рассматривая эту формулу как естественное распрост
ранение понятия определенного интеграла на отрезок 

нулевой длины. 
Если а>Ь, то также по определению полагаем 

Ь а J f (х) dx = - J f (х) dx, 
а Ъ 

(2) 

рассматривая формулу (2) как естественное распрост
ранение понятия определенного интеграла на случай, 
когда отрезок [а, Ь] при а<Ь пробегается в направлении 
от Ь к а. В этом случае точки разбиения х1 отрезка [а, Ь] 
будут занумерованы в обратном порядке и в интеграль
ной сумме все разности Лхi=Х1 - Xt-i имеют отрица
тельный знак. 

2. Каковы бы ни были числа а, Ь, с, всегда имеет 
место равенство 

ь с ь f f (х) dx = S f (х) dx + J f (х) dx (3) 
а а с 

(эдесь и в дальнейшем предполагается, что интегралы, 
входящие в доказываемые формулы, существуют). 

До к.а э ат ель ст в о. Допустим сначала, что а<с<Ь. 
Так как предел интегральной суммы cr не зависит от 
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способа разбиения отрезка [а, Ь], то будем разбивать 
так, чтобы точка с всегда была бы точкой разбиения 
[а, Ь]. Если, например, с=Хт, то а можно разбить на 
две суммы: 

п т n 

f1 = 1: f (~,) Лх, = I: f (~д Лх, + Е f (G1) Лх,. 
1 =1 1 =\ l=m+I 

Переходя в последнем равенстве к пределу при Л-+0, 
мы и получим равенство (3). 

Суть доказанного свойства состоит в том, что опре
деленный интеграл по всему отрезку равен сумме ин
тегралов по его частям. 

Другое расположение а, Ь, с легко сводится к рас
смотренному случаю. Пусть, например, а<Ь<с, тогда 
по доказанному будем иметь 

с ь с J f (х) dx = J f (х) dx + J f (х) dx, 

откуда с учетом (2) 
" с с с ь 

J f (х) dx = J f (х) dx - J f (х) dx = J f (х) dx + J f (х) dx, 

т. е. опять пришли к равенству (3) 8 
З. Постоянный множитель можно выносить за знак 

определенного итеграла, т. е. 

" " J kf (х) dx = k J f (х) dx. (4) 
а а 

До к аз а тел ь ст в о. Действительно, для любого 
разбиения отрезка [а, Ь] и любого выбора точек " 

n п 

L kf (~;) Лх; = k ~ f (~t) Лх,. 
l =\ lz=\ 

Переходя к пределу при Л-+0, получаем 
ь п п J kf (х) dx = Iim !: kf (~,) Лх; = limk !: f (~) Лх1 = 

а а, .... о l =\ )...+() 1 =\ 
п; ь 

= k lim ~ f (Si) Лх1 = k J f (х) dx, 
1-+0 lz=\ а 

r. е. получили равенство (4) 8 
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4. Определенный интеграл от алгебраической суммы 
функций равен алгебраической сумме их интегралов, 

т. е. 

ь ь ь J [/ (х) ± g(x)J dx = ~ f (х) dx ± J g(x) dx. 
11 а 11 

До к а з ат ел ь ст в о. Действительно, для любого 
разбиения отрезка [а, Ь] и любого выбора точек f,1 

п п п 

~ lf (G1) ± g (~1)) лх, = Е f (s,) Лх; ± I: g <'1) Лх,. 
t=I i=I /=\ 

Так как 
п " п ь 

lim I: f (s1) Лх, = J f (х) dx и lim I: g (s1) лх, = j g(x) dx, 
)...+О/=\ 11 )..-tO 1 ... 1 11 

то получаем 

ь п J [f (х) ± g (х)] dx = lim !: [f (i,) ± g (s,)] Лх1 = 
11 )...+О /==\ 

11 п 

= lim ~ f ('1) Лх1 ± lim Е g (,,) Лх1 = 
)..-tO 1=\ ),-.О 1=1 

ь ь 

= S f (х) dx ± J g (х) dx • 
11 а 

3 а м е ч а н и е. Свойство 4 имеет место для любого 
конечного числа слагаемых. 

§ 5. Оценки интегралов. Формула среднего значения 

1. Оценки интегралов 
1°. Если всюду на отрезке [а, Ь] функция f (х) ::;;..О, то 

ь J f (x)dx ~О. 
11 

До к а э ат ель ств о. В самом деле, любая интег
ральная сумма а для функции f(x) на [а, Ь] неотрица-
тельна, так как 

f(,1)::;;..0, Лх1=х1-Х1-1>О, i=l,2, ... ,n. 
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Переходя к пределу при Л-+0 в неравенстве 
11 

L t <~1> лх, ~о. 
i=I 

получаем 

ь J / (x)dx ~о 8 
4 

2°. Если всюду на отрезке [а, Ь] f(x)..o:g(x), то 
ь ь J f (х) dx '- J g (х) dx. (1) 

/1 /1 

До к аз ат ель ст в о. Применяя оценку 1° к функ-
ции g(x) -/(x)-;;i...O, получим 

ь J [g (х) - / (х)) dx :.>О. 
/1 

Но в силу свойства 4 
ъ ь ъ J [g (х) - f (х)] dx = J g (х) dx - J f (х) dx > О, 

/1 4 /1 

откуда получаем неравенство (1) 11 
3°. Для функции f(x), определенной на отрезке [а, Ь], 

имеет место 

ъ ь 

15 f (х) dx 1 < J 1f(х)1 dx. (2) 
/1 11 

До к аз ат ель ст в о. Применив оценку 2° к очевид
ным неравенствам 

-lf (х) 1 <:f (х) <: /f(x) 1 

и проинтегрировав их почленно, с учетом свойства З по
лучим 

ь ъ ь - J 1 f (х) ldx < J f (х) dx '- J 1 / (х) ldx, 
о а 11 

а это равносильно неравенству (2) 8 
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Следствие. Если всюду на отрезке [а, Ь], а<Ь, 
lf(x)l<k, то 

" 1 J f (x)dxl < k(b-a). 
/J 

Деikтвительно, из неравенства lf(x) 1 <.k и оценок 2° 
и 3° следует 

ь ь ь 

\,\f(x)dxl< Jlf(~)ldx< Jkdx=k(b-a). 
/J и /J 

4°. Если т и М - соответственно наименьшее и наи
большее значения функц11и f (х) на отрезке [а, Ь], а<Ь, 
то 

ь 

m(b-a)-~Jf<x)dx,M(b-a). (3) 
а 

До к аз ат ел ь ст в о. По условию для любого хе 
е[а, Ь] имеем 

m<.f(x) <.М. 

Применив оценку 2° к этим неравенствам и проинтег
рировав их почленно, получим 

ь ь ь 

т J dx < J / (х) dx < М J dx; 
а а а 

отсюда, замечая, что 

ъ /& J dx = lim L 1·Лх1 = Ь-а, 
а ~о 1-=1 

получаем соотношение (3) 8 
2. Формула среднего значения 
Теорем а 8.5 (о среднем). Если фующия f(x) не

прерывна на отрезке [а, Ь], то на этом. отре.эке сущест
вует точка с такая, что 

" J f (х) dx = f (с) (Ь - а). (4) 
а 



Доказательство. Так как f(x) непрерывна на 
[а, Ь], то по второй теореме Вейерштрасса существуют 
числа т и М такие, что 

min/(x) = т< f (х) < М = maxf (х). 
[11,Ь] [11,Ь] 

Отсюда в силу оценки 4° находим 

откуда 

Положим 

ь 

т(Ь-а)< J f(x)dx<. М(Ь-а), 
11 

ь s 1 (%) dx 

m< 11 <М. 
Ь-а 

ь 

ff(x)d% 

-11-- = µ (m< f1 < М). 
ь-а 

Так как µзаключено между наименьшим и наибольшим 
значениями непрерывной функции f (х) на [а, Ь] (рис. 89), 

11 
м 

О а с 

Рис. 89 

то по теореме 4.9 о прохождении функции через любое 
промежуточное значение существует точка се[а, Ь] та
кая, что f(c) =µ,или 

ь 

J f(x)dx 

11 ='/(с), 
Ь-а 

а это равносильно равенству (4) 8 
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Равенство (4) называется формулой среднего значе
ния, а величину f (с) принято называть средним значе
нием функции f (х) на отрезке [а, Ь]. 

3 а меч ан и е. Теорема о среднем имеет определен
ный геометрический смысл: величина определенного ин
теграла при f(x) ::;а..0 равна площади прямоугольника, 
имеющего высоту f (с) и основание Ь - а. 

§ 6. Определенный интеграл с переменным 
верхним пределом 

До сих пор мы рассматривали определенный инте
грал с постоянными пределами интегрирования а и Ь. 
Если изменять, например, верхний предел, не выходя 

о а ж t 
Рис. 90 

из отрезка [а, Ь], величина интеграла будет меняться. 
Другими словами, интеграл с пер·еменным верхним 
пределом представляет собой функцию своего верхнего 
предела. Таким образом, если мы имеем интеграл 

х 

S f (t) dt' (а< х < Ь) 
4 

с постоянным нижним пределом а и переменным верх

ним пределом х, то величина этого интеграла будет 
функцией верхнего предела х. Обозначим эту функцию 

• Для удобства переменную интегрирования мы обозначили 
буквой t, так как буквой х обозначен верхний предел ннтегрнро· 
ванн я, 
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через Ф(х), т. е. положим 

z 

Ф(х) = J f(t)dt (1) 
11 

(рис. 90) и назовем ее определенным интегралом с пе
ременным верхним пределом. Геометрически функция 
Ф (х) представляет собой площадь заштрихованной 
криволинейной трапеции, если f (х) >0. 

Теперь остановимся на теореме, которую следует 
считать одной из основных теорем математического 
анализа. 

Т е о р е м а 8.6. Производная определенного интегра
ла от непрерывной функции по переменному верхнему 
пределу существует и равна значению подынтегральной 
функции в верх1tем пределе, т. е. 

z 
(Jf(t)dt)~=f(x), или(Ф(х))'=f(х). (2) 

11 

До к аз ат ел ь ст в о. Возьмем любое значение 
хе[а, Ь] и придадим ему приращение Лх::f=О такое, что
бы х+Лхе[а, Ь], т. е. а-<:х+ЛХ<Ь. Тогда функция 
Ф(х), определенная выражением (1), получит новое 
значение: 

z+лх 

Ф (х + Лх) = J f (t) dt. 
11 

В силу свойства 2 определенного интеграла (см. § 4) 
будем иметь 

z х+д1t х+лх 

Ф (х + Лх) = J f (t) dt + J f (t) dt = Ф (х) + S f (t) dt. 
11 х х 

Отсюда находим приращение функции Ф (х): 

z+лх 

Ф(х +Лх)-Ф(х) = S f(t)dt. 

Применяя теорему 8.5, получим 

Ф (х + Лх) - Ф (х) = f (с) Лх, 
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где с - число, заключенное между числами х и х+Лх. 

Разделим обе части равенства на Лх: 

Ф(х+Лх)-Ф(х) = f (с). 
дх 

Если теперь Лх .-. О, то с.-. х, и тогда, в силу непрерыв
ности функции f(x) на [а, Ь], f(c).-.f(x). Поэтому, пе
реходя к пределу в последнем равенстве при Лх .-. О, 
получаем 

tim Ф(х+дх)-Ф(х) = lim f (с) = limf (с)= f (х), 
Лх-+0 ДХ ЛХ-+0 С-+Х 

или (Ф(х))'=f(х)8 
Таким образом, мы установили, что любая непре

рывная на отрезке [а, Ь] функция f (х) имеет на этом 
отрезке первообразную. 

§ 7. Формула Ньютона - Лейбница 

Вычисление определенных интегралов методом, ос
нованным на определении интеграла как предела инте

гральной суммы, как правило, связано с большими 
трудностями. Поэтому существует другой практически 
более удобный метод вычисления определенных инте
гралов, который, как мы увидим, основан на тесной 
связи, существующей между понятиями неопределенно
го и определенного интегралов. 

Как мы установили выше, функция f (х), непрерыв
ная на отрезке [а, Ь], имеет на этом отрезке первооб
разные, причем одной нз них является функция 

х 

Ф (х) = S f (t) dt. 
а 

Пусть F (х) - любая другая первообразная для функ
ции f (х) на том же отрезке [а, Ь]. Так как первообраз
ные Ф(х) и F(x) отличаются на постоянную (см. тео
рему 7.1), то имеет место равенство 

х J f (t)dt = F(x) +С, а~ х~ Ь, 
а 
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где С - некоторое число. Подставляя в это равенство 
значение х=а и используя формулу (1) из § 4, будем 
иметь 

а J f (t) dt = F (а) +С, О = F (а) + С, С = -F (а), 
а 

т. е. для любого хе:[а, Ь] имеем 
1' J f (t)dt = F(x)-F (а). 
а 

Полагая х=Ь, получаем соотношение 
ь J f (х) dx = F (Ь) - F (а), 
а 

(1) 

являющееся основной формулой интегрального исчисле
_ния, которая называется формулой Ньютона-Лейб
ница. 

Разность F(b)-F(a) принято условно записывать 
в виде 

F (х) 1~. или [F (x)J:. 

и тогда формула ( 1 ) принимает вид 
11 J f (х) dx = F (x)I:. 
а 

Необходимо еще раз подчеркнуть, что в формуле 
(1) в качестве F(x) может быть любая первообразная 
функции f(x) из семейства F(x) +С. 

Итак, полученная нами формула ( 1), с одной сто
роны, устанавливает связь между определенным и не

определенным интегралами, с другой стороны, она дает 
простой метод вычисления определенного интеграла: 
определенный интеграл от непрерывной функции равен 
разности значений любой ее первообразной, вычислен
ных для верхнего и нижнего пределов интегрирования. 

Эта формула открывает широкие возможности для вы
числения определенных интегралов, ибо задача вычис
ления определенного интегра.11а сводится к задаче вы

числения неопределенного интеграла, которая доста

точно полно нами изучена. 
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Рассмотрим примеры: 

ь 

1) J sln xdx = -cosx1: = cosa-cosb, 
4 

2 

2) J (3х2 - l)dx = [х3 -х]~ = (23 -2)-(03 -0) = 6, 

2 

3) S :х = ln х 1~ = ln 2 - ln 1 = ln 2, 
1 

1 

4) J 1 : ха = arctg х 1~1 = arctg 1-arctg (- 1) = 
-1 

=:-(-:)=:+:=;. 
3 

5) S у dx = ln (х + у 1 + х• ) 1~ = ln (3 + YIO). i+x• 
о 

§ 8. Замена переменной в определенном интеграле 

Теорема 8.7. Пусть f(x) - непрерывная функция 
на отрезке [а, Ь]. Тогда, если: 1) функция x=cp(t) диф-
ж ференцируема на [а, р] и cp'(t) 

непрерывна на [а, р], 2) мно
жеством значений функции Х= 
=cp(t) является отрезок [а, Ь], 
З) ср(а) =а и ср(р) =Ь (рис. 91), 
то справедлива формула 

ь 11 

о « / t Jf(x)dx= Sffcp(t)]cp'(t)dt. 
4 О1 

Рис. 91 (1) 

До к а за тел ь ст в о. По формуле Ньютона-Лейб
ница 

ь 

~ f (х) dx = F (Ь) - F (а), 
4 
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где F(x) - какая-нибудь первообразная для функции 
f (х) на [а, Ь]. С другой стороны, рассмотрим сложную 
функцию от переменной t: Ф(t) =Ffep(t)]. Согласно пра
вилу дифференцирования сложной функции находим 

(Ф (t)) '= F'[ep (t) ]ер' (t) = f[ep ( t) ]q>' {t). 

Отсюда следует, что функция Ф (t) является первооб
разной для функции f[cp(t)]q/(t), непрерывной на [а,~]. 
и поэтому согласно формуле Ньютона-Лейбница полу
чаем 

11 J f{cp (t)] ер' (t) dt = Ф (~) -Ф (а) = F [q> (~)] -F [ер (а)] = 
ti 

ь 

=F(b)-F(a) = J f(x)dx. 
а 

Этим доказана справедливость формулы (1) 8 
Формула ( l) называется формулой замены перемен

ной или подстановки в определенном интеграле. 
3 а меч а ни е l. Если при вычислении неопределен

ного интеграла с помощью замены переменной мы 
должны были от новой переменной t возвращаться к 
старой переменной х, то при вычислении определен
ного интеграла этого можно не делать. 

1 

Пр и мер 1. Вычислить J .У 1 - х2 dx. 
о 

Решение. Рассмотрим подстановку х = sin t. 
О< t < ; . Проверим законность такой подстановки. 

Во-первых, f (х) = yl - х2 непрерывна на [О, 1]; во· 
вторых, функция x=sin t дифференцируема на [О, ; ] 
и х; = cos t непрерывна на r О, ; l И, в-третьих, при 

изменении t от О до ~ функция x=sin t возрастает 
2 

от О до 1, при этом ср(О) =0 и qi ( ; ) = 1. Таким обра
зом, данная подстановка удовлетворяет всем условиям 
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теоремы 8.7. Применяя формулу (1), получаем 
п 

1 2 

~ yl -х• dx = S yl -stn1 tcostdt = 
о о 

п п 

2 2 

= J cos• tdt = + I ( 1 + cos 2t) dt = : . 

3 а меч ан и е 2. При использовании формулы ( l) 
необходимо проверять выполнение перечисленных в тео
реме условий. Если эти условия нарушаются, замена 
переменной по указанной формуле может привести к 
неверному результату. 

п 

Пример 2. J dx = xl: = n. 
о 

Однако то же выражение можно записать в виде 
п п п rdx=f dx =\ dx 
J sin1 х + cos1 х .1 cos1 x(I +tg1 х) · 
о о 

Подстановка tg х = t формально приводит к следующе
му результату: 

Как видим, пришли к абсурду. Это произошло потому, 
~ 

что функция t=tgx разрывна прих= Т и не удовлет-

воряет условиям теоремы 8.7. 

§ 9. Формула интегрирования по 11астям 
в определенном интеграле 

Теорем а 8.8. Если функции и (х) и v (х) имеют 
непрерывные производные на отрезке [а, Ь], то имеет 
место формула 

ь ь 

J udv = иvl: - f vdи. (1) 
а а 
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Доказательство. Так как функция и(х)v(х) 
является первообразной для функции [и (х) v (х) ]' = 
=и (х) v' (х) + v (х) и' (х), то по формуле Ньютона-Лейб
ница: 

ъ 

S [и (х) v' (х) + v (х) и' (х)] dx = [и (х) v (х)] 1:. 
/1 

Отсюда, используя свойство 4 определенного интегра
ла (см. § 4), получим 

ь ь 

S и (х) v' (х) dx + J v (х) и' (х) dx = [и (х) v (x)J I~ 
/1 /1 

или, что то же, в виде 

ь ь 

J udv + J vdи = иv\~, 
а а 

откуда и следует формула (1) 8 

Формула (1) называется формулой интегрирования 
по частям в определенном интеграле. 

, 
Пример 1. Вычислить Jtnxdx. 

1 
Решение. Положим и = ln х, dv = 

du = dx , v = х, и по формуле (1) находим 
х 

' , 

dx· 
' 

отсюда 

S ln xdx = х ln х 1~ - J х ~ = [х lu х - хИ = 1. 
1 1 

2 

Пример 2. Вычислить S xexdx. 
1 

Решение. Положим и=х, dv=exdx, отсюда dи= 
=dx, v=eX, и по формуле (1) находим 

2 2 J xexdx = хес 1~ - J exdx = [е ... (х- lЩ = е2 • 
1 1 
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1 

П р им е р 3. Вычислить J arctg xdx. 
о 

Решение. Положим и = arctg х, dv = dx; отсюда 

du = dx , v = х, и по формуле (1) находим 
1 +х1 

1 1 

S arctg xdx = х arctg х 1~ -s xdx = 
1 +х• 

о о 

= [xarctgx--1 Jn(l +х2) ]
1 =~-ln-{2 

2 о 4 

§ 1 О. Некоторые физические и геометрические 
приложения определенного интеграла 

1. Площадь криволинейной трапеции. Пусть на плос
кости Оху дана фигура, ограниченная отрезком [а, Ь] 
оси Ох. прямыми х=а, х=Ь и графиком непрерывной 

у 

Рис. 92 

и неотрицательной функции y=f (х) на [а, Ь]. Такую 
фигуру, как мы знаем, называют криволинейной трапе
цией, площадь S* которой может быть вычислена по 
формуле 

ь 

S = J f (x)dx. (1) 
11 

• О DORJl'J'ИH мощади произвольной моасой фигуры (а также 
объема тела в мощади поверхносnr) а... ки.: Ил:ьив В. А., По3ВJIК Э. Г. 
Основы математического ава.лиэа. Т. 1. М.,2001. 



До к аз ат ель ст в о. Разобьем произвольно отре
зок [а, Ь] на п частей точками a=xo<x1<x2< ... <xi-l< 
<х;< ... <хп=Ь, выберем на каждом частичном отрезке 
[Xi-1, х1), i= l, 2, ... , п произвольно точку 6; (Х1-1 <.61<Х1) 
и рассмотрим ступенчатую фигуру (рис. 92). Ее пло
щадь будем считать приближенно равной площади S 
криволинейной трапеции: 

п 

i=I 

где Лх1=Хi-Х1-1. Таким образом, мы получили инте
гральную сумму а для интеграла ( 1). Так как функ
ция f (х) непрерывна на (а, Ь], то предел этой суммы 
существует при Л = max {Лх;}-+ 0 и площадь S криво-

1<:1.1;11 
линейной трапеции численно равна определенному ин
тегралу от функции f (х) на (а, Ь]: 

п ь 

S = lim !: f (~1) Лх, = S f (х) dx 8 
~о 1=1 а 

Итак, определенный интеграл от неотрицательной 
непрерывной фующии f (х) на [а, Ь] численно равен 
площади криволинейной трапеции с основанием [а, Ь], 
ограниченной сверху графиком функции y=f(x). В этом 
заключается геометрический смысл определенного uн
теграла. 

Пр им ер l. Найти площадь фигуры, ограниченной 
графиком функции у=х0, а>О, прямой х= l и осью Ох 
(рис. 93). 

Решение. По формуле ( 1) имеем 
1 

s = r xadx = xci+1 ,. = __ 1 -
J a+l о a+l 
о 

1 
При этом, если а= 1, то S = -; если а=2, то 

2 
и т. д. 

1 S=
з 

Пусть фигура ограничена снизу и сверху графика
ми функций У1 =/1 (х), Y2=f2(x) и f1 (х) <.f2(x), а<.х<.Ь 
(рис. 94), где f1 (х), f2(x) - две непрерывные функции. 
Если обе функции неотрицательны, то площадь данной 
фигуры является разностью площадей криволинейных 
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трапеций, ограниченных сверху соответственно графи
ками функций Y2=f2(x), g1=f1(x), прямыми х=а, х=Ь 
и осью Ох. Следовательно, площадь S данной фигуры 
равна 

ъ ъ ь 

S= Jf1(x)dx-Jf1(x)dx= J[f2(x)-f1(x)]dx. (2) 
а а а 

Заметим, что формула (2) справедлива и тогда, 
когда fi (х) и f2 (х) неположительны, так как в силу 

у v 

1 :х: О а ь ж 
Рис. 93 Рис. 94 

их ограниченности существует число h такое, что функ
ции 

становятся неотрицательными и имеет место очевидное 

равенство 

ь ь J [f; (х) - f; (х)] dx = J [f 1 (х) - f 1 (х)] dx. 
а а 

Пр им ер 2. Вычислить площадь фигуры, ограни
ченной графиками функций У1 =/1 (х) =х и Y2=f2(x) = 
=2-х2 (рис. 95). 

Решение. Найдем абсциссы точек пересечения 
прямой с параболой. Решая систему 

{ g=x, 
у=2-х1, 

получим х1 =-2, х2= 1 - это и будут пределы инте
грирования. Для искомой площади фигуры согласно 
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формуле (2) будем иметь 
1 1 

S = S [f 1 {х) - f 1 (х)] dx = J [(2 - х1) - х] dx = 
-2 -2 

= [2х-~-~] 1 =..!... 
2 2 -2 2 

3 а меч ан и е. При вычислении площади криволи
нейной трапеции в случае, когда верхняя граница за-

11 

э 

2 

Рис. 95 

дана параметрическими уравнениями x=cp(t), у=ф(t), 
a<:t<:~. в формуJ1е (1) надо сделать замену перемен
ной, положив х =ер ( t), dx =ер' (t) dt. Тогда получим 

а 

s = s 'Ф (t) ер' (t) dt, 
or; 

где а и ~ - значения параметра t, соответствующие 
значениям х=а и х=Ь, т. е. а=ср(а), Ь=ср(~). 

Пр им ер 3. Вычислить площадь фигуры, ограни-
ченной эллипсом 

{ х = acost, 
у= bsin t, 

0-< t .c;;;:2n. 
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Реш е н и е~ Ввиду симметрии данной кривой отно
сительно осей координат достаточно вычислить пло
щадь части фигуры, находяшейся в первой четверти 

у 

ь 

а 

Рис. 96 

(рис. 96). Следовательно, искомая площадь равна 
о ir./2 

S = 4 S Ь sln t (а cos t)' dt = 4аЬ J sln1 tdt = 
zr./2 о 

zr./2 

S [ 1 ]zr./2 = 2аЬ (1-cos 2t) dt = 2аЬ t-2 sln 2t 
0 

= ааЬ. 
о 

2. Площадь криволинейного сектора. Пусть кривая 
АВ задана в полярных координатах уравнением 

p=p(ip), а-<=<р-<=~. 

8 

Рис. 97 
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причем функция р(ср) непрерывна и неотрицательна на 
отрезке [а,~]. Плоскую фигуру, ограниченную кривой 
АВ и двумя полярными радиусами, составляющими с 
полярной осью углы а и ~. мы будем называть криво
линейным сектором (рис. 97). Площадь S криволиней
ного сектора может быть вычислена по формуле 

fi 

s = + s р21 (ер) dcp. (3) 
ci 

Д,о к а э ат ель ст в о. Разобьем произвольно отре
зок [а, ~] на п частей точками 

а=сро<ср1 <ср2<."<срн <ср1< ".<ср11= ~. 
выберем на каждом частичном отрезке [ cpi-1, ер;], i= 1, 
2, .", п произвольно точку 61 ( cp1-1 <6i<cpi) и построим 
круговые секторы с радиусами р (6i). В результате мы 
получим веерообразную фигуру, площадь которой бу
дем считать приближенно равной площади S криволи
нейного сектора: 

1\ 

S ~ + ~ р2 (,,)Лер,, 
1=1 

где Лсрi=<рi-срн. Таким образом, получили интеграль
ную сумму а для интеграла (3). Так как функция р2(ср) 
непрерывна на отрезке [а, ~], то предел этой суммы су
ществует при ). = max {Лq> 1}-+0 и площадь криволи-

1<1<п 

нейного сектора численно равна определенному интег
ралу от функции p2 (q>) на [а, ~]: 

1\ fi 

S = -1 lim '{' р1 (';)Лер, = -1 Г р2 (ер) dcp. 
2 ),_..О ~ 2 J 

1=1 а; 

Отсюда следует справедливость формулы (3) 8 
Пр им ер 4. Вычислить площадь фигуры, ограни

ченной полярной осью и первым витком спирали Архи
меда р=аср, где а - положительное число (рис. 98). 

Решение. Когда ер изменяется от О до 2n, то по
лярный радиус р описывает кривую, ограничивающую 
криволинейный сектор ОАВС. Поэтому по формуле (3) 
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имеем 

2n 
41 r а1 ip8 ,27C al 8n8 4 

SоАвс = 2 J q>2dqi = 2·3 о = 2·-з- = 3 nза'. 
о 

Заметим, что точка С отдалена от полюса на рассто
яние p=2na. Поэтому круг радиуса ОС имеет площадь 

n·OC2 =4n3a2=3· _!_n3a2 = 

Рис. 98 

3 
=ЗSоАвс, т. е. площадь фи
гуры, ограниченной поляр
ной осью и первым витком 
спирали Архимеда, равна 1/3 
площади круга с радиусом, 

равным наибольшему из 
полярных радиусов витка. 

ж К. этому выводу пришел еще 
Архимед. 

3. Длина дуги кривой. 
Пусть плоская кривая 
АВ задана уравнением у= 
=f(x), а<.х<.Ь, где f(x) -
непрерывная функция на от
резке [а, Ь]. Разобьем кри

вую АВ на п произвольных частей точками А =Мо, М1, 

В=М 
1 /\ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Рис. 99 

М2, ••• , М,_1 , М,, ... , Мп=В в направлении от А к В. Со
единив эти точки хордами, получим некоторую вписан

ную ломаную линию, периметр которой обозначим че
рез Р (рис. 99). Через li обозначим длину одного звена 

150 



Mi-iMi ломаной линии, а через µ - длину наибольше
го из ее звеньев: µ = max {l,}. 

l..::'l<;n 
Оп р еде л е ни е. Число L называется пределом 

периметров Р при µ-о. если для любого е>О суще
ствует б>О такое, что для всякой ломаной, у которой 
Jt<б, выполняется неравенство 

IL-Pl<e. 
Если существует конечный предел L периметра Р 

вписанной в кривую ломаной линии при µ-+0, то этот -предел называется длиной дуги АВ: 

L=limP. 
µ ..... о 

Если функция f (х) непрерывна вместе с f' (х) на 
отрезке (а, Ь], то длина дуги АВ выражается форму
лой 

ь 

L= J V 1 +f' 2 (x)dx. (4) 
а 

Доказательство. Обозначим через xi и f(xi) 
координаты точки Mi, так что для абсцисс этих точек 
получим: a=xo<x1<X2< ... <xi-1<xi<."<Xn=b. Тогда 
длина одного звена ломаной будет равна 

1, = у(х,-х"_1)2 + [f (xi)-f (Х1-д] 2 . 

По формуле Лагранжа 

f(xi)-f(xн) =f'(~i) (хi-хн), Xн<=~i<=Xi. 
Следовательно, 

11=V1 + f' 2 <е,) дх,, лх,=Х ,-х1-1· 
Таким образом, периметр всей ломаной равен 

п n -----
р = Е l, = :Е V 1 + f'1 

(;,) Лх1 , 
i=I i=I 

т. е. получили интегральную сумму cr для интеграла 

(4). Так как функция V 1 + /' 2 (х) непрерывна на [а, Ь], 
то предел этой суммы при А. = max {Лх;}-+ 0 cyщe-

1..:;t<n 
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ствует и численно равен соответствующему определен

ному интегралу. Так как Л..;;:µ, то Л.-+0 при µ-О*. 
Поэтому nv ь 
limP=limE l+/'1 (~д дх;= JV1+/'1 (x)dx=L8 
1&-+О ~oi=J а 

Пример 5. Вычислить щщну дуrи верхней ветви по
лукубической параболы y=x3/z от х=О дох= 5 (рис. 100). 

3 

Решение. Из уравнения у= х 2 находим у' = 
3 1/2 
-х Следовательно, по формуле ( 4) получим 
2 

5 5 

L = J V 1 + у' 1 dx = f у l + 9: dx = 

= __!_ ( 1 + 9х ) з /215 = 335 • 
27 4 о 27 

3 а меч а и и е 1. При вычислении длины дуги в 
случае, когда кривая АВ задана параметрическими 
уравнениями 

x=qi(t), у=ф(t), a...-;:t..;;:~. 
где а и р - значения параметра t, соответствующие 
значениям х=а и х=Ь, т. е. a=q>(a), b=q>(~). в фор
муле 

ь 

L = J V 1 + у' 1 (х) dx 
а 

надо сделать замену переменной, положив x=<p(t), dx= 
=<р' (t) dt. Тогда получим 

L = S 1/ 1 + у'1 (х) dx = S { l + ( -:: ~~; )2 q>' (t) dt = 
а а 

" = s v q>' 1 (f) + '11' 1 (f) df, (5) 

а 

• 11 = V (дх,)1 + (ду;)1 , откуда 1Лх11 < l;. 
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П р им ер 6. Вычислить длину дуги одной арки 
циклоиды*: x=a(f-sin t), y=a(l-cos t), O...::t...::2n 
(рис. 101). 

у 

о 5: з: 

Рис. 100 

у 

о 2.1La ж 

Рис. 101 

Решение. Из уравнения циклоиды находим, что 
c:p'(t)=a(l-cost), 'Ф'(t)=asint. Когда х пробегает от
резок [О, 2па], параметр t пробегает отрезок [О, 2n]. 
Следовательно, искомая длина дуги равна 

~ 2п 

L = S V 1 + у'1 (х) dx = J V ср' 1 (t) + 'Ф' 1 (t) dt = 
о о 

• Циклоида - плоская кривая, которую описывает точка .М 
окружности радиуса а, катящейся без скольжения по прямой 
линии. 
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2п 2п 

= S ау (1-cos t) 2 +sln2 t dt = 2а S sin f dt = 
о о 

= -4а cos -1-l:m = Ва. 
2 о 

3 а меч ан и е 2. Прн вычислении длины дуги в 
случае, когда кривая АВ задана в полярных координа
тах уравнением р=р(с:р), а<:с:р<=~. где р(с:р) имеет не
прерывную производную р'(ер) на отрезке [а, ~] и точ
кам А и В соответствуют значения а и ~. переходя от 
полярных координат (см. гл. Ill, § 3, (1)) к прямо
угольным, получим параметрическое задание кривой АВ 
уравнениями Х= р cos с:р, у= р sin с:р с параметром q>. Тог
да 

х' ( с:р) =р' ( с:р) cos с:р-р sin с:р, у' (с:р) = р' (ер) sin ер+р (ер) cos q; 

и формула (5) примет вид 

L = s v р (ер) + р'1 (ер) dc:p, (6) 
а. 

где а и ~ - значения параметра ер. 

Пр им ер 7. Вычислить длину первого витка ар
химедовой спирали p=arp (см. рис. 98). 

Решение. Первый виток архимедовой спирали об
разуется при изменении полярного угла с:р от О до 2n. 
Тогда по формуле (6) искомая длина дуги равна 

2п 211 

L = S у а1с:р2 + а2 dc:p = а S .У с:р1 + 1 dq> = 
о о 

=а [ n у 4n1 + 1 + + ln ( 2n + у 4n2 + 1 ) J . 
4. Объем тела вращения. Пусть функция f (х) не-

прерывна ·и неотрицательна на отрезке [а, Ь]. Тогда те
ло, образованное вращением вокруг оси Ох криволи
нейной трапеции, ограниченной сверху графиком функ
ции f (х), имеет объем V, который может быть найден 
по формуле 

ь 

V = n J y2dx. (7) 
а 
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До к а з ат е п ь ст в о. Разобьем произвопьно отре
зок [а, Ь] на п частей точками а=х0<х1 <х2< ... <хн< 
<х;< ... <хп=Ь. На каждом частичном отрезке 
[хн, х;] построим прямоугольник (рис. 102), который 

у в 

Рис. 102 

при вращении вокруг осн Ох опишет цилиндр. Найдем 
объем i-того цилиндра, образованного вращением пря
моугольника PMNQ: 

где Лxi=Xi-Xi-1· 
Сумма объемов всех п цилиндров будет приближенно 

равна объему V данного тела вращения 
п 

V ~ ~ ny~_1 Лх;. 
i=\ 

Таким образом, получили интегральную сумму а для 
интеграла (7). Так как функция у2= [f(x) ]2 непрерывна 
на (а, ЬJ, то предел этой суммы при А.= max {Лх1}-+0 

1..;1.,;;п 

существует и численно равен соответствующему опре

деленному интегралу, т. е. 

п ь 

V = lim Е nИ_1 Лх1 = n J y:adx8 
~-+О l=\ а 

Пр им ер ~. Вычислить -объем тора. Тором назы
вается тело, попучающееся при вращении круга радиу

са а вокруг оси, лежащей в его плоскости на расстоя-
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нии Ь от центра (Ь:;;,..а). Форму тора имеет, например, 
баранка. 

Решение. Пусть круг вращается вокруг прямой 
АЕ (рис. 103). Тогда объем тора может быть рассмот

в 

у 

с 

D 

рен как разность объемов вра· 
щения криволинейных трапеций 
ABCDE и ABLDE вокруг оси Ох. 

Если оси координат выбрать, 
как показано на рис. 103, то урав
нение окружности LBCD будет 
иметь вид 

где а - радиус круга, причем 

А Е :с уравнение кривой BCD 

Рис. 103 у= у1 (х) = Ь +у а2 -ха, 

а уравнение кривой BLD 

у= Уа (х) = b-v а1 -ха. 

Тогда объем тора по формуле (7) будет равен 
а а а 

V = 2n J g~dx-2n J y~dx = 2n J <И-У~)dх = 
о о о 

а 

= 2n S [(Ь + y a11 -x11)1 -(b-y a2 -x2) 2)dx = 
о 

а 

= Bnb J y a2 -xadx = 2n2a2b. 
о 

5. Площадь поверхности вращения. Пусть функция 
f (х) неотрицательна и непрерывна вместе со своей пер
вой производной на отрезке [а, Ь]. Тогда поверхность, 
образованная вращением графика этой функции вокруг 
оси Ох, имеет площадь Р, которая может быть вычис
лена по формуле 

ь 

Р = 2n J f(x) 111 + f' 1 (x)dx. (8) 
а 
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До к аз ат ель ст в о. Разобьем произвольно отре-
зок [а, Ь] на п частей точками a=xo<x1<x2< ... <xi-i< 
<х1< ... <Хп=Ь, и пусть Ао, А1, А2, ... , Ai-t. Ai, ... , An -
соответствующие точки графика функции f (х). Постро
им ломаную Ао, А,, А2, ... , An (рис. 104). При вращении 
этой ломаной вокруг оси Ох мы получим поверхность 
вращения, составленную из боковых поверхностей усе-

у 

Рис. 104 

ченных конусов (или цилиндров). Площадь боковой по
верхности усеченного конуса (или цилиндра), образо-

ванного вращением i-того звена, равна 2n f (х1-1~ + f (х;) 11, 

где li - длина хорды Ai-1Ai - равна 

у' (х1 - XL-1) 11 + [f (х,) - f (хн)]1 • 

По формуле Лагранжа 

f(xi)-f (хн) =f'(~i) (хi-хн), xн...;::Si...;::xi. 

Полагая xi-Xi-1 = Лхi, получим 

l; = V 1 + f' 1 (61) Лх,. 
Значит, площадь поверхности вращения будет прибли
женно равна площади поверхности вращения ломаной 

п 

р:::::: L 2п f (хц) 2+ f (х;) V 1 + f'2 (6;) Лх1. 
1=1 
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Разобьем эту сумму на две суммы: 

Р ~ 2л: Ё f (;,) V 1 + f' 1 
(,,) Лх, + 

l=l 

+ л:{.Ё ((f(xн)-/(G,))+(/(x1)-/(G1))] V 1+(1 (G;) Лх1 }. 
1=1 

Первая сумма в правой части этого равенства 
ся интегральной суммой <J для интеграла (8) 
Л = max{Лxi}-+0 в силу непрерывности 

(9) 

являет

и при 

функции 
1<;1<;;;:..п ___ _ 

f (х) V 1 + /'1 (х) имеет своим пределом этот интеграл. 
Покажем, что выражение в фигурных скобках в правой 
части равенства (9) имеет при Л-+0 предел, равный 
нулю. Действительно, так как функция f (х) равномер
но непрерывна на [а, Ь], то по теореме Кантора для 
любого е>О существует б>О такое, что при Л<б вы
полняются неравенства lf (x1-1)-f(~i) 1 <е и lf (xi)
-f ('i) 1 <е. Если через М обозначим максимальное зна-

чение функции V 1 + /'1 (х) на отрезке [а, Ь], то выра
жение в фигурных скобках оценивается следующим об
разом: 

нt ((f (Xi-i) -f (,,)) + (f (х,) - f (,,))] V 1 + /'1 (,,) Лх1} 1< 
1-1 

11 

< 2Ме}: Лх, = 2М (Ь-а)е. 
l=l 

Так как 2М (Ь-а) - постоянное число, а е произволь
но мало, то предел указанного выражения равен нулю 

при Л-+0. 
Таким образом, переходя в равенстве (9) к пределу 

при Л-+0, получаем: 
ь 

Р = 2л: S f (х) V 1 + (' (х) dx, 
а 

т. е. получили искомую формулу (8) 8 
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3 а меч а н не. Если поверхность получается путем 
вращения вокруг оси Ох кривой АВ, заданной пара
метрическими уравнениями X=cp(t), у=ф(t), a-<:t<~. 
причем ф(t) :;,..О, cp(t) изменяется от а до Ь при измене
нии t от а до ~. то, осуществляя в интеграле (8) замену 
переменной по формулам X=cp(t), у=ф(t), получим 

Р = 2n S ф (t) V ер'' (t) + '\> 11 (t) dt. (10) 

Наконец, если кривая задана уравнением в поляр
ных координатах p=p(rp), а~ср<~. где р(ср) имеет не
прерывную производную на [а, ~]. то этот случай, как 
мы уже отмечали в п. 3, с помощью формул перехода 
x=p(cp)coscp, y=p(cp)sinq> приводится к параметричес
кой форме задания кривой, и формула (10) принимает 
вид 

р 

Р = 2n J р sln ер V р2 + р'2 drp. 
а 

Пр им ер 9. Вычислить площадь Р поверхности 
шара радиуса R. 

Решение. Здесь имеем 

f (х) = YR2 -x' (-R< х< R), f' (х) = - ~. Rt-xt 

По формуле (8) получаем 

Р = 2n JR v' R' - х3 -. ( 1 + х' dx = 
У RZ-xt 

-R 
R 

= 2n J Rdx = 4nR2 • 

-R 

Пр им ер 10. Вычислить площадь Р поверхности, 
полученной вращением циклоиды X=a(t-sin t), y=a(1-
-cos t), O-<:t-<:2n вокруг оси Ох (см. рис. 101). 

Решение. По формуле (10) имеем 

2nf у [ asint Jt . P=2n a(l-cost) 1+ a(l-cost)dt= 
. a(l-cost) 
о 
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2J'I 

= 2i/2 na1 S (1-cost)З/2dt = ~4 лаz. 
о 

6. Работа переменной силы. Из рассмотренных вы
ше задач на геометрические приложения определенно

го интеграла видно, что для решения их применяется 

один и тот же вычислительный метод: составляется ин
тегральная сумма, а затем предельным переходом по

лучается нужный интеграл. Этим методом решается це
лый ряд задач механики, физики и техники. В каче
стве примера рассмотрим задачу определения работы 
переменной силы. 

Пусть материальная точка перемещается под дей
ствием силы F, направленной вдоль оси Ох и имеющей 
переменную величину, зависящую от х. Требуется опре
делить работу А, совершаемую силой F по перемеще
нию материальной точки вдоль оси Ох из точки х=а 
в точку х=Ь(а<Ь). Функция F(x) предполагается не
прерывной на отрезке [а, Ь] (рис. 105). 

Разобьем произвольно отрезок [а, Ь] на п частей 
точками 

й=Хо<х1<х2<".<хi-1<хi<".<Хп=Ь. 

Выберем на каждом частичном отрезке [хн, xi) точку 
Si· Сила, действующая на [Xi-1. Xi], меняется от точки 
к точке. Но если длина отрезка мала, то ее величина :з 
точках отрезка [Xi-1, Xi] мало отличается от ее значения 
в любой точке SiE[xн, Xi], так как F(x) непрерывна. 
Поэтому работу Ai, совершенную силой F на [хн, xi], 
можно считать приближенно равной работе, совершае
мой на том же участке постоянной силой величины 
F(si). т. е. 

Ai~F(si)Лxi. 

Проведя аналогичные рассуждения для каждого отрез
ка разбиения, получаем приближенное значение рабо
ты А силы F на всем отрезке [а, Ь]: 

п 

А :с::: Е F (g,)Лxt, 
1=1 

т. е. получили интегральную сумму о для функции F (х). 
Так как функция F(x) непрерывна на [а, Ь], то предел 
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этой суммы при Л. = max {дх1}-+ О существует и чис
J<:'<n 

ленно равен соответствующему определенному интег

ралу 

п ь 

А= lim }: F (Е1 ) Лх, = J F (х) dx. 
~ ..... о i=I а 

Таким образом, 

ь 

А= S F(x) dx. ( 11) 
а 

Пр им ер 11. Определить работу А, необходимую 
для запуска ракеты весом Р с по
верхности Земли вертикально 
вверх на высоту h (рис. 106). 

F-~ 

Рис. 105 Рис. 106 

Решение. Обозначим через F величину силы 
притяжения ракеты Землей. Пусть mp - масса ра· 
кеты, тз - масса Земли. Согласно закону Ньютона 

F =k mpmз 
xi • 

где х - расстояние от ракеты до центра Земли. Пола

гая kmpmз=v. получим F (х) =::L, R<.x<h+R, R -xz 

радиус Земли. При x=R сила F (R) = ::L = Р, т. е 
Ri 

равна весу ракеты Р, откуда у= PR2 и F (х) = Р;2 
• 
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Таким образом, по формуле ( 11) получаем 
R+h R+h 

А= 5 F(x)dx = PRa 5 dx = -PRa_l \R+h -
х2 х R 

R R 

§ 11. Несобственные интегралы 

Вводя определенный интеграл как предел интеграль
ных сумм, мы предполагали, что отрезок интегрирова

ния конечный, а подынтегральная функция ограничена 
на этом отрезке. Если хотя бы одно из этих условий не 
выполнено, то данное выше определение определенного 

интеграла теряет смысл. Так, в случае бесконечного от
резка интегрирования нельзя разбить отрезок на п ча
стей конечной длины, а в случае неограниченной функ
ции интегральная сумма не имеет конечного предела. 

Однако и в этих случаях удается обобщить понятие оп
ределенного интеграла. В результате такого обобщения 
и появилось понятие несобственного интеграла. 

1. Несобственные интегралы с бесконечными преде
лами интегрирования 

Определение. Пусть функция f(x) определена 
в промежутке [а, +оо) и интегрируема в любой его ча
сти [а, R], т. е. существует определенный интеграл 
R J f (х) dx при любом R>a. Тогда, если существует ко-
а 

нечный предел 

R 

1 im J f (х) dx, 
R-o+oo а 

(1) 

то его называют несобственным интегралом первого ро
да и обозначают символом 

+со R J f (х) dx = lim J f (х) dx. 
а R-o+<» а 

(2) 

В этом случае говорят, что интеграл (2) существует 
или сходится. Если же предел ( 1) не существует или 
бесконечен, то говорят, что несобственный интеграл не 
существует или расходится. 
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Аналогично интегралу (2) вводится несобственный 
интеграл вида 

ь ь 

S f (х) dx = lim J f (х) dx. 
R-oo 

(3) 
-оо а 

Наконец, как сумму подобных интегралов можно оп
ределить несобственный интеграл с обоими бесконеч
ными пределами, т. е. определить его равенством 

+~ с +оо J f (х) dx = J f (х) dx + J f (х) dx, ( 4) 
-оо -оо с 

где с - любое число; при условии существования обо
их интегралов справа. 

Легко установить геометрический смысл несобствен
ного интеграла первого рода. Пусть f (х)-:;г..О. Тогда, ec

R 

ли определенный интеграл J f (х) dx выражает площадь 
а 

области, ограниченной сверху графиком функции f (х), 
снизу осью Ох, слева прямой х=а, справа прямой Х= 
=R, то естественно считать, что несобственный интеграл 
+оо J f (х) dx выражает конечную площадь бесконечной 
а 

области, ограниченной снизу осью Ох, сверху графико~ 
функции f(x), слева прямой х=а (рис. 107). Аналогич
ные рассуждения имеют место для интегралов (3) и 
(4). 

Рассмотрим нес.колько примеров несобственных ин
тегралов первого рода. 

Пример 1. 

= lim arctg х IR = lim arctg R = 2!..., 
R....+oo о .q-.+... 2 

т. е. данный интеграл сходится. 
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Пример 2. 
+оо R 

S cos xdx = lim J cos xdx = lim sln х IR = lim sln R, 
о R-Ч-• о R-++oo о R .... +oo 

а предел функции sin R при R-+oo не существует, 
следовательно, интеграл расходится. 

у !1 1 
1 
1 

~! 
1 1 1 
1 : 1 
1 1 1 
1 1 
' 1 

о о а Ь-е Ь з:: 

Рис. 107 Рис. 108 

+оо О +оо 

Пр им ер 3. J ezdx = J e"dx + J e"dx расходится, 
-оо -оо о 

так как 

+оо R 

S tzdx = lim s e"dX = lim ez 'R = Jim (eR - J) = оо. 
R .... +• R-++oo о R-++oo 

о о 

+оо 

Пример 4. 5:: ,а-некотороечисло; l)еслиа*l, 
1 

то для пюбоrо R >О 
R dx 'xl-« IR 

lim J- = lim -- = 
R-Ч-• ха. R-++oo 1-а t 

1 

R1-a. ~ 1 j - l • а > 1, = lim = 1-а 
R-++"" 1 ·-а 

оо , а< 1; 
2) если а= 1, то для любого R >О 

R 

lim S dx = lim lnx\R = lim lnR = оо. 
R-Ч-• х R-++oo 1 R-++oo 
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Таким образом, данный интеграл сходится при а> 1 и 
расходится при а< 1. 

Заметим, что в рассмотренных примерах само вы-
числение несобственного интеграла основано на его 
определении. 

2. Несобственные интеrралы от неограниченных 
функций 

Определение. Пусть функция f(x) определена 
в промежутке [а, Ь). Точку х=Ь будем называть осо
бой, если функция f (х) не ограничена в окрестности 
этой точки, но ограничена на любом (а, Ь-е], заклю
ченном в (а, Ь) (рис. 108). Предполагается, что на лю
бом [а, Ь-е], функция f (х) интегрируема. Тогда, как 
бы ни было мало е>О, если существует конечный пре-
дел 

Ь-в 

lim J f (х) dx, 
в-+О 

(5) 
4 

то его называют несобственным интегралом второго ро
да и обозначают 

Ь Ь-в 

S f (х) dx = lim J f (х) dx. 
8-+0 

4 4 

(6) 

В этом случае говорят, что интеграл (6) существует 
или сходится. Если же предел (5) не существует или 
бесконечен, то говорят, что интеграл (6) не существует 
или расходится. 

Аналогично, если точка х=а - особая точка, то 
несобственный интеграл в этом случае определяется 
так: 

ь ь 

J f (х) dx = ~~ J f (х) dx. 
11 11+в 

Если f (х) не ограничена в окрестности какой-нибудь 
внутренней точки се [а, Ь], то по определению по
лагают 

ь с ь J f (х) dx = J f (х) dx + S f (х) dx 
4 4 с 

при условии существования обоих интегралов справа. 
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Наконец, если а и. Ь - особые точки, то в этом слу-
чае несобственный интеграл определяется как 
сумма 

ь с ь J / (х) dx = J / (х) dx + J f (х) dx, 
а а с 

где с - любая точка из (а, Ь), если оба интеграла 
справа существуют. 

Пример 5. 

S\ ~ = 1 im s\ dx = lim х'-а 11 = 
х°' &+О+ f" 1!-+О+ 1-а а 

о . 8 

1 _ el-« 1 оо , при а> 1, 
- lim 1-а = 1 1 

е-+о+ , при а< , 
1-а 

а при a=l 
1 1 

r ~ = lim s dx = lim lnx\' = lim {- lne) =00, 
.} Х !-+о+ Х 8-+О+ 8 Е-+о+ 
о · е 

таким образом, данный интеграл сходится при а< 1 н 
расходится при а:> 1. 

З. П риэнак сходимости несобственных интегралов. 
Рассмотрим вопрос сходимости интегралов с бесконеч

+ао 

ными пределами интегрирования вида J f (x)dx. Анало-
а 

гнчные рассуждения можно провести и для интегралов 

других видов. 

Следующая теорема познакомит нас с одним из 
признаков сходимости несобственных интегралов. 

Теорем а 8.9 (признак сравнения несобственных 
интегралов). Если функции f(x) и g(x) непрерывны на 
полуинтервале [а, +оо) и удовлетворяют на нем усло
вию O<.f(x)<.g(x), то из сходимости интеграла 

+• J g(x) dx (7) 
а 

следует сходимость интеграла 

+-s f (х) dx, (8) 
а 
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а иэ расходимости интеграла (8) следует расходимость 
интеграла (7). 

Доказательство. Так как интеграл (7) по ус
ловию сходится, то согласно теореме 2.6 это означает, 
что существует число М>О такое, что для любого R>a 

R 

выполняется неравенство Ф (R) = J g (х) dx <. М. Тогда, 
а 

R 
в силу данного условия и оценки 2° (см. § 5), J f (х) dx <. 

R 

<. J g (x)dx<.M. А это означает, что функция 
а 

R 

а 

F(R) = 

= J f(x)dx монотонно возрастает и ограничена, 

т. е. имеет конечный предел при R-++oo. и, следова
+" 

тельно, интеграл J f (х) dx сходится. 
а 

Если же (8) расходится, то, допустив сходимость 
интеграла (7), получим по только что доказанному схо
димость интеграла (8), что противоречит условию. 
Окончательно получаем, что интеграл (7) также расхо
дится • 

3 а м е ч а н и е. Что касается сходимости несобствен
ных интегралов второго рода, то теория этих интегралов 

аналогична теории несобственных интегралов первого 
рода. В частности, признак сравнения для таких инте
гралов можно сформулировать следующим образом: ес
ли функции f(x) и g (х) непрерывны на полуинтервале 
(а, Ь] и для всех точек х в некоторой окрестности точки 
а выполняются условия O<:f(x) <:g (х), то из сходимости 

ь 

интеграла f g(x)dx следует сходимость интеграла 
а 

ь ь 

Jf(x)dx, а из расходимости ff(x)dx следует расходи-
а а 

ь 

масть f g(x)dx. 
а 
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1 

Пр и мер 6. Исследовать сходимость r dx .J xVx 
о 

Решение. В точке х=О подынтегральная функ
ция обращается в бесконечность, т. е. данный интеграл 
принадлежит к несобственным интегралам второго ро
да, а точка х=О является особой. 

1 

По признаку сравнения О< --< -- т е -- < 1 1 ~ dx 
5~ ·~ • • • 5~ 

х х о х 

1 

< ~ ~3 (см. пример 5) 
о х 

а = ..!.. > 1. Следовате.1Jьно, 
3 

данный интеграл расходится. 
4. Пример использования несобственноrо интеграла. 

В качестве примера использования несобственного ин
теграла проведем подсчет второй космической скорости. 

Вычислим начальную скорость ракеты, при которой 
она способна выйти из поля притяжения Земли и уйти 
в межпланетное пространство. 

Ранее (см. § 10, п. 6, пример 11) с помощью опреде
ленного интеграла была подсчитана работа силы, не
обходимая для запуска ракеты весом Р с поверхности 
Земли на высоту h, т. е. было получено 

R+h 
А= s F (х) dx = _P_Rh_ == _P_h_h_ 

R+h l+-
R R 

Откуда следует, что при R"»h А~: mgh, где т - масса 
ракеты, g - ускорение свободного падения у поверх
ности Земли. 

В силу закона сохранения сумма кинетической и 
потенциальной энергии ракеты во все моменты време
ни одна и та же. Следовательно, чтобы полностью ос
вободить ракету от земного притяжения, необходимо, 
чтобы начальная кинетическая энергия была не мень
ше потенциальной энергии ракеты, бесконечно удален
ной от поверхности Земли, т. е. надо подсчитать рабо-
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ту силы при h-+oo: 
R+h 

limA(h.) = lim S F(x)dx = lim PRh = 
/1-+оо h-oo h-oo R+h 

R 

= lim PR = PR = mgR 
h-oo l+ _!i_ 

h 

(движение Земли и притяжение других планет при 
этом не учитывается). Отсюда начальная скорость ра
кеты v должна быть та1<0ва, чтобы 

ти' ~ mgR ИЛИ tl)::. y2gR = 
2 

=у2· l0·6400000м/с = l,4·8000м/с = 11,2км/с. 
Если скорость ракеты равна 11,2 км/с, то ее траектория 
движения представляет собой параболу. При началь
ной скорости большей 11,2 км/с траектория станет ги
перболой. 

§ 12. Приближенное вычисление 
определенных интегралов 

При решении физических и техничес.ких задач встре
чаются определенные интегралы от функций, первооб
разные которых не выражаются через элементарные 

функции. Это привело к необходимости разработки так 
называемых приближенных формул вычисления опреде
ленных интегралов. Таких формул существует доста
точно много, но мы познакомимся лишь с двумя: фор
мулой трапеций и формулой парабол. 

Пусть требуется вычислить интеграл 

ь 

S f (х) dx, 
а 

где f (х) - непрерывная функция и f (х) :;;i,-0. 
Разобьем отрезок [а, Ь] на п равных частей точка

ми а=хо<х1<х2< ... <Х1н<х11.< ... <хn=Ь (рис. 109) и 
с помощью прямых X=X1t. построим п прямолинейных 
трапеций (эти трапеции заштрихованы на рис. 109), 
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сумму площадей которых будем считать приближенно 
равной площади данной криволинейной трапеции, т. е. 
имеем 

ь s f (х) dx ::::::: f (хо) ~ f (х1) (х1 - Хо) + 
а 

+ f (х1) + f (Xi} (X:i _ Xi) + ... + / (Хп-1) + f (хп) (хп-Хп-~) = 
2 2 

п-1 

= Ь~а { f (а) + f (Ь) + 2 ~ f (xk) } , 
k=I 

где соответственно f(х1н) и f (х11.) - основания трапе
ь- а 

ций, а х" - Xk-1 = - их высоты. 
п 

у 

Рис. 109 

Таким образом, получили приближенную формулу 
Ь п-1 

~ f (х) dx::::::: ь 2па { f (а) + f (Ь) + 2 ~ f (xk)} , 
а k=I 

которая и называется формулой трапеций. Она будет 
тем более точной, чем больше будет число п. 

1 
Вычислим интеграл [ x2dx. 

Точное значение этого интеграла находится легко: 

1 

S xzdx=~11 =-1 =0,3333 ... 
3 о 3 

ll 
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Вычислим по формуле трапеций приближенное значе
ние. Возьмем ti=5. Тогда будем иметь 
а=Хо=О, Х1=0,2, Х2=0,4, Хз=О,6, Х4=0,8, Xs= 1 =Ь 

и соответственно 

f(xo) =0, f(x1) =0,04, f (х2) =0,16, f(хз) =0,36, f(x4) = 
=0,64, f (xs) = 1. 

Значит, 
1 

r x2dx ~ - 1-{1 +2[0,04+0,16+0,36+0,64]} = 3•4 = 0,34. J 10 10 
о 

Поскольку точное значение интеграла есть 0,3333.", то 
абсолютная ошибка меньше 0,007. Во многих техниче
ских задачах эта точность достаточна. 

Если увеличим число п, то, естественно, точность бу
дет большей. Так, например, при n= 10 

1 

Sx2dx::::: - 1-{1 + 2·2,85} = 6•7 = 0,335, 
20 20 

о 

т. е. абсолютная ошибка будет меньше 0,002. 
В более полных курсах доказывается, что если f (х) 

имеет на [а, Ь] непрерывную вторую производную, то 
абсолютная ошибка формулы трапеций не больше, чем 

k (Ь-а)s 

12n1 

где k - наибольшее значение 1 f" (х) 1 на отрезке [а, Ь]. 
К сожалению, с ростом числа п увеличивается не 

только точность вычисления определенного интеграла, 

но и объем вычислительной работы. Однако эдесь на 
помощь приходят электронно-вычислительные машины. 

Вычислим приближенно интеграл 
1 

S dx 

l+x 
о 

по формуле трапеций при n= 10. Разобьем отрезок 
[О, 1] на 10 равных частей точками х0 =0, х1 =0,1, ... , 
Xg=0,9, Х10= 1. Вычислим приближенно значения функ
ции f(x) = 1/ (1 +х) в этих точках: 

f (О)= 1,0000, f(0,5) =0,6667, 
f (0,1) =0,9091, f(0,6) =0,6250, 
f (0,2) =0,8333, f(0,7) =0,5882, 
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f {0,3) =0,7692, 
/(0,4) =0,7143, 
f{0,5) =0,6667 

По формуле трапеций получим 
1 

/(0,8) =0,5556, 
f (0,9) =0,5263, 

f(l) =0,5000. 

S ~;:=::: - 1 ( l.ooo+o.sooo +о,9091+0,8333+ 
l+x 10 2 

о 

+О,7692+0.1143+0.6667 +o,6250+0,sss2+0,5556+ 
+О,5263.) = 0,69377 ~ 0,6938. 

Произведем оценку погрешности полученного резуль
тата. Так как 
f(x) = l/(l+x). то f'(x) = -l/(l+x)2, f"(x) =2/(l+x) 3 • 

На отрезке [О, 1] имеем 1 f" (х) 1 <:2. Следовательно, в 
качестве k можно взять число 2. Отсюда находим оцен
ку погрешности: 

2/(12· 102) = 1/600<0,0017. 
Для получения точного значения данного интеграла вы
числим его по формуле Ньютона - Лейбница, получим 

1 

S-1dx =ln{I+x) 1' =ln2~0,69315. 
+х о 

о 

Видим, что абсолютная ошибка результата, полученно
го по формуле трапеций, меньше 0,0007. Это говорит о 
том, что формула, выражающая величину погрешности 
фррмулы трапеций, дает довольно грубую оценку по
грешности и имеет больше теоретическое, чем практи
ческое, значение. 

Идею, которая была использована при построении 
формулы трапеций, можно развивать дальше и исполь
зовать для получения более точных приближенных фор
мул для вычисления определенного интеграла. Напри
мер, если будем заменять график . подынтегральной 
функции на отдельных отрезках [х11-1, х11] не хордами, 
как при выводе формулы трапеций, а дугами парабол 
с осями, параллельными осн Оу, то придем к формуле 

ь Ь а 
Jf(x)dx~ -=-[uо+У2п+2(У2+У4+ ". +У2,1-2)+ 
" бn 

+4{У1+Уз+ ". +У2п-1)]. 
Эта формула называется формулой парабол или фор
мулой Симпсона *. 

* Симпсо11 Томас (1710-1761) - англиАскиА математик. 
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В этой формуле, как и в формуле трапеций, предпо
лагается, что отрезок [а, Ь] разбит точками х0=а, 
х1, .", Х2п=Ь, xo<xi< ... <х2п на 2n равных частей. 
Значение функции f(x) в нечетных точках разбиения 
х1, Хз, ... , Х2п-1 входит с коэффициентом 4, в четных 
Х2, Х4, "" Х2п - с коэффициентом 2 и в двух граничных 
Хо=а, Х211=Ь - с коэффициентом 1. 

Вывод формулы Симпсона не содержит новых идей 
по сравнению с выводом формулы трапеций, но являет
ся более громоздким. Мы на нем останавливаться не 
будем. 

Геометрический смысл формулы Симпсона очевиден: 
площадь криволинейной трапеции, лежащей под графи
ком функции f(x) на отрезке [а, Ь], приближенно за
меняется суммой площадей фигур, лежащих под пара
болами. 

В полных курсах доказьшается, что есJш функция 
f(x) имеет непрерывные производные до четвертого по
рядка включительно, то абсолютная величина погреш
ности формулы Симпсона не больше, чем 

М (Ь-а) 5/2880п4 , 
где М - наибольшие значения 1f(x)<4)1 на отрезке [а, Ь]. 
Выше отмечалось, что погрешность трапеций оценивает
ся числом 

k (Ь-а) 3/l2n2 (k=rnaxlf"(x) 1). 
[а,Ь] 

Так как n4 растет быстрее, чем п2, то погрешность фор
мулы Симпсона убывает значительно быстрее, чем в 
случае формулы трапеций. Этим и объясняется, что 
формула Симпсона дает большую точность, чем форму
ла трапеций. 

Для сравнения точности приб.'!иженных формул вы
числим снова интеграл 

1 r dx 

.J 1 + х 
о 

по формуле Симпсона при n=4. Разобьем отрезок 
[О, 1] на четыре равные части точками хо=О, х1= 1/4, 
х2= 1/2, х3 =3/4, Х4= 1 и вычислим приближенно зна
чения функции f(x)=l/(l+x) в этих точках: Yo=l,000, 
Yi=0,8000, 

У2=0,6667, у3 =0,5714, У•=О,5000. 
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По формуле Симпсона получим: 
1 

S dx Ь-а 
1 + х ::::::: ~ [Yo+u.+2u2+4 (У1 +из)]= 

о 

= 1-0/12(1,ОООО+О,5000+2 ·О,6667+4(0,8000+ 
+О,5314)] ~ 0,69325. 

Произведем оценку погрешности полученного результа
та. Для подынтегральной функции f (х) = 1/ (1 +х) име
ем: f(x)<4>=24(1+x} 5, откуда следует, что на отре'Зке 
(О, 1] /f(x)<4>/ <:24. Следовательно, в качестве М можно 
взять число 24. Отсюда находим оценку погрешности: 

24/(2880-44) <0,0004, 
из которой видно, что оценка погрешности формулы 
Симпсона намного точнее оценки погрешности формулы 
трапеций. 

Кроме того, абсо11ютная ошJJбка результата, полу
ченного по формуле Симпсона, по сравнению с точным 
меньше 0,0001. Это говорит о том, что формула Симпсо
на значительно точнее формулы трапеций даже при 
меньшем количестве точек разбиения. Поэтому этой 
формулой для приближенного вычисления определенно
го интеграла пользуются чаще, чем формулой трапеций. 

Как выше отмечалось, приближенные формулы для 
вычисления определенного интеграла применяются в 

тех случаях, когда первообразная аналитически задан
ной функции не выражается в элементарных функциях. 

В качестве иллюстрации к сказанному вычисщ1м ин
теграл 

1 
/е-х• dx * 

по формуле Симпсона с точностью до 0,001. 
Чтобы подобрать необходимое для обеспечения за

данной точности число 2п, найдем f (х)<4>. Последова
тельно дифференцируя функцию f(xJ =г-х•, получвч 

f (х)<4>=4г-х• (4х4-12х +З). 
Так как на отрезке (О, 1] е-х• -<:1, /4х4-12х2+З/ <:5, то 
/f(x)<•>/ ...;;:20. Следовательно, в качестве М можно взять 
число 20. Используя формулу погрешности, получаем 

20/2880n4< 1/1000, 
* Рассматриваемый интеграл не выражается через элементар

ные функции, но имеет боJIЬшое значение в статистической физике, 
теории теплопроводности и диффузии. 
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откуда 

n4< 1000/144. 
Для того чтобы выполнялось это неравенство, достаточ
но взять n=2, т. е. 2n=4. 

Разобьем теперь отрезок [О, 1] на четыре равные 
части точками х:о=О, х1=1/4, Х2= 1/2, х3 =3/4, Х4= 1 
и вычислим приближенно значения функции f (х) е-х2 

в этих точках: Уо= 1,0000, Yi=0,9394, У2=0,7788, 
Уз=О,5698, У•=О,3679. Применяя формулу Симпсона, 
получим 

1 1 
Je-x• dx~ J2[1,0000+0,3679+2·0,7788+ 
о 

+4 (О,9394+0,5698)] ~ 0,7469. 
Таким образом, 

1 
[ех• dx~0,747 

с точностью до 0,001. Таким образом, разбив отрезок 
[О, 1] всего на четыре части и заменив рассматривае
мый интеграл суммой, стоящей в правой части форму
лы Симпсона, мы вычислим этот интеграл с нужной нам 
точностью. 

На этом заканчивается первая часть курса - ана
лиз функций одной переменной. 



Часть 11 

АНАЛИЗ ФУНКЦИЯ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Естественным продолжением данного курса являе·r
ся изучение функций не одной, а двух и более пере
менных. Однако прежде чем перейти к рассмотрению 
таких функций, нам необходимо познакомиться с неко
торыми понятиями аналитической геометрии в прост

ранстве, так как, например, областью определения 
функции двух переменных является уже не прямая (или 
ее часть), а плоскость (или ее часть). Графиком функ
ции двух переменных является некоторая поверхность 

в пространстве. 

В этой части мы познакомимся также с такими по
нятиями высшей алгебры, как матрица и определитель, 
важными не только для изучения математического ана

лиза, но имеющими широкое применение в других раз

делах математики. 

r лав а IX 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 1. Точка и координаты 

Прямоугольная система координат в пространстве 
определяется заданием линейной единицы для измере
ния длин и трех пересекающихся в одной точке взаим
но перпендикулярных осей: Ох, Оу и Oz. 

Точка О - начало координат, Ох - ось абсцисс, 
Оу - ось ординат, Oz - ось аппликат. 
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Пусть М - произвольная точка пространства 
(рис. 1). Проведем через точку М три плоскости, пер
пендикулярные координатным осям Ох, Оу и Oz. Точки 
пересечения указанных плоскостей с осями соответст
венно обозначим через Мх, Ми и Mz. ПрямоугОJiьными 
координатами точки М называются числа 

х=ОМх, у=ОМ11 , z=OMz, 
где х, у, z - величины отрезков ОМх, ОМ11 , OMz, при 
этом х называется абсциссой, у - ординатой, а z - ап
пликатой точки М. 

Таким образом, при выбранной системе координат 
каждой точке М пространства соответствует единствен

z 
f'f;z 

,,,./ -------/""'1 
г-- ------rн 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 о 1 1 
1 -""7f----+---.J--
I 1 / f'fy !/ 

х 

11;- _____ _у 

Рис. 1 

ная упорядоченная тройка 
чисел (х; у; z) - ее прямо
угольные координаты и, об
ратно, каждой упорядочен
ной тройке чисел (х; у; z) 
соответствует, и притом од

на, точка М в пространстве. 
Итак, прямоугольная сис

тема координат в простран

стве устанавливает взаимно

однозначное соответствие 

между множеством всех то

чек пространства и множест

вом упорядоченных троек 

чисел. 

Плоскости Оху, Oyz, Oxz называются координатны
ми плоскостями. Они делят все пространство на восемь 
частей, называемых октантами. 

§ 2. Понятие вектора 

1. Скалярные и векторные величины. В физике, ме
ханике и других прикладных науках существуют такие 

величины, которые полностью определяются заданием 

некоторого числа. Таковы, например, объем, масса, 
плотность, температура тела и др. Такие величины на
зываются скалярными. В связи с этим числа иногда на
зывают скалярами. Но есть и такие величины, которые 
определяются заданием не только числа, но и некото

рого направления. Например, при движении тела мы 
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должны указать не только величину скорости, с кото

рой движется тело, но и направление движения. Точно 
так же, изучая действие какой-либо силы, необходимо 
указать не только величину этой силы, но и направле
ние ее действия. Такие величины называются вектор
ными. Для их описания было введено понятие векщра, 
оказавшееся полезным для математики. 

2. Определение вектора. Любая упорядоченная пара 
точек А и В пространства определяет так называемый 
направленный отрезок, т. е. отрезок вместе 
с данным на нем направлением. Если точка 
А - первая, то ее называют началом направ-
ленного отрезка, а точку В- его концом. На- "() 
правлением отрезка считается направление от 

начала к концу. 

О п р е д ел е н и е 1. Направленный отрезок 
(и.ли, что то же, упорядоченная пара точек) 
называется вектором. Рис. 2 

Другими словами, вектор - это есть пря
молинейный отрезок, имеющий начало и конец. 

Вектор обозначается символом АВ, причем первая 
буква обозначает начало вектора, а вторая - его ко
нец. Вектор также обозначается и одной буквой с чер
точкой наверху, например ii. Направление вектора на 
рисунке указывается стрелкой (рис. 2). 

Вектор, у которого начало и конец совпадают, назы-

вается ну.левым и обозначается О или просто О. 
Расстояние между началом и концом вектора назы-

вается его длиной и обозначается 1АВ1 или 1ii1. 
Векторы ii и Б называются коллинеарными, если они 

лежат на одной прямой или на параллельных прямых. 
Нулевой вектор будем считать коллинеарным любо

му вектору, так как он не имеет определенного направ-

ления, длина его, разумеется, равна нулю, т. е. 101 =О. 
Теперь мы можем сформулировать важное понятие 

равенства двух векторов. 

О пр еде л е ни е 2. Векторы ii и Б называются рав
ными ( ii = Б), если они коллинеарны, одинаково направ
лены и равны по длине. 

На рис. 3 изображены слева неравные, а справа рав
ные векторы ii и Б. Из определения равенства векторов 
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СJiедует, что вектор можно переносить параллельно са· 

мому себе, т. е. начало вектора может быть в любой 
точке пространства, но длина и направление фиксиро

ваны. Такие векторы называются свободными. 
В механике и физике кроме свободных векторов 

рассматривают скользящие и связанные векторы. 

Скользящими называют такие векторы, которые не 
только равны, но и лежат на одной прямой. Связанны-

Рис. 3 

1 
1 
1 

т--А"':',-+-----+ 

Рис. 4 

и 

ми называются такие векторы, которые не только рав

ны, но и имеют общее начало. 
В дальнейшем изложении будем пользоваться толь

ко свободными векторами, называя их просто векто
рами. 

3. Проекция вектора на ось. Пусть в пространстве 

заданы числовая ось Ои и некоторый вектор АВ. Про
ведем через точки А и В плоскости, перпендикулярные 
к оси Ои. Обозначим через А' и В' точки пересечения 
этих плоскостей с осью (рис. 4). 

Проекцией вектора АВ на ось Ои называется 

1
1 А' В' 1. если направление А' В' совпадает с 

направлением Ои, (I) 

-1 А' B'I, если направление А' В' противо
положно направлению Ои. 

Проекция вектора АВ на ось Ои обозначается Пр.uАВ. 
Имеет место 
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Теорем а 9.1. Проекция вектора АВ на ось Ои рав
на длине вектора АВ, умноженной на косинус угла на
клона вектора АВ к оси Ои, т. е. 

Пр.и АВ = \ АВ 1 cos ер, (2) 

где через ер обозначен угол между вектором АВ и осью 
(рис. 5). 

"' Д о к а з а т е л ь с тв о. Если ер -< - (рис. 5, а). то 
2 

--- -- те 
в силу (1) Пp.uAB=IA'B'l=IABlcosep. Если ер>2 

(рис. 5,б), то в силу (1) Пp.uAB=-IA'B'I= 

в 

А~ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

l<1d 
А' 81 и 

а 

Рис. 5 

= -IAB 1 соs(:п:-ср) = IAB 1 cos ер, т. е. для любого угла ер 
справедливо равенство (2) 8 

3 а меч ан и е 1. Пусть А1В1 =А2В2 и дана какая-то 
ось Ои. Применяя к каждому нз этих векторов фор
мулу (2)' получим 

Пр.uА1В1 = Пр.uА2В2, 
т. е. равные векторы имеют равные проекции на одну 

и ту же ось. 

4. Прое.кции вектора на оси координат. Пусть в про
странстве заданы некоторая прямоугольная система 

координат и произвольный вектор АВ. Пусть, далее, 
Х=Пр.хАВ, У=Пр.уАВ, Z=Пp.zAB. Проекции векто-
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ра АВ на оси координат, будучи заданы, определяют 
его с точностью до положения в пространстве. Поэтому 

проекции Х, У, Z вектора АВ называют его координа
тами. При этом пишут 

АВ={Х; У; Z}. 

Теор е м а 9.2. Каковы бы ни были 

А (х1; У1; z1) и В (х2; у2; z2), координаты 
определяются формулами 

Х=х2-Х1, У=у2-У1, Z=z2-z1. 

две точки 

вектора АВ 

(3) 

До к а з а тел ъ ст в о. Проведем через точки А и В 
плоскости, перпендикулярные к оси Оу, и обозцачим 

z z 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

1 1 
~в• 

о 
в•~ A'I 

!lz !/ !/z у, !/1 

х а 
х 

lf 

Рис. 6 

точки их пересечения с осью Оу соответственно А' и В'. 
Точки А' и В' на оси Оу будут иметь координаты У1 
и У2. Тогда, если У2>У1 (рис. 6, а), то в сипу (1) 

Пр.6АВ 1 А' В' 1 = У2-У1 =У. 

Если У2<У1 (рис. 6, б), то вектор А' В' имеет проти
воположное направление с осью Оу, и в силу (1) 

Пр.6АВ =-1А'В'1 =-(у1-У2) = У2-У1 ==У. 
Аналогично устанавливаются и остальные форму

лы (3). 
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3 а м е ч а ни е 2. Если вектор АВ выходит из начала 
координат, т. е. X1=Y1=Z1=0 и Х2=Х, У2=у, z2=z, то 
координаты Х, У, Z вектора АВ раsны координатам 
его конца: 

Х=х, У=у, Z=z. 

5. Направляющие косинусы вектора. Пуi:ТЬ дан про
извопьный вектор а={Х; У; Z}, для простоты будем счи
тать, что ii выходит из начала координат. Через А 
обозначим конец вектора 
и проведем через эту точ

ку плоскости, перпенди

кулярные к осям. Вме
сте с координатными 

плоскостями они образу
ют прямоугольный па
ралпелепнпед, диаго

налью которого служит 

отрезок ОА (рис. 7). Из 
элементарной геометрии 
известно, что квадрат 

длины диагонали прямо

угольного па раллелепипе

да равен сумме квадра-

z 
Az ---------::'\ /1 

,/ 1 
/ 1 
А 1 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

JJ yl 1 А 

1 / 
1 / 
1/ ---------.J 

А" 
х 

Рис. 7 

тов длин трех его смежных сторон. Следовательно, 

1ол1 2= 10Axl 2+ 10Agl 2+ 1ол.1 2. 

Но 1ОА1 = liil, 1 OAxl =Х, 1 OAvl =У, / OAzl =Z; таким 
образом, из последнего равенства получаем 

1al2=х2+ r2+z2, 
или 

lal =-VX1 +уа+ za. (4) 

Формула (4) выражает длину произвольного вектора 
через его координаты. 

Обозначим через а, р, у углы наклона вектора а 
с осями координат. Из (2) и (4) получаем 

х у 
cos а = cos ~ = -:;-;::;;:;;::;::::;:;;;::::=:;;;;-

У~ +~+Р' V~+~+P' 
z . cos 'V = "':'7';;;::::;::::;::;:;;===;;;;: yx1+V1+za' 
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cos а, cos р, cos у называются направляющими косину
сами ве1<тора ii. 

Возводя в квадрат левую и правую части каждого 
из равенств (5) и суммируя полученные результаты, 
найдем: 

cos2a + cos2~ + cos2y = 1, (6) 

т. е. сумма квадратов направляющих косинусов любого 
вектора равна единице. 

В заключение данного пункта рассмотрим задачу. 
Пусть даны две произвольные точки М1 (х1; у1; z1) и 
М2(х2; У2; z2). Нужно найти расстояние d между ними. 
Искомый результат получается сразу при помощи тео
ремы 9.2 и формулы (4). Имеем 

М1М2={х2-х1; У2-у1; z2-z1}, 

а так как d есть длина вектора 'Лft'М2 , то 

d= IM1M2I =V(x2-X1)2+ (У2-У1)2 + (z2-z1)11. (7) 

Формула (7) и дает решение поставленной задачи. 

§ 3. Линейные операции над векторами и их основные 
свойства 

Линейными операциями над векторами называются 
операции сложения векторов и умножения векторов на 

числ.а. 

О п р еде л е н и е с л о ж е н и я д в у х в е к т о р о в. 
Пусть даны два вектора ii и Б. Суммой ii+Б называет
ся вектор, который идет из начала вектора ii в конец 
вектора Б при условии, что вектор Б приложен к концу 
вектора li (рис. 8, а). 

3 а меч ан и е 1. Действие вычитания векторов, как 
и в арифметике, обратно действию сложения, т. е. раз· 
ностью двух векторов ii и Б называется вектор Б-li, 
который в сумме с вектором ii составляет вектор Б 
(рис. 8, б). 

3 а м е ч а ни е 2. Определив сумму двух ве·кторов, 
можно вычислить сумму любого числа векторов. Пусть, 
например, даны три вектора ii, Б и ё. Сложив ii и Б, 
получим вектор а+Б. Прибавив теперь к нему векторё, 
получим вектор а+Б+ё. 
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Определение произведения вектора на 
числ о. Пусть даны вектор ii и число Л. Произведе
нием Лii (или iiЛ.) называется вектор, который колли
неарен вектору ii, имеет длину, равную / 'Л 11 ii /, и на
правление такое же, как у вектора ёi, если Л>О, и про
тивоположное, если Л<О (рис. 9). 

jj .... 

(А>О) A.ii -
1~ 

"г ... (] {Л.LО} 

а 5 

Рис. 8 Рис. 9 

Геометрический смысл операции умножения вектора 
на число можно выразить следующим образом: если 
1ЛI>1, то при умножении вектора ii на число 'Л век
тор ii «растягивается» в Л раз, а если 1Л1<1 - «сжи
мается». При Л<О происходит еще изменение направ
ления вектора на противоположное. На рис. 9 1ЛI>1. 

Замечание 3. В случае, когда Л=О или ii=O, 
произведение Лii имеет модуль, равный нулю, и, следо
вательно, представляет собой нулевой вектор. 

Основные свойства линейных операций 

1°. ii+Б=Б+ii (переместительное свойство суммы). 
Доказательство. Приложив вектор ii и Б к од

ной точке О, построим на них параллелограмм (рис. 10). 
Тогда 

ii=OA, Б=АС, а+Б=ОС, 
Б=ОВ, ii=BC, Б+ii=OC. 

Следовательно, OC=ii+Б=Б+ii • 
2°. (ii+Б) +ё=ii+ (Б+ё) (сочетательное свойство сум
мы). 
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До к аз ат ель ст в о. Расположим рассматривае
мые векторы так, чтобы вектор 6 был приложен к кон
цу вектора а, а вектор ё - к концу вектора 6. Обо
значим буквой О началQ вектора а, буквой А - его 
конец, буквой В - конец вектора 6 и буквой С - ко
нец вектора ё (рис. 11). Тогда 

(а+Б) +ё= (ОА+АВ) +ВС=ОВ+ВС=ОС, 

а+ (Б+ё) =ОА+ (АВ+ВС) =ОА+АС=ОС. 

Следова1:ельно, ОС= (а+Б) +ё=li+ (Б+ё) 8 

в 

А 

о 

Рис. 10 Рис. 11 

3°. Рассмотрим теперь три свойства линейных опера
ций, которые относятся одновременно к сложению век
торов и умножению вектора на число. Пусть Л. и µ -
произвольные числа, а и 6 - любые векторы. Тогда 

1) Л.(µа) = (Лµ)а (сочетательное свойство умно
жения); 

2) (Л+µ)а=Лii+µа (распределительное свойство 
относительно суммы чисел); 

3) i.(а+Б) =Лii+Л.6 (распределительное свойство 
относительно суммы векто

ров). 
До к аз ат ель ст в о. Докажем первое свойство. 

Векторы Л(µа) и (Лµ)а коллинеарны (лежат на одной 
прямой), одинаково направлены (их направления либо 
совпадают с направлением вектора li, если Л. и µ одно
го знака, либо противоположны, если Л и µ разных зна
ков) и имеют одинаковые длины ( 1Л(µа)1 = /Л.11 µа/= 
= IЛ.11µlltil=1 Лµl \а\), следовательно, они равны. 
Если хотя бы одно из чисел Л, µ или вектор li равны 
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нулю, то обе части равенства 1) обращаются в нуль. 
Свойство доказано. 

Докажем второе свойство. Пусть сначала Л. и µ од
ного знака. Тогда векторы (Л+µ)а и Л.а+µа коллинеар
ны (лежат на одной прямой), одинаково направлены 
(при Л.>0, µ>0 их направления совпадают с направле
нием вектора ii, а при Л<О, µ<О противоположны а). 
Так как векторы 'Ад и µа направлены одинаково, то 
длина вектора Л.й+JJ:й равна 1ла+µаl = IMI + lµiil = 
= IЛI 1а1 + lµl lйl = (/ЛI + lµI) liil = IЛ+µl liil, т. е. рав
на длине вектора {Л+ µ)а. Таким образом, векторы 
(Л+ µ)а и Л.а+ µа коллинеарны, одинаково направлены 
и имеют равные длины, следовательно, они равны. 

Пусть теперь Л и µ разных знаков и для определен
ности IЛI > 1 µI. В этом случае векторы (Л+ µ)а и 
Л.а+µа направлены так же, как вектор А.а. Дли
на вектора Л.а+µа равна IЛa+µiil=IЛiil-lµa/= 
=IЛllal-lµllal=(IЛl-lµl)lal=IЛ+µl lal, т. е. рав
на длине вектора (Л+ µ)а. Следовательно, и в этом спу
чае векторы (i.+µ)ii и Ла+µа равны. Если же IЛI = \µ! 
и знаки Л. и µ разные, то обе части равенства 2) равны 
нулю. То же самое будет, если вектор а=О или Л. и µ 
равны нулю одновременно. Равенство 2) очевидно, если 
хотя бы одно из чисел Л., µ или вектор а равны нулю. 
Свойство доказано. 

Докажем третье свойство. Пусть а и 5 - неколли-

неарные векторы и Л.>0. Построим векторы ОВ=а+Б, 

ОА'==а·"- и ОВ'= (а+Б) ·Л. (рис. 12). Из подобия тре
угольников ОАВ и ОА' В' и определения операции ум-
ножения векrора на чиспо следует, что А' В' 5 · ').. Тогда 
из треугольника ОА'В' получим: ОА' +А'В'= ОВ', или 
л.а+Л.Б=~Л.(а+Б), т. е. равен-
ство З). Случай "-<О рассмат- В' 
рнвается аналогично. 

Если а и Б - коллинеар
ные векторы и '}., - любое, то 
вектор 6 можно представить в 
виде Б=µй и равенство 3) 
следует из равенства 2). Дей-
ствительно ("-+Лµ)й=Л(l+ 0 А' 
+µ)а = Л(а+µа) = м+лµа. А 
Отсюда получаем Л(а+Б) = Рис. 12 
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=м+ЛБ. Равенство 3) очевидно, если один из векторов 
ii, Б' или число Л равны нулю. Свойство доказано 8 

3 а м е ч а ни е 4. Доказанные свойства линейных 
операций имеют фундаментальное значение, так как они 
дают право проводить над векторами обычные алге
браические действия. Например, в силу второго и тре
тьего свойств 3° можно проводить умножения скаляр
ного многочлена на векторный многочлен «почленно:.. 

§ 4. Теоремы о проекциях векторов 

Рассмотрим две основные теоремы о проекциях. 
Теорем а 9.3. Проекция суммы двух векторов на 

ось равна сумме их проекций на эту ось, т. е. 

Пр.и (ii1 + ii2) = Пp.uiit +Пp.uii2. 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим концы векторов 
ii1 и ii2 соответственно через А1, А2, начало вектора 

ii1 - через А, а через А', л; и А;- проекции на 
ось Ои точек А, А 1 и А2. Для определенности рассмот-

рим случай, когда направления векторов А' л; и л;А~ 
совпадают с направлением оси (рис. 13). Из построе
ния следует: 

(1) 

и, кроме того, 

IA'A;l=Пp.Jll• IA1A;l=Пp.u~• (2) 

В силу равенства ( 1) 

Пр.и(а~ + aJ = Пр.иАА2 =1 А' А; 1=1 А' A;I + 1л;л;1. (3) 

Из равенства (3), принимая во внимание (2), находим, 
что 

Пp.u(iit +ii2) =Пp.uiii +Пp.uii2. 

Остальные случаи взаимного расположения векторов 
рассматриваются аналогично 8 

Теорему можно обобщить на случай любого числа 
сnагаемых. 

Теорем а 9.4. При умножении вектора ii на число Л 
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его проекция на ось также умножается на это число, 

т. е. 

Пр.uМ=ЛПр.uа. (4) 

До к аз ат ел ьс тв о. Пусть ер - угол между векто
ром ii и осью Ои, а ер' - угол между вектором 'А.а и 
осью Ои (рис. 14). Тогда, если Л>О, то векторы а и Лii 
направлены одинаково и ер=ер'. Если Л<О, то векторы 

А~' 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

• 1 • 1 • 1 " 
О А 1 А; А~ и 

ll 

Рис. 13 Рис. 14 

ii и Лii иыеют противоположные направления и ер'= 
==n-cp. По теореме 9.1 имеем: 

при Л>О 

Пр.uЛа= /Лй 1 cos ер' =Л 1 ii/ cos ер' =Л 1 а lcos ср='ЛПр.uа, 

при Л<О 

Пр.uМ= p.alcosep'= IЛI /alcoscp'= 
=-Лlalcos(n-cp) =-Л/iil (-coscp) = 

==Л/а 1 coscp=ЛПp.uii, 

при Л=О равенство (4) очевидно. Таким образом, при 
любом ЛПр.uЛа=ЛПр.uii 8 

Из доказанных теорем вытекают два важных след
ствия. 

С л ед ст в и е 1. Из теоремы 9.3 вытекает, что если 
а={Х1; У1; Z1} и Б'={Х2; У2: Z2}, то ii+o={X1+X2; 
У1 + У2; Z1 +Z2}. 
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С л ед ст в и е 2. Из теоремы 9.4 вытекает, что если 
а={Х; У; Z}, то для любого числа ).. будет Л·а= 
={АХ; ЛУ; ЛZ}. 

В частности, из только что сказанного легко выво
дится условие коллинеарности двух векторов. В самом 
деле, равенство 5=Лii равносильно равенствам 

Х2=АХ1, У2=ЛУ1, Z2=AZ1, 

или х, = ь_ = ь... (5) 
Х1 У1 Za 

т. е. векторы а и [j коллинеарны в том и только в том 
случае, когда их координаты пропорциональны. 

z 

§ 5. Раэложение вектора по базису 

Рис. 15 

Пусть векторы i', j k - еди
ничные, т. е. lil = lil = 
= l li 1 = 1, приложены к на
чалу координат и каждый 
направлен на своей оси в 
положительную сторону 

(рис. 15). Тогда имеет ме
сто 

11 Теорема 9.5. Любой 
вехтор ii может быть един
ственным образом разложен. 
по базису i, j, Fi, т. е; может 
быть представлен в виде 

a=Лl+µi+vli, (1) 

где Л, µ, v - некоторые числа. 
Доказательство. Приложив вектор а к началу 

координат, обозначим его конец через А. Проведем че
рез точку А плоскости, перпендикулярные осям коорди
нат. Пусть А.с, Av, Аг - точки пересечения этих плос
костей с осями координат. По определению сложения 
векторов имеем 

a==OB+OAz, OB==OA.c+OAv. (2) 
Из равенства (2) получаем 

ii=OAx+OAн+DA.r:. (3) 
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Кроме того, можем записать 

ОАх=Лi, OAy=µj, OAz=Vk 

('-, µ, v - некоторые числа). 

Из равенства (3) и соотношений ( 4) получаем 

ii=Лi+ µj+'Vli. 

(4) 

Для доказательства единственности представления 
( 1) установим, что 

'J..=X, µ=У, v=Z, 

где Х, У, Z - координаты вектора а. 
Покажем, например, что Л=Х. Так как Х= IOAxl, 

если ОАх имеет то же направление, что и вектор i, 
и Х = -1ОАх1, если вектор ОАх имеет направление, 
противоположное направлению вектора i, то OAx=Xi. 
Сравнивая с равенством ОАх=Лi, получаем Л=Х. 

Аналогично показывается, что µ=У и v=Z 8 

§ 6. Ска.пярное прон3ведение и его основные свойства 

Этот и следующие два параграфа посвящены рас
смотрению некоторых нелинейных операций над век
торами. 

О пр еде л е ни е. Скалярным произведением двух 
векторов ii. и 6 называется число (скаляр). равное про
изведению длин этих векторов на косинус угла между 
ними. Если хоть один из векторов нулевой, то угол не 
определен, и скалярное произведение по определению 
полагают равным нулю. 

ъ 

Рис. 16 Рис. 17 
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Скалярное произведение обозначается ii·Б. Итак, 

ii . 5 = 1 ii 1 / 6 / cos ер. 

Так как \a\cosq>=Пp.-a, lb/coscp=Пp,_ii (рис. 16), 
ь IJ 

то можем записать 

(1) 

Понятие скалярного произведения имеет свой источник 
в физике. Именно, если вектор ii изображает силу, точ
ка приложения которой перемещается из начала в ко
нец вектора Б (рис. 17), то работа А этой силы опре
деляется равенством 

А= /ii/ /6/coscp. 

Рассмотрим некоторые свойства скалярного произ
ведения. 

Апrебранческ11е своilства скалярного произведения 

1°. ii · Б = ii • Б (свойство перестаново•тости сомножи
телей). 
До к аз ат ель ст в о. По определению скалярного 

произведения ii·Б= \ii/ \6/coscp и 6·ii= /Б\ \ii\coscp, но 
1а11б1 = 1Б11 ii /, поскольку это есть произведение чисел. 
Следовательно, а· б = б ·а 8 

2°. (Лii) ·Б=Л(ii·б) (свойство сочетательности отно-
сительно умножения на число). 
До к а з ат ел ь ст в о. По формуле ( 1) 

(Ла)·Ь = /Ь\Пр.-(Ла), 
ь 

но согласно теореме 9.4 

Пр. - (Ла) = л Пр._ а. 
ь ь 

Таким образом, 

(Ла)·Ь = 1ь1Пр.-(Ла)=1 Ь\ л Пр,_а = л ( /bl Пр._ а). 
ь ь ь 

С другой стороны, по _!ОЙ же формуле ( 1) 

1ь 1 пр.ь а= а-Ь. 
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Следовательно 

<Ай>. ь = л. < 1 ь1 пр._ й> = л. <а -Ь) 
ь 

3 а меч ан и е 1. Из свойств 1° и 2° следует, что 
(А.а) • (µБ) = ()... µ) (ii· Б). Действительно, (Ла) • (µБ) = 
=Л.[а· (µБ)]=Л[(µБ) ·аJ=Л[µ(Б·а)]= (Лµ) (ii·Б). 

3°. ii· (Б+ё) =ii·Б+ii·ё (свойство распреде.лите.льно
сти относите.льно сложения). 
До к аз ат ель ст в о. По формуле ( 1) 

й-<Ъ + ё) = 1а-1пр._ <Ь + ё>. 
а 

но согласно теореме 9.3 

П~ (Ь +С) =Пр._Ь +Пр.-ё. 
а а а 

Таким образом, 

а-(Ь +С)= lа\Пр._ (Ь +с)= lа\(Пр.-Ь +Пр._ё) = 
а а а 

= 1аlПр._Ь + 1а1 Пр._ё. 
а а 

С другой стороны, по той же формуле (1) 

1а1пр._ь=а-ь и 1-а1пр._ё = а-ё. 
а а 

Следоватепьно, 

а·(Ь + ё) = lа\ПР·-Ь + lа\ПР·-С = а·Ь + (i.ё. 
а а 

3 а меч ан и е 2. Доказанное свойство дает право 
при скалярном перемножении векторных многочленов 

выполнять действие почленно. В силу свойства 1° мож
но при этом не заботиться о порядке сомножителей, 
а свойство 2° позволяет (см. замечание 1) объединить 
числовые коэффициенты векторных сомножителей. На
пример: 

(2ii+5Б) · (Зё+4а) = 

= (2ii+5Б). (Зё) + (2а+5Б). (4а) = 

= (2а). (Зё) + (5Б). (Зё) + (2а). (4а) + (55). (4а) = 

=ба·ё+ 15Б·ё+ва.а+20Б.а. 
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Геометрические с:воliства скалярноrо произведения 

4°. ii · ii= 1ii/2, ее.ли ii*O. 
До к а з ат ел ь ст в о. По определению скалярного 

произведения ii·ii= /iil /ii/cosO= /ii/ 2, если /iil*O, т. е. 
если ii=FO • 

Скалярное произведение а· ii называется скалярным 
квадратом вектора а и обозначается а2 • На основании 
только что доказанного мы имеем: li2= /а/ 2 ; отсюда, 

в частности,~= /а/. 
5° ii·Б=O, если ii.lБ. 
До к а з ат ел ь ст в о. По определению скалярного 

произведения а· Б = 1ii11Б1 cos <р (О< ер< п). Если 
п - ~ 

ср = 2 . т. е. векторы а и и перпендикулярны друг дру-

гу, то cos 2:.. =О; отсюда ii· Б=О. 
2 

Верно и обратное, если ii·b=O и /iil /Бl*О, то 
п cos ер= О и ер=-, т. е. векторы ii и 6 перпендикуляр-
2 

ны. 
Пр и мер. 

<а+ ь + с>-<2ь + эё) = а·'iБ +ь.2ь + ё.2ь + 
+ а-зё + ь.зё + ё.зё = 2й.ь + 2/i• + 2ё.ь + за.ё + 

+ зь.ё + зё2 = 2ii.ь + 2ь1 + sс.ь + за.ё + з'ё•. 
z 

j у 

Рис. 18 

3 а меч ан и е 3. Из гео
метрических свойств 4° и 5° 
для базисных векторов i, j, Я 
(рис. 18) непосредственно 
получаем следующие равен

ства: 

и 
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Выражение скалярного произведения через координаты векторов 

Теорем а 9.6. Если векторы ii и Б заданы свои1~т 
координатами: ii={X1; У1; Z1}, 6={Х2; У2; Z2}, то их ска
лярное произведение выражается формулой 

ii·Б=X1X2+ Y1Y2+Z1Z2. 

До к аз ат ель ст в о. Согласно теореме 9.5 разло
жим векторы ii и 6 по базису i', j, i: ii=X1i'+ Y1i+Z1li, 
6=X2i'+ Y2J+Z2i. На основании установленных алге
браических свойств 2° и 3° перемножим правые части 
равенств почленно: 

ii· Б=Х1Х2i2+Х1 Y2i · i+X1Z2i·li+ Y1X2l· l+ 
+ У1 Y2i2+ Y1Z2J·li+Z1X2li· i+Z1Y2li· j+Z1Z21i2• 

Откуда, пользуясь ~венствами (2), находим: а· Б = 
=Х1Х2+ Y1Y2+Z1Z2 8 

Из теоремы 9.6 вытекают два важных следствия. 
С л ед ст в и е 1. Необходимым и достаточным усло

вием перпендикулярности векторов li и Б является ра
венство 

(3) 

В самом деле, в силу свойства 5° ii·Б=O, если а и Б 
взаимно перпендикулярны, т. е. векторы ii и Б перпен
дикулярны в том и только в том случае, если выпол

няется равенство (3). 
Следствие 2. Угол между векторами ii и Б опре

деляется равенством 

Х1Х1+ У1У2 + Z1Z2 

cos ер = V х~ + Yf + zf V х~ + l1 + z~ · 
(4) 

Действительно, по определению скалярного произведе

ния ii · Б = 1ii11 Б 1 cos ср, отсюда 

а· ь 
COSq>= ---

1а1 1ь1 
(5) 

В силу теоремы 9.6 и формулы (4) § 2 из формулы (5) 
следует формула ( 4). 

Пример. Даны три точки A(l;l;l), В(2;2;1) и 
С(2; 1;2). Найти угол <p=LBAC. 
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Решение. Применяя теорему 9.2, находим: АВ = 
={1; 1; О}, AC={l; О; 1}. Отсюда на основании форму
лы (4) получаем 

l·l+l·O+O·l 1 cos ер = --;;:;:::::;=;:;;:::=::;;::-::г;:;:=;::::;;;:==?=::::. 
у-1•+1•+01 V1 1 +0•+1• - -f2·Y-2 2 

Следовательно, с:р=60°. 

§ 7. Векторное произведение и ero основные свойства 

Векторы а, 5 и ё называются компланарными, если 
они лежат в одной плоскости или в параллельных пло
скостях. 

Тройка векторов, приведенных к общему началу, на
зывается упорядоченной, если указано, какой из них 
считается первым, какой вторым и I<акой третьим. На
пример, если мы пишем: (а; 5; ё), то а считается пер
вым вектором, 5 - вторым, ё - третьим; если мы пи
шем: {5; ё; а), то 5 считается первым вектором, ё-вто
рым, а- третьим. 

Упорядоченная тройка некомпланарных векторов на
зывается правой, если из конца третьего вектора крат
чайший поворот от первого ко второму виден против 
часовой стрелки. В противоположном случае тройка на
зывается левой. 

Перейдем теперь к рассмотрению второго вида умно
жения двух векторов. 

Оп р еде лен и е. Векторным произведением векто
ра а на вектор 5 называется вектор, обозначаемый сим
волом аХБ, который определяется следующими тремя 
условиями: 

1) длина вектора ах5 равна \al 15\sinc:p, где с:р -
угол между векторами а и 5; 

2) вектор iiX 5 перпендикулярен к каждому из век
торов а и Б; 

3) векторы а, 5, iiXБ образуют правую троt'J.ку век
торов (рис. 19). 

Понятие векторного произведения имеет свой источ
ник в механике. 

Пусть к точке М твердого тела приложена сила F = 
=МК и пусть О - некоторая точка пространства. Как 
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известно нз механики, моментом силы F относительно 
точки О (центр момента) называется вектор Е, кото
рый: 1) имеет начало в точке О; 2) перпендикулярен 
к плоскости л:, проходящей через точки О, М, К; 3) на
правлен так, что из конца его сила F представляется 

I 

Рис. 19 Рис. 20 

вращающей плоскость л: вокруг точки О против часо
вой стрелки (рис. 20). Из рисунка видно, что J:, пред-
ставляет собой векторное произведение .С=ОМХОА, 
где OA=F. 

Рассмотрим основные свойства векторного произ
ведения. 

Геометрические свойства векторноrо произведения 

1°. iiXli=O, если а и 6 - коллинеарные векторы. 

Доказательство. Если векторы а и 6 колли
неарны, то sinq>=O. Следовательно, liiXбl = 
= 1а1161 sin q>= о, т. е. длина вектора ах 6 равна нулю, 
а значит, и сам вектор iiXli равен нулю • 

2°. Длина векторного произведения liiX61 равна 
площади параллелограмма S, построенного на векторах 
а и 6 (см. рис. 19). 
До к аз ат ель ст в о. Как известно нз элементар

ной геометрии, площадь параллелограмма равна произ
ведению его смежных сторон на синус угла между ни

ми. Отсюда liil lбlsincp=S, следовательно, liiXбl =S • 
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Алгебраические своАства векторного проиsаедения 

3°. iiXБ=-БXiJ. (свойство антиперестаноiючности 
сомножителей). 

Д о к а з а те л ь ст в о. Из определения векторного 
произведения следует, что векторы iJ.X6 и 6Xii имеют 
одинаковые длины (длина векторного произведения не 
зависит от порядка сомножителей), коллинеарны (они 
перпендикулярны одной и той же плоскости, в которой 
лежат векторы ii и 6), но направлены противоположно 

а1t'Б 

Рис. 21 Рис. 22 

(рис. 21), так как векторы ii, Б, iiX6 и 6, ii, 6Xii обра
зуют правые тройки, следовательно, iiXБ= -БXii 8 

4°. (Лii) ХБ=Л(iiХ6) • (свойство сочетательности по 
отношению к скалярному множителю). 
До к а з ат ел ь ст в о. Из определения векторного 

произведения следует, что 1A(iiX6) 1 = 1Л.11ii1161 sin ер, 
но 1 (Ла) ХБI = IЛI liil 16/sincp, поэтому векторы (м) х6 
и Л.(аХ6) имеют одинаковую длину; кроме этого, они 
перпендикулярны каждому нз векторов а и 6, а значит, 
коллинеарны друг другу и одинаково направлены 

(рис. 22) (при Л.>0 это очевидно, при А.<0 векторы Ла 
и а имеют противоположные направления, отсюда век
тор (Л.ii) Х Б направлен противоположно вектору iiX 6; 
но при Л.<0 вектор Л.(iiX6) также направлен противо
положно вектору iiX6, т. е. и при Л<О они имеют одн-

• К 9ТО14У равенству СВОДИТСЯ равенство аХ {).Ь) =-1..(аХЬ) при 
помощи перестановки сомножителей векторных произведеввй в его 
левой и правой частях с последующей заменой букв. 
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наковое направление), следовательно, они равны. При 
Л=О свойство очевидно 8 

5°. (а+Б) х ё=iiX ё+Бх ё"' (распределительное свой
ство относительно сложения). 
До к аз ат ел ь ст в о, Введем для доказательства 

единичный вектор ё0, направленный произвольным об
разом. Проведем через его начало О плоскость п, пер
пендикулярную ё0, и рассмотрим треугольник ОАВ со 
сторонами ОА=а, АВ=Б и ОВ=а+Б (рис. 23). Спроек
тируем треугольник ОАВ на плоскость rc, получим тре
угольник ОА1В1 (если точка А, лежит на прямой ОВ,, 
то треугольник ОА 1В 1 вырождается в отрезок). Повер
нем треугольник ОА1В1 вокруг ё0 на 90° по часовой 
стрелке, если смотреть из конца ё0, получим треуголь
ник ОА2В2. Обозначим через <р угол между векторами 

ёо и ii. Пусть для определенности О< q> < ~ (как на 
2 

рис. 23). Остальные случаи рассматриваются анало
гично. 

Рассмотрим вектор ОА2 • Длина этого вектора 

1 О Аа 1 = 1 ОА1 \ = 1 al cos ( ~ - q>) = 1 а 1 \ Со 1 sln q> ( l Cu 1 = 1). 

Кроме этого, ОА2_Lёо, OA2_Lii, и векторы а, ёо и ОА2 об
разуют правую тройку. Следовательно, по определению 
векторного произведения 

OA2=iiXёo. 

Проведя аналогичные рассуждения для каждого из 

векторов ОВ2 и А2В2, получим 

ОВ2= (а+Б) Хёо, А2В2=6Хёо. 

Но так как ОВ2=0А2+А2В2, то 

(а+Б) Хёо=iiХёо+БХёо. (1) 

Пусть теперь ё - какой угодно вектор, направлен
ный так же, как ё0• Тогда имеем: ё= jё\ёо, где lёl -
длина вектора ё (ё=Л.ёо, lё\ =Л\ёоl =Л· 1, отсюда Л= 

* К этому равенству с.водится равенство ёх [а+Ь) ='ёха+ёх 
ХЬ при помощи перестановки сомножителей в его левоii и пра
вой частях. 
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- 1ё1). Умножим обе части f авенства (1) на число 1ё1, 
получим lёl [(а+Б) Хёо] = ёl (аХёо+БХёо). Отсюда 
n силу свойства 4° (а+Б) Х ёlёо=аХ lёlёо+Бх lёlёо. 
Заменяя 1 ёl ёо через ё, окончательно получаем: 
(а+Б) Хё=iiХё+Бхё • 

3 а меч ан и е 1. Доказанное свойство дает право 
при перемножении векторных многочленов выполнять 

действие почленно, а свойство 4° позволяет объединить 

z 

.,.. 
J у 

Рис. 23 Рис. 24 

числовые коэффициенты векторных сомножителей. На
пример: 

(2ii+ЗБ) Х (4ё+5а) = 
= (2ii+ЗБ) Х4ё+ (2ii+36) х5а= 

= 2ах 4ё + зБх 4ё+ 2ах sa + збх sa= 
=В(ах ё) + 12(Бх ё) + lO(axa) + 15(Бха). 

Следует, однако, твердо понимать, что порядок сомно
жителей векторного произведения является существен
ным, так как по свойству 3° при перестановке сомножи
телей векторного произведения нужно ставить перед 
ним знак минус. Например: 

(ii+Б+ё) Х (26+Зё) =2(аХБ) + 
+2(6ХБ) +2(ёХБ) +З(аХё) +3(5Хё) +З(ёХё) = 

=2(аХБ)-2(БХё) +З(аХё) +3(6Хё) = 
=2(iiXБ) +БХё+З(iiХё). 
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Замечание 2. Из свойств 1°, 2° и 3° векторного 
произведения для базисных векторов i, j, li (рис. 24) 
непосредственно получаем следующие равенства: 

iXi=O, iXj=li, iXli=-j, 

]Xi=-fi., JXJ=O, JXli.=i, (2) 

liXi=J, liXJ=-i, ii.Xli.=0. 

Выражение векторноrо произведения через координаты векторов 

Теорем а 9.7. Если векторы а и Б заданы своими 
координатами: а={Х1; У1; Z1}1 Б={Х2; У2; Z2}, то вектор
ное произведение вектора а на вектор Б определяется 
формулой 

axб={(Y1Z2-Y2Z1); (X2Z1 -X1ZJ; (Х1У2-Х2У1)}, 

или, забегая немного вперед, эту формулу с помощью 
определителей 2-го порядка можно записать в виде • 

ахь= {IY1Z1I; 1z1X1\; IX1Y1I}· Y2 Z1 Z2 X2 Х2 У2 

Доказательство. Разложим векторы а и Б по 
базису i, ], li: 

ii.=X1i+ Y1]+Z1li, Б =X2i+ Y2J+Z21i. (3) 

На основании алгебраических свойств векторного про
изведения мы можем правые части равенств (3) пере
множить почленно: 

iiXБ=X1X2(iXi) +X1Y2(iXj) +X1Z2(iXli) + 

+ Y1X2(iXi) + Y1Y2(JXj) + Y1Z2(JX/i) + 

+Z1X2(liXi) +Z1 У2 (liXJ) +Z1Z2(/iXli). 

Отсюда, пользуясь равенствами (2), находим 

аХБ= (Y1Z2-Y2Z1)i+(X2Z 1 -X1ZJj+ (X1Y2-X2Y1)/i, 

или 

• См. своасу ка с. 339. 
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Мы получили разложение вектора iiX Б по базису i, j, i; 
коэффициенты этого разложения представляют собой 
координаты вектора iiX5. Таким образом, 

йХ6={Х; У; Z}, (4) 
где 

X=IY1Z11; У= IZ1X11; Z=IX1Y1I• Y2 Z1 Z2X2 Х1 У1 

Пр им ер. Даны векторы й={2; 5; 7} и 5={1; 2; 4}. 
Найти координаты векторного произведения iiXБ. 

Решение. По формуле (4) находим 

х = 1 ~ ~ 1 = б; у= 1~i1 = - 1; z = 1 i ~ 1 = - 1; 

искомые координаты 

iiX5={6; -1; -1}. 

§ 8. Смешанное произведение трех векторов 

О пр еде л е ни е. Смешанным произведением трех 
векторов ii, 5, ё называется число, равное скалярному 
произведению вектора ii на векторное произведение век
торов 5 и ё, т. е. 

й· (6Хё). 

Геометрнческиii смыся смешанного произведения 

Следующая теорема выражает геометрический смысл 
смешанного произведения. 

Теорема 9.8. Смешанное произведение ii· (БХё) 
равно объему V параллелепипеда, построенн.ого на век
торах а, Б, ё, взятому со знаком +, если тройка а, 5, с 
правая, и со знаком -, если тройка левая. Если же 
ii, 6, ё компланарньt, то ii· (БХё) =0. Другими словами: 

1 
v. если а, ь. ё - правая, 

а .(ь х ё) = - v, если ~. ~ °Ё.-левая, 
О, если а, Ь, с - компланарньt. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть даны некомпланарные 
векторы ii, Б, ё, образующие правую тройку. Обозна
чим через V объем параллелепипеда, построенного на 
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этих векторах, через S - площадь параллелограмма, 
построенного на векторах Б и ё, а через h - высоту 
параллелепипеда (рис. 25). Тогда по определению ска
лярного произведения 

ii · ( Б Х ё) = 1ii11Бхё1 cos 0 = 1а11Б11ё1 cos 0 sin <р = 
= 1 ёl IБlsin ч>liilcos 0=S·h= V, 

где rp - угол между векторами Б и ё, а е - угол меж
ду векторами а и БХё. Таким образом, а· (БХё) = V. 

Рис. 25 

Знак смешанного произведения совпадает со знаком 
cos 0. Он будет положителен 

( е < ; , cos е >о и 1 al сове= + h) . 
когда вектор БХё направлен в ту же сторону от плоско
сти векторов Б и ё, что и вектор а, т. е. когда тройка ii, 
Б, ё правая; и отрицателен 

(е>;, cos6<0 и /а1соз6=-h). 

когда тройка а, Б, ё левая, т. е. когда векторы БХё и 
а направлены в разные стороны от плоскости векторов 
Б и ё. Первое утверждение теоремы доказано. 

Докажем второе утверждение. Пусть векторы ii, 5, ё 
компланарны. Тогда либо вектор БХё=О (векторы 5 и 
ё коллинеарны), либо вектор БХё1-ii, и, следовательно, 
скалярное произведение ii· (БХё) =0. Верно и обрат
ное, если а• (БХс) =0, то векторы ii, Б, ё компланарны. 
Действительно, если бы векторы ii, Б, ё были некомп-
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ланарны, то по доказанному первому утверждению тео

ремы смешанное произведение ii· (БХё) = ± V, т. е. 
ii · ( БХ ё) =;60, что противоречит нашему допущению • 

С л ед ст в и е. Из теоремы легко выводится следую
щее тождество: 

ii· (БХё) = (iiXБ) · ё, (1) 

r. е. знаки · и Х в смешанном произведении можно ме
нять местами. 

Действительно, в силу свойства 1° скалярного про
изведения 

(iiXБ) ·ё=ё· (iiXБ). (2) 

Далее, по теореме 9.8 мы имеем 

ii· (БХё) = ± V, ё· (iiXБ) = ± V. (3) 

Так как тройки ii, Б, ё и ё, ii, Б - одной ориентации, 
т. е. либо обе правые, либо обе левые, то на основании 
теоремы 9.8 в правых частях равенств (3) нужно брать 
один и тот же знак, откуда получаем 

ii· (БХё) =ё· (iiXБ), 

и вследствие равенства (2) 

ii· (БХё) = (iiXБ) ·ё, 

т. е. получили тождество ( 1). 
В силу тождества (1) смешанные 

ii· (БХё) и (iiXБ) ·ё обозначаются более 
волом: iiбё. 

произведения 

простым сим-

Выражение смешанноrо произведения через координаты векторов 

Теорем а 9.9. Если векторы ii, Б, ё заданы своими 
координатами: 

ii={X1; У1; Z1}, Б={Х2; У2; Z2}, ё={Хз; Уз; Zз}, 

то смешанное произведение iiБё оnределяется формулой 

аЬё= x1 1Y2Z2j+v1 \Z2X2\ +z1 1X2Y2,, 
Y3 Z3 Z3 Хэ Ха Уз 

или, что одно и то же, но более компактно (см. § 2, 
гл. Х) 
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X1Y1 Z1 

аБё = Х2 Y2 Z2 • 

X 3 Y3 Z8 

Доказательство. Имеем iiбё=ii·(БХё). По тео
реме 9.7 

Умножая скалярно вектор ll={X1; У1; Z1} на вектор БХё 
и пользуясь теоремой 9.6, получаем 

аЬё = х1 1 Y2 Z2 1 +Yi /Z2X2/ + z1 1 Х2 У21 = Y3 Z8 Z 3 X3 Х3 У3 

Х1Y1Z11 = X2 Y2 Z2 8 
X8 Y3 Z3 

Пр им ер. В пространстве даны четыре точки: 
A(l; 1; 1), В(4;4;4), С(3;5;5), D(2;4;7). Найти объем 
тетраэдра ABCD. 

Решение. Как известно из элементарной геомет
рии, объем Vт тетраэдра ABCD равен одной шестой 
объема параллелепипеда, построенного на вектора АВ, 

АС и AD; отсюда и из теоремы 9.8 заключаем, что Vт 
равняется одной шестой абсолютной величины смешан

ного произведения AB·AC·AD. Остается подсчитать 
это смешанное произведение. Прежде всего найдем ко-

ординаты векторов АВ, АС и AD. По теореме 9.2 
имеем: АВ={З; 3; 3}, АС={2; 4; 4}, AD={l; 3; 6}. Приме
ним теперь теорему 9.9: 

1
333 

АВ. АС. AD = т ~ ~ = 31 ~ ~ /- 3 1: ~ 1 + 31I~1 = 

Отсюда 

= 3-12-3-8 + 3.2 = 18. 

1 1 
Vт=-V =- ·18=3. 6 п 6 
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§ 9. Уравнения поверхности и линии 

Пусть заданы некоторая прямоугольная система 
координат Oxyz, произвольная поверхность S и равен
ство вида 

F(x; у; z) =0. (1) 

(Равенство ( 1) называется уравнением с тремя пере
менными, если оно выполняется не для всех троек чи

сел х, у, z). 
Будем говорить, что равенство ( 1) является уравне

нием поверхности S (рис. 26), если ему удовлетворяют 
координаты любой точки М (х; у; z) eS и не удовлетво-

z 

z 

!/ 

Рис. 26 Рис. 27 

ряют координаты никакой точки, не лежащей на по
верхности S. С точки зрения этого определения поверх
ность есть множество точек, координаты которых удов

летворяют уравнению ( 1). 
В пространственной аналитической геометрии поня

тие уравнения поверхности является важнейшим поня
тием. 

При.мер. В прямоугольных координатах уравнение 

x2+y2+z2=R2 (F(x; у; z) =0: x2+y2+z2-R2=0) 

определяет поверхность, являющуюся сферой с центром 
в точке О {О; О; О) и радиусом, равным R {рис. 27). 

В самом деле, если М (х; у; z) - произвольная точ-
ка, то по формуле (7) (см. п. 5, § 2) • 
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1ОМ1 = V х2 + у• + z2. 

Отсюда ясно, что заданному уравнению удовлетворяют 
координаты тех и толь·ко тех точек, которые удалены от 

точки О на расстоянии R. Следовательно, множество 
точек, координаты которых удовлетворяют этому урав

нению, есть сфера с центром в начале координат и ра
диусом R. 

В пространственной аналитической геометрии каж
дая линия рассматривается как пересечение двух по

верхностей, т. е. как множество точек, находящееся 
одновременно на двух поверхностях, и соответственно 

этому определяется заданием двух уравнений. Таким 
образом, два уравнения 

{ F1 (х; у; z) =О, (2) 
F2 (х; у; z) =О 

называются уравнениями линии L, если им удовлетво
ряют координаты любой точки, лежащей на L, и не 
удовлетворяют координаты ни одной точки, не лежащей 
на линии L. 

Например, два уравнения 

{ (х-1)1 + (у-2)2 + (z-3)2 = 14, 
. х2 + у8 + z2 = 1 

совместно определяют окружность (как пересечение 
двух сфер). 

§ 10. Уравнение цилиндрической поверхности 

Пусть в плоскости 
Оху лежит некоторая 
линия L (рис. 28). Про
ведем через каждую 

точку L прямую, парал
лельную оси Oz. Мно
жество этих прямых 

образует некоторую 
поверхность S, кото
рая называется цилин

дрической. Упомяну
тые прямые называ-

х 
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ются образующими поверхности S, а линия L - ее на
правляющей. 

Совершенно аналогично определяется цилиндриче
ская поверхность с образующими, параллельными осям 

Ох и Оу. 
Для определенности будем рассматривать цилиндри

ческую поверхность S с образующими, параллельными 

оси Oz, и докажем, что она определяется уравнением 
вида 

F(x; у) =0. ( 1) 

Действительно, пусть уравнение ( 1) есть уравнение на

правляющей L. Возьмем на S любую точку М (х; у; z). 
Эта точка лежит на какой-то образующей. Если М0 
есть пересечение этой образующей с плоскостью Оху, 

то точка Moe:L и ее координаты х и у удовлетворяют 
уравнению ( 1). Но тогда числа х, у, z, где z - любое 

число, также удовлетворяют этому уравнению, посколь

ку F (х; у) от z не зависит. Итак, координаты х, у, z 
произвольной точки М e:S удовлетворяют уравнению ( 1). 
Очевидно, если М(х; у; z) EtS, то М0 (х; y)Ef L, т. е. 
координаты х и у не удовлетворяют уравнению (1). 
Это доказывает, что ( 1) есть уравнение S. 

Таким образом, мы видим, что уравнение цилиндри

ческой поверхности не содержит координаты z и совпа
дает с уравнением направляющей. Например, если на

правляющей служит эллипс 

х• у2 -+-=1 
а1 ь• ' (2) 

то соответствующая цилиндрическая поверхность назы

вается эллиптическим цилиндром, и (2) является ее 
уравнением. 

Заметим, что на плоскости Оху уравнение F (х; у) == 
=О определяет лини~р L, но эта же линия в простран
ственной системе координат Oxyz задается двумя урав
нениями: 

{ F(x; у)= О, 
z=O. 

Так, например, в пространственной системе координат 

Oxyz уравнение F(x; у) ==0: x2+y2-R2 ==0 определяет 
цилиндрическую поверхность круговой цилиндр 

307 



(рис. 29), а направляющая этого цилиндра L (окруж
ность), лежащая в плоскости Оху, определяется двумя 
уравнениями: 

L: {F (х, у) =О, 
z=O 

или L: {х2 + У2 = R.2, 
z=O. 

§ 11. Уравнения плоскости 

Здесь мы покажем, что поверхности первого поряд
ка суть плоскости и только плоскости, и познакомимся 

с двумя видами уравнений плоскости. 

z 

z 

у 

Рис. 29 Рис. 30 

1. Общее уравнение плоскости. Пусть заданы: неко
торая прямоугольная система координат Oxyz, произ
вольная плоскость я, точка Мо (хо; уо; zo) en, вектор 
N={A; В; С}, перпендикулярный к плоскости n, где 
А, В, С - его проекции на оси координат (рис. 30). 

Возьмем произвольную точку М (х; у; z). Ясно, что 
точка М будет лежать на плоскости п тогда и только 
тогда, 1<0гда векторы МоМ и N взаимно перпендику

лярны. Так как проекции вектора МоМ на оси коорди
нат суть х-х0, у-уо, z-zo, то в силу условия перпен-
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дикулярности двух векторов (см. формулу (3), § 6) по
лучаем 

А (х-хо) +В(у-уо) +C(z-zo) =0. (1) 

Это и есть искомое уравнение п.nоскости л:, так как ему 
удовлетворяют координаты х, у, z точки М в том и 
только в том случае, когда М лежит на плоскости л:. 

Раскрывая скобки, представим уравнение ( 1) в виде 

Ax+By+Cz+ (-Axo-Byo-Czo) =0. 

Далее, обозначая число -Axo-By0-Cz0 через D, полу
чим 

Ax+By+Cz+D=O. (2) 

Уравнение вида (2) называется общим уравнением 
плоскости, которая действительно является поверхно
стью первого порядка, так как определяется уравне

нием первой степени. 
Верно и обратное: всякое уравнение первой степени 

вида (2) определяет в некоторой прямоугольной систе
ме координат плоскость. 

Действительно, пусть заданы некоторая прямоуголь
ная система координат Oxyz и уравнение Ах+ Ву+ Cz+ 
+D=O с произвольными коэффициентами А, В, С, D, 
причем из коэффициентов А, В, С хотя бы один отли
чен от нуля. Данное уравнение заведомо имеет хотя бы 
одно решение Хо, уо, Zo (если, например, C:;t=O, то, взяв 
произвольные Хо и уо, получим из уравнения значение 

z0 = - ~ х0 - !!.. Уо) . Таким образом, существует хотя 
с с 

бы одна точка Мо(хо; уо; zo), координаты которой удов
летворяют уравнению Axo+Byo+Czo+D=O. Вычитая 
его из уравнения Ax+By+Cz+D=O, получим уравне-
ние 

А (х-хо) +В (У-Уо) +С (z-zo) =О, 

эквивалентное данному. Докажем, что последнее урав
нение (а стало быть, и уравнение Ax+By+Cz+D=O) 
определяет произвольную плоскость n, проходящую че
рез точку Мо (хо; уо; zo) и перпендикулярную вектору 
N={A; В; С}. 

В самом деле, если точка М (х; у; z) Ел:, то ее коор
динаты удовлетворяют уравнению, так как векторы N= 
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={А; 8; С} и М0М={х-хо; у-уо; z-zo} перпендикуляр· 
ны и их скалярное произведение А (х-хо) + 8 (У-Уо) + 
+C(z-z0) равно нулю. Если же точка М(х; у; z)~ п, 
то ее координаты не удовлетворяют уравнению, так как 

векторы FJ и МоМ не перпендикулярны и поэтому их 
скалярное произведение не равно нулю. Что и требова
лось. 

Вектор IV={A; 8; С}, перпе~щнкулярный к некоторой 
плоскости, называется нормальным вектором этой плос
кости. 

Пр им ер. Составить уравнение плоскости, проходя· 
щей через точку Мо ( 1; 1; 1) перпендикулярно к вектору 
N={2; 2; 3}. 

Решение. По формуле ( 1) искомое уравнение есть 

2(х-1) +2(у-1) +З(z-1) =0, 
или 

2x+2y+3z-7=0. 

В заключение этого пункта докажем следующую 
теорему. 

Теорема 9.10. Если два уравнения А 1х+81у+ 
+C1z+D1=0 и A2x+82y+C2z+D2=0 определяют одну 
и ту же плоскость, то корффициенты их пропорцио
нальны. 

До к а з а тел ь с тв о. Действительно, векторы FJ 1 = 
={А1; 8i; С1} и А'2={А2; 82; С2} перпендикулярны к од
ной плоскости, следовательно, коллинеарны друг другу. 
Но тогда числа А1, В1, С1 пропорциональны числам 
А2, 82, С2 (см. формулу (5), § 4), т. е. 

As 81 С!!. -=-=-=µ, 
А1 81 С1 

или А2=µА1, 82=µ81, С2=µС1 (µ - множитель про
порциональности). Умножая первое нз заданных урав
нений на µ и вычитая нз второго, получим D2-µD 1 =0, 
т. е. D2= µD1, и, следовательно, 

А1 = ..!!!_ = .Е!_ = D2 = µ • 
А1 81 С1 D1 

2. Угловые соотношения. 1°. Угол между двумя плос
костями. Рассмотрим две плоскости: 
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xt1: A1x+B1y+C1z+D1=0, 
л2: A2x+B2y+C2z+D2=0. 

При любом расположении плоскостей xt1 и xt2 в прост
ранстве один из углов ср между ними равен углу между 

их нормальными векторами N1 ={А1; 81; С1} и N2= 
={А2; 82; С2} и вычисляется по следующей формуле: 

(3) 

Второй угол будет дополнять его до 180°. 
2°. Условие параллельности плоскостей. Если плос

кости 1t1 и xt2 параллельны, то будут параллельны и их 
нормальные векторы fJ 1 и /i12, и наоборот. Но тогда, как 
известно, имеем 

А1 Bi С1 -=-=-
А1 В, С1 

(4) 

Условие (4) является условием параллельности плоско
стей 1t1 и л2. 

3°. Условие перпендикулярности плоскостей. Если 
плоскости 1t1 и л2 взаимно перпендикулярны, то их нор

мальные векторы fi11 и fJ2 тоже перпендикулярны друг 

другу (ер = ; ) , и наоборот. Поэтому из формулы (3) 

непосредственно получаем условие перпендикулярности 

плоскостей л, и л2: 

z 

Рис. 31 

А1А2+В1В2+С1С2=О. 
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3. Нормальное уравне
ние плоскости. Расстояние 
от точки до плоскости. 
Пусть заданы некоторая 
прямоугольная система 

координат Oxyz и произ
вольная плоскость 1t 
(рис. 31). Проведем че
рез начало координат пря

мую, перпендикулярную 

к плоскости 1t, и назовем 

ее нормалью. Через Р 
обозначим точку, в кота-



рой нормаль пересечет плоскость л. На нормали введем 
положительное направление от точки О к точке Р. Обо
значим через а, fl, у углы, которые составляет направ
ленная нормаль с осями координат, через р - длину 

отрезка ОР. 
Выведем уравнение данной плоскости п, считая из

вестными числа cos а, cos ~. cos у и р. С этой целью 
введем единичный вектор ii на нормали, направление 
которого совпадает с положительным направлением нор

мали. 

Так как ii - единичный вектор, то 

ii={cosa; cosfl; cosy}. (5) 

Пусть М (х; у; z) - произвольная точка на плоскости л:. 
Проекция вектора ОМ на нормаль равна р, т. е. 

Пр.пом =р. (6) 

Заметим теперь, что 

Пр.пом - n ·ом и ом = {х; у; z}. 

По теореме 9.6 с учетом равенства (5) имеем 

Пр.пОМ = n·OM = xcosa + ycos ~ + zcos у. (7) 

Из равенств (6) и (7) окончательно получаем 

х cos a+ycos ~+z cosy-p=O. (8) 
Это и есть искомое уравнение данной плоскости. Урав
нение плоскости в виде (8) называется нормальным. 

Теор е м а 9.11. Если точка м• имеет координаты 
х*, у*, z•, а плоскость задана нормальным уравнением 

xcos a+ycos ~+zcosy-p=O, 

то расстояние d от точки М* до этой плоскосrи опре
деляется по формуле 

d= lx*cos a+y•cos ~+z*cosy-pl. 

До к аз ат ель ст в о. Спроектируем точку м• на 
нормаль, определяемую вектором ii. Пусть Q - ее 
проекция (см. рис. 31), тогда 

d= IPQI = IOQ-OPI. 
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Но OQ =Пр.пом•, ОР= р, следовательно, 

d=I Пр.пом• - р 1. (9) 

Вектор ОМ*={х*; у*; z*},аПр.пОМ* =n·OM*. По теоре

ме 9.5 с учетом равенства (5) находим 

Пр.nОМ* = n· ОМ* = х* cos а +у* cos р + z* сов у. (10) 

Из равенств (9) и (10) окончательно получаем 

d= /x*cos a+y*cos p+z•cos y-pl • 
Теперь пакажем, как привести общее уравнение 

плоскости к нормальному виду. Пусть 

Ax+By+Cz+D=O (11) 
- общее уравнение некоторой плоскости, а 

xcos a+ycos p+z cosy-p=O (12) 

- ее нормальное уравнение. Так как уравнения (11) 
и ( 12) определяют одну и ту же плоскость, то по тео
реме 9.10 коэффициенты этих уравнений пропорцио
нальны. Это означает, что, умножив все члены ( 11) на 
некоторый множитель µ, получим уравнение 

µAx+µBy+µCz+µD=O, 

совпадающее с уравнением ( 12), т. е. будем иметь 

µA=cos а, µB=cos 13, µC=cosy, µD=-p. (13) 

Чтобы найти множитель µ, возведем первые три из ра
венств ( 13) в квадрат и сложим, тогда получим 

µ2(А2+в2+с2) =cos2a+cos2p+cos2y. 

Но согласно (6) § 2 правая часть последнего равенства 
равна единице. Следовательно, 

1 
µ = ± .у А1+в1 +с• 

Число µ, с помощью которого общее уравнение плоско
сти преобразуется в нормальное, называется нормирую
щим множителем этого уравнения. Знак µ определяется 
равенством µD = -р, т. е. имеет знак, противоположный 
свободному члену общего уравнения ( 11). • 
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3 а меч ан и е. Если в уравнении (11) D=O, то знак 
нормирующего множителя выбирается по желанию. 

Пример. Даны плоскость x+2y+2z-8=0 и точка 
М* ( 1; 1; 1). Найти расстояние d от точки М* до данной 
плоскости. 

Решен и е. Чтобы применить теорему 9.1 О, надо 
прежде всего привести данное уравнение 'К нормально

му виду. С этой целью находим нормирующий множи
тель: 

Умножая данное уравнение на µ, получим искомое нор· 
мальное уравнение плоскости: 

_l х +...!.у + 2. z - ~ =о. 
з з з з 

Подставляя в левую часть этого уравнения координаты 
точки М*, окончательно получаем 

d=l-1 +2- +2--.!./=/-2-/= 1. 
з 3 3 3 з 

§ 12. Уравнения прямой 

Мы уже знаем, что в пространственной аналитиче· 
екай геометрии каждая линия рассматривается как пе· 
ресечение двух поверхностей и определяется заданием 
двух уравнений. В частности, каждую прямую линию 
мы будем рассматривать как пересечение двух плоско· 
стей и соответственно этому определять заданием двух 
уравнений первой степени. 

Пусть задана некоторая прямоугольная система 
координат Oxyz и произвольная прямая L. Обозначим 
через 111 и n:2 какие-нибудь две различные плоскости, 
пересекающиеся по прямой L: 

1t1: А1Х + В1У + C1z + Di =о,} (1) 
112: А2х + В2у + C2z + D2 = О. 

Два уравнения вида ( 1) совместно определяют пря· 
мую L в том и только в том случае, когда плоскости n1 
и n2 не параллельны и не совпадают друг с другом, 

т. е. нормальные векторы этих плоскостей N1 = 
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={А1; 81; С1} и N2={A2; 82; С2} не коллинеарны (коэф
фициенты А,, 81, С, не пропорциональны коэффициен
там А2, 82, С2). 

Уравнения ( 1) называются общими уравнениями 
прямой. 

1. Канонические уравнения прямой. Для решен•ия 
задач уравнения ( 1) не всегда удобны, поэтому исполь
зуется специальный вид уравнений прямой, к выводу 
которых мы сейчас и перейдем. 

Пусть дана какая-нибудь прямая L и ненулевой век
тор ii, лежащий на данной прямой или параллельный 
ей (рис. 32). Вектор ii называется направляющим век
тором данной прямой, так как, будучи заданным:, опре
деляет направление прямой. Обозначим его координаты 
буквами l, т. п: 

ii={l; т; п}. 

Выведем уравнения прямой, проходящей через данную 
точку Мо(хо; уо; zo) и имеющей данный направляющий 
вектор а= {l; т; п} (см. рис. 32). 

Возьмем произвольную точку М (х; у; z) e:L. Тогда 
вектор 

МоМ = {х-хо; у-уо; z-zo} 

будет коллинеарным направляющему вектору ii= 
= {!; т; п}. Следовательно, координаты вектора МоМ бу
дут пропорциональны координатам вектора ii: 

х-хо У-Уо z-zo --=--=--l т п 
(2) 

Равенства (2) называются каноническими уравнениями 
прямой, проходящей через данную точку Мо(Хо; уо; zo) 
в направлении вектора ii={l; т; п}, при этом коорди
наты l, т, п называются направляющими параметрами 
этой прямой. 

Теперь покажем, как составить канонические урав
нения (2), если прямая L задана уравнением (1). Для 
этого необходимо: 

1) Найти какую-нибудь точку Мо (хо; uo; Zo) e:L; для 
этого следует задать численное значение одной из неиз
вестных координат Хо, Уо. zo и подставить его вместо 
соответствующей переменной в уравнения ( 1); после 
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этого две другие коорщшаты определяются из уравне

ний (1) путем их совместного решения. 
2) Найти направляющий вектор ii={l; т; п}. Так 

как L определена пересечением плос·костей л: 1 и rc2, то 
она перпендикулярна к каждому из нормальных векто

ров f/ 1 и f/2 (рис. 33). Поэтому в качестве вектора ii 
можно взять любой вектор, перпендикулярный векто-

L 

Рис. 32 Рис. 33 

рам /i/1 и /i/2, например их векторное произведение: ii= 
=fil1 X/i/2. Поскольку координаты векторов /i/1 и /i/2 из
вестны: /i/1 ={А1; В1; С1}, N2={A2; В2; С2}, по теореме 9.7 
найдем координаты вектора ii: 

ii = {/ ~~g~ /; / g:~:/; / 1~~~ 1} = {!; т; п}. 
Пр им ер. Найти канонические уравнения прямой 

{ 3х + 2у + 4z-1 l =О, 
2х +у -3z- 1 =О. 

Решение. Полагая, например, Хо= 1, находим из 
системы 

{2y+4z-8=0, 
у-Зz+ 1 =0 

Уо=2 и Zo=l. Таким образом, точка прямой Mo(l; 2; 1) 
найдена. Теперь найдем направляющий вектор ii. Име
ем: N1 ={3; 2; 4}, N2={2; 1; -3}, отсюда a=/i/1 XN2= 
={-10; 17; -1}, т. е. l=-10, m= 17, n=-1. Подстав
ляя найденные значения хо, уо, zo и l, т, п в равенст-
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ва (2), получим канонические уравнения данной пря
мой: 

х-1 у-2 z-1 
-10 =11=-=г· 

2. Параметрические уравнения прямой. Иногда пря
мую полезно задавать не в виде канонических уравне

ний (2), а несколько иначе. Пусть прямая L задана 
уравнениями (2). Обозначим через t каждое из равных 
отношений. Тогда 

откуда 

х-х0 у-у0 z-io --=--=--=/, 
l т п 

Х =Хо+ lt,) 
У= Уо + mt, 
z = Z0 + nt. 

(3) 

Равенства (3) называются параметрическими уравне
ниями прямой L, проходящей через точку Мо(хо; Уо; zo) 
в направлении вектора a={l; т; п}. В (3) t рассматри
вается как произвольно изменяющийся параметр, 
х, у, z - как функции от t. При изменении t величи
ны х, у, z меняются так, что точка М (х; у; z) движется 
по данной прямой. 

Параметрические уравнения удобны в тех случаях, 
когда требуется найти точку пересечения прямой с плос
костью. В самом деле, пусть даны непараллельные плос
кость n и прямая L: 

n: Ax+By+Cz+D=O, 
L: x=xo+lt, y=yo+mt, z=zo+nt. 

Для определения точки пересечения прямой и плоско
сти подставим значения х, у, z из уравнения L в урав
нение n. После преобразования получим 

t = _ Ato+Buo+Cio+D 
Аl+Вт+сп ' 

причем знаменатель не равен нулю, так как плоскость 

не параллельна прямой. Найдя t и подставляя его 
в уравнение прямой, получаем искомую точку М (х; у; z). 
пересечения прямой L с плоскостью n. 
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3. Угловые соотношения. 1°. Угол между прямыми. 
Рассмотрим две прямые: 

Li: х Х1 = У У1 = 2 Z1 И ~: х х2 = у-у2 = 2-22 • 
11 m1 n1 12 т2 n2 

При любом расположении прямых L1 и L 2 в простран
стве один из двух углов между ними равен углу ер 

между направляющими векторами ii1 ={11; т1 ; ni} и ii2 = 
={/2; т2; n2}, а второй угол равен 180°-ср, где ер вычис
ляется по следующей формуле: 

l1l2-f-m11712-f-n1nz cos ер= . 
V tr+тr+пi V t~+т~+п~ 

2°. Условие параллельности прямых. Прямые L1 и L2 
параллельны в том и только в том случае, когда их 

направляющие векторы a1={l1; т1; n1} и ii2={l2; m2; n2} 
коллинеарны. Отсюда получаем условие параллельно
сти прямых L1 и L2: 

12 1712 nz -=-=-
!1 т1 n1 

3°. Условие перпендикулярности прямых. Прямые 
Li и L2 перпендикулярны в том и только в том случае, 
когда их направляющие векторы а1 ={/1; m1; n1} и а2= 
={/2; т2; п2} перпендикулярны. Отсюда получаем усло
вие перпендикулярности прямых L1 и L2: 

l1l2+m1m2+n1n2=0. 

4. Расстояние от точки до прямой. В заключение па
раграфа рассмотрим задачу: найти расстояние d меж
ду данной прямой и данной точкой в пространстве. 

Х-Хо у-уо Z-Zo 
Пусть дана прямая L: -·-- = -- = -- и точ-

l т п 

ка М1 (х1; у1; z1). Искомое расстояние d есть высота па
раллелоrрамма, построенного на векторах a={l; т; п} и 
МоМ1={Х1-Хо; У1-уо; Z1-zo} (рис. 34). 

Пусть вектор р есть векторное произведение векто-

ров МоМ1 и а: р=М"М1Ха. Так как IPI равен площади 
параллелограмма, построенного на векторах МоМ1 и а, 
то 
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d= 1 ~ 1 ,lp1= 
ta/ 

= VIY1 т g~1-z012 +IZ1-;; Zo Х1 lXol;z + 1 X1lXoY~Y012 , 
1а1 =Vl1 + m2 +п2. 

Следовательно; 

V1Y1:YoZ1:Zol2+l%1 ~%0Х1~Хо/2+ r1~XoY1,:-Yo12 

Vl2 +т1 +п1 
d= 

§ 13. Прямая и плоскость 

1. Условия параллельности и перпендикулярности. 
Пусть даны прямая 

Х-Хо у-уо Z-Zo --=--=--
т n 

и плоскость 

Ax+By+Cz+D=O. 

"'' -----------, 

н, 

Рис. 34 

1 
1 

1 
1 

1 
о 1 L 

Рис. 35 

Прямая параллельна плоскости в том и только в том 
случае, когда направляющий вектор ii={l; т; п} перпен
дикулярен к нормальному вектору N={A; В; С}. Отсюда 
получаем условие параллельности прямоА и плоскости: 

Al+Bm+Cn=O. 
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Прямая перпендикулярна к плоскости в том и толь
ко в том случае, когда направляющий вектор прямой 
коллинеарен нормальному вектору плоскости. Отсюда 
получаем условие пер.пендикулярности прямой и плос

кости: 

А в с -=-=-
т n 

2. Угол между прямой и плоскостью. Пусть даны 
плоскость 1t 

Ax+By+Cz+D=O 

·и прямая L 

Х-Хо У-Уо Z-Zo --=--=--
т n 

не перпендикулярная плоскости. Под углом q> между 
прямой L и плоскостью n будем понимать острый угол 
между L и ее проекцией на 11: (рис. 35). Из построения 
видно, что угол q> является дополнительным углом углу 
0, образованному векторами Л1={А; В; С} и a={l; т; n}. 
Стало быть, q>=90°-0 и sinq>=sin(90°-6) =cose. Но 
для cos О формула нам известна (см. (4), § 6), следо
вательно, 

§ 14. Поверхности второго порядка 

Поверхности второго порядка - это поверхности, 
которые в прямоугольной системе координат опреде
ляются алгебраическими уравнениями второй степени. 
Прежде всего мы рассмотрим эллипсоид и два типа ги
перболоидов, являющихся пространственными аналога
ми эллипсов и гипербол на плоскости. 

Геометрическое исследование поверхностей второго 
порядка будем проводить по заданным уравнениям с по
мощью так называемого «метода параллельных сече
ний». 

1. Эллипсоид. Эллипсоидом называется поверхность. 
которая в некоторой прямоугольной системе координат 
определяется уравнением 
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;xZ yz zZ -+-+-=1. 
а2 ьs cz 

(1) 

Уравнение (1) называется каноническим уравнением 
эллипсоида. 

Выясним геометрический вид эллипсоида. Для этого 
рассмотрим сечения данного эллипсоида плоскостями, 

параллельными плоскости Оху. Каждая из таких плос
костей определяется уравнением вида z=h, где h -
любое число, а линия, которая получается в сечении, 
определяется двумя уравнениями: 

l~+L=l-~. а1 Ь1 с1 

z=h. 
(2) 

Исследуем уравнения (2) при различных значе
ниях h: 

1) Если lhl>c (с>О),то~ +L<O, и уравне-
а• Ь1 

ния (2) определяют мнимый эллипс, т. е. точек пере
сечения плоскости z = h с данным эллипсоидом не суще
ствует. 

;х2 у" 
2) Если h= ±с, то - +-=О, и линия сече-

а1 Ь1 

ния (2) вырождается в точки (О; О; +с) и (О; О; -с), 
т. е. плоскости z= ±с касаются эллипсоида. 

3) Если 1h1 <с, то уравнения (2) можно предста-
вить в виде 

1 х" у' - --1 а•2 + ь•2 - ' 
z=h. 

Отсюда видно, что плоскость z=h пересекает эллип
соид по эллипсу с полуосями 

~1 
а* =а Ь* =Ь 1--, ci • 

С уменьшением 1 h / величины а* и Ь* увеличиваются и 
достигают своих наибольших значений при h=O, т. е. в 
сечении эллипсоида координатной плоскостью Оху по
лучится самый большой эллипс с полуосями а•=а и 
Ь*=Ь. 
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Аналогичная картина получается и при сечении дан
ной поверхности плоскостями, параллельными коорди
натным плоскостям Oxz и Oyz. 

Таким образом, полу
ченные линии сечений поз
воляют нам геометрически 

изобразить эллипсоид как 
замкнутую овальную по

верхность (рис. 36). 
Величины а, Ь, с назы

ваются полуосями эллипсо

ида. В случае а=Ь=с эл
липсоид является сферой. 

2. Однополостный гипер
болоид. Однополостным ги
перболоидом называется по-

z 

Рис. 36 

верхность, которая в некоторой прямоугольной системе 
координат определяется уравнением 

х2 у1 z1 
-+---=1. 

as ьz cz 
(3) 

Уравнение (3) называется каноническим уравнением 
однополостного гиперболоида. 

Выясним геометрический вид поверхности (3). Для 
этого рассмотрим сечения ее координатными плоско

стями Oxz (у=О) и Oyz (х=О). Получаем соответст
венно уравнения 

l
xz z' lgz z2 ---=1, ---=1, 
~ & и ~ ~ 

У=О х=О, 

из которых видно, что линиями сечений являются гипер
болы. 

Теперь рассмотрим сечения данного гиперболоида 
плоскостями z=h, параллельными координатной плос
кости Оху. Линия сечения будет определяться уравне
ниями: 

1 х' у" h" 1 х1 у" - -=1 - - -=1 " + ьz + z ' ·• + ь•z , а с или а 

Z = h Z= h, 

(4) 
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нз которых видно, что плоскость z = h пересекает ги
перболоид по эллипсу с полуосями 

достигающими своих наименьших значений при h=O, 
т. е. в сечении данного гиперболоида координатной пло
скостью Оху получается самый маленький эллипс с по
луосями а*=а и Ь*=Ь. При бесконечном возрастании 
1h1 величины а* и Ь* бесконечно возрастают. 

Таким образом, полученные линии сечений позво
ляют нам геометрически изобразить однополостный ги
перболоид в виде бесконечной трубки, бесконечно рас
ширяющейся в обе стороны от плоскости Оху (рис. 37). 

Величины а, Ь, с называются полуосями однополост
ного гиперболоида, первые две из них изображены на 
рис. 37, а чтобы изобразить на чертеже полуось с, 
нужно было бы построить основной прямоугольник ка
кой-нибудь из гипербол. 

3. Двухполостный гиперболоид. Двухполостным ги
перболоидом называется поверхность, которая в неко
торой прямоугольной системе координат определяется 
уравнением 

xz yz zZ 
-+---=-1. 
а2 Ь1 с2 

(5) 

Уравнение (5) называется каноническим уравнением 
двухполостного гиперболоида. 

Выясним геометрический вид поверхности (5). Для 
этого рассмотрим ее сечения координатными плоскостя

ми Oxz и Oyz. Получаем соответственно уравнения: 

1~-~=-1, 1L-~=-l, а• cz иьz cz 

у=О х =0, 

нз которых видно, что линиями сечений являются ги
перболы. 

Теперь рассмотрим сечения данного гиперболоида 
плоскостями z=h, параллельными координатной плос• 
кости Оху. Линия сечения будет определяться уравне
ниями: 
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{ 
xl у• h• 1 х' у' - ----1 - -=1 а + ь• - • ' .2 + ь•2 ' а с или а 

Z=h Z= h, 
(б) 

из которых видно, что при lhl >с плоскость z=h пере
секает гиперболоид по эллипсу с полуосями 

vh' ~, а* =а - -1 Ь* = Ь - -1 
с1 ' с1 • 

При возрастании lhl величины а* и Ь* возрастают. 
При h =±с уравнения (6) удовлетворяются коорди-

z z 

Рис. 37 Рис. 38 

натами пишь двух точек: (О; О; +с) и (О; О; -с). Это 
означает, что плоскости z= ±с касаются данной поверх
ности. 

При lhl <с уравнения (6) определяют мнимый эл-
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липе, т. е. точек пересечения плоскости z=h с данным 
гиперболоидом не существует. 

Таким образом, полученные линии сечений позво
ляют нам геометрически изобразить искомую поверх
ность как поверхность, состоящую из двух отдельных 

«полостей» (отсюда название ·- двухполостный), каж
дая из которых имеет вид бесконечно выпуклой чаши 
(рис. 38). 

Величины а, Ь, с называются полуосями двухполост
ного гиперболоида. На рис. 38 изображена величина с. 
Чтобы изобразить на чертеже а и Ь, нужно построить 
основные прямоугольники гипербол в плос·костях Oxz 
и Oyz. 

Теперь переjjдем к рассмотрению двух поверхностей, 
которые являются пространственными аналогами пара

бол на плоскости. 
4. Эллиптический параболоид. Эллиптическим пара

болоидом называется поверхность, которая в некоторой 
прямоугольной системе координат определяется уравне
нием 

х2 у2 
-+-=2z, 
р q 

(7) 

где р>О, q>O. Уравнение (7) называется каноническим 
уравнением эллиптического параболоида. 

Исследуем геометрически эту поверхность. Рассмот
рим сначала сечения данной поверхности координатны
ми плоскостями Oxz и Oyz. При у=О и х=О из урав
нения (7) имеем: x2 =2pz и y2 =2qz. Таким образом, 
линии сечений определяются уравнениями 

{х2 = 2pz, и {У2 = 2qz, 
У=О Х= О, 

т. е. являются параболами, симметричными относитель
но оси Oz, с вершинами в начале координат. 

Теперь найдем линии сечения данного параболоида 
плоскостями z=h, параллельными координатной плос
кости Оху. Линия сечения будет определяться уравне
ниями: 

( 
х' ys - +-=2h, 
р q 

Z=h 

- --1 
.2 + ь•2 - • 

ИЛИ а ( 
ха у' 

Z=h, 
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из которых видно, что при h>O плоскость z=h пересе
кает эллиптический параболоид по эллипсу с полуося-

ми а*= V2hp, Ь* = V2hq. При возрастании h величи
ны а* и Ь* возрастают; при h=O эллипс вырождается 
в точку, ·Т. е. плоскость z=O касается данного парабо
лоида. 

При h<O уравнения (8) определяют мнимый эл
липс, т. е. точек пересечения плоскости z=h с данным 
параболоидом не существует. 

Таким образом, полученные линии сечений позво
ляют нам геометрически изобразить эллиптический па
раболоид в виде бесконечной выпуклой чаши (рис. 39). 

Точка (О; О; О) называется 
вершиной эллиптического па- z 
раболоида; числа р и q назы
ваются его параметрами. 

В случае p=q уравнения 
(8) определяют окружность с 
центром на оси Oz, т. е. эл
липтический параболоид мож
но рассматривать как поверх

ность, образованную вращени
ем параболы вокруг ее оси. 
Такая поверхность называется 
параболоидом вращения, урав- !1 
пение которого x2+y2 =2pz, а 
при 2р= 1 - z=x2+y2. 

5. Гиперболический парабо-
лоид. Гиперболическим пара- Рис. 39 
болоидом называется поверх-
ность, которая в некоторой прямоугольной системе ко
ординат определяется уравнением 

х2 у2 
---=2Z 
р q ' 

(9) 

где р>О, q>O. Уравнение (9) называется каноническим 
уравнением гиперболического параболоида. 

Выясним геометрический вид поверхности (9). Рас
смотрим сечение параболоида координатной плоскостью 
Oxz (у=О). Получаем уравнения 

{х2 = 2pz, (lO) 
у = о, 
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из которых видно, что линия сечения есть парабола, 
направленная вверх, симметричная относительно оси Oz, 
с вершиной в начале координат, а в сечениях поверх
ности с плоскостями, параллельными плоскости Oxz 
(y=h), будут получаться параболы 

lxz = 2р ( z + = ) , 
У= h, 

также направленные вверх. 

Рассмотрим сечение данного параболоида плоско
стью Oyz (х= О). Получаем уравнения 

{ у2 = -'2qz, 
х=О, 

из которых видно, что и в этом случае линией сечения 
является парабола, но теперь направленная вниз, сим
метричная относительно оси Oz, с вершиной в начале 
координат. Кроме этого, если рассмотрим сечения па
раболоида с плоскостями, параллельными плоскости 
Oyz (x=h), то получим уравнения 

lyz = - '2q ( z - :; ) , 

Х= h, 

из которых видно, что при любом h линиями сечений 
будут параболы, направленные вниз, вершина каждой 
из которых лежит на параболе, определенной уравне
ниями (10). 

Рассмотрим, наконец, сечения параболоида плоско
стями z=h, параллельными плоскости Оху. Линии се
чений параболоида с плоскостями z=h определяются 
уравнениями 

{xz uz ("z yz р- - ~ = 2h, или 2Ph - 2'/h = 1, 

z = h z = h, 

из которых видно, что при h>O в сечении будут полу
чаться гиперболы, пересекающие плоскость Oxz; при 
h<O - гиперболы, пересекающие плоскость Oyz; при 
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h=O гипербола вырождается в пару пересекающихся 
прямых: 

{ 
х у 1 х у УР - vq- =о, и f"p + yq = о, 

Z=0 Z= 0. 

Таким образом, полученные линии сечений позво
ляют нам геометрически изобразить гиперболический 
параболоид в виде седлооб
разной поверхности (рис. 40). 
На чертеже изображено не-
сколько сечений параболои
да ПЛОСКОСТЯМИ Z=h ДЛЯ слу
чаев h>O и h<O. 

Точка (О; О; О) называется 
вершиной гиперболического 
параболоида; числа р и q на
зывается его параметрами. 

z 

Рис. 40 

z 

!1 

Рис. 41 

В заключение параграфа мы рассмотрим поверх
ность, не имеющую аналога на плоскости. 

6. Конус второrо порядка. Конусом второго порядка 
называется поверхность, которая в некоторой прямо
угольной системе координат определяется уравнением 

х• у" z1 -+---=0. 
а" Ь1 с" 

(11) 
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Уравнение ( 11) называется каноническим уравнением 
конуса второго порядка. 

Исследуем геометрические свойства конуса. Рас
смотрим сечение этой поверхности плоскостью Oxz 
(у=О). Получаем линию 

1~-~=0, а2 с2 

У= о, 

распадающуюся на пару пересекающихся прямых: 

/
-=- + 2... =о, 1-=- _2_ =о, 
а с и а с 

у=О У=О. 

Аналогично в сечении плоскостью Oyz (х=О) полу
чается также пара пересекающихся прямых: 

I
JL + 2... =О, l.JL _2.. =О, 
ь с и ь с 

х='О х=О. 

Рассмотрим теперь сечения данной поверхности пло
скостями z=h, параллельными плоскости Оху. Линии 
сечений будут определяться уравнениями 

1 х: + иь: = h: , 1 :: + ь~: = 1, 
а с или а 

Z =h Z=h, 

из которых видно, что при h>O и h<O в сечениях будут 
эллипсы с полуосями а* = а 1 h 1 , Ь* = ь 1h1 • С ро-

с с 

стом абсолютной величины h полуоси а• и Ь* будут 
увеличиваться. 

При h=O линия сечения поверхности с плоскостью 
z=O вырождается в точку (О; О; О). 

Таким образом, полученные линии сечений позво
ляют нам представить конус в виде поверхности, изо

браженной на рис. 41. 
Прямые, из которых составлен конус, называются 

его образующими; точка (О; О; О), через которую они 
проходят, называется вершиной конуса. 
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7. Заключительные замечания. В нашем курсе мы 
ограничились изучением плоских линий и поверхностей 
первого и второго порядков. В гл. 111 рассмотрели ли
нии первого и второго порядков, в данной главе - по
верхности первого и второго порядков. Линии и поверх
ности выше второго порядка выходят за рамки учебных 
программ по аналитической геометрии. 

Глава Х 

ЭЛЕМЕНТЫ ВЫСШЕИ АЛГЕБРЫ 

§ 1. Матрицы 

1. Определение матрицы. Пусть даны прямоугольная 
система координат Oxyz, точка М с координатами х1 , 

Х2, Хз и радиус-вектор* f точки М: f=OM. Обозначим 
через ё1, ё2, ёз единичные базисные векторы, тогда век
тор f в данной системе координат запишется так: 

f=х1ё1 +х2ё2+хэёз. 

Преобразуем данную систему координат путем ее 
поворота вокруг начала координат О и будем считать 
известньtми углы, которые образует каждая ось новой 
системы координат Ox'y'z' с каждой осью старой. Обо
значим через х' 1 , х'2, х'з координаты точки М в новой 
системе, а через ё'1 , ё'2 , ё'з единичные базисные векто
ры новых осей. Тогда вектор в новой системе координат 
запишется так: 

Поскольку правые части вектора f представляют собой 
разложение одного и того же вектора, то имеет место 

векторное равенство 

х1ё1 + х2ё2 + х3ё3 = х;ё; + х;ё; + х;ё;. (1) 

Рассмотрим преобразование координат Х1, x:z, Хз точ
ки Мв координаты х'1, х'2, х'з той же точки. 

Заметим, что данное преобразование обладает тем 
свойством, что вектор переходит в вектор той же дли-

• Радиусом-вектором точки М называется вектор, идущий из нача· 
ла координат в эту точку. 
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ны. Такое преобразование называется ортогональным. 
Разложим векторы ё'1, ё'2, ё'з по старому базису: 

/~~ = а11~1 + а21~2 + аа1~з· 
ez = а12е1 + а22е2 + йа2ез, 
ё; = а1зё1 + а2аё2 + йза ёs · 

(2) 

Так как каждый из векторов ё'1, ё'2, ё'з является еди
ничным, то для каждого из них коэффициентами раз
ложения будут служить направляющие косинусы, т. е. 

й11 =COS (е1, ё;), а12 = COS (ё1, ё;), й13 = COS (е1, е;), 

й21 =COS (ё2, ё;), а22 = COS (ё2, ё;), й23 = COS (ё2, е~), 

а31 =COS (ё3 , е;), а32 =сов (ё3 , ё;), а33 = cos (ё3 , ё;). 

Заменяя в равенстве (1) векторы ё'1, ё'2, ё'з их раэло
жениями (2) и группируя подобные члены, получим: 

Х1ё1 + Х2~ + Х3е~ = (анх; + й12Х; + й13Х;). ёl + 
+ (й21Х; + й22Х; + й23Х;). ё2 + (й,1Х; + йз2Х; + йэвХ;) .ё •. 

Отсюда, сравнивая коэффициенты при одинаковых ба
зисных векторах находим 

/Х1 = й11Х~ + й12Х~ + й13Х~, 
Х2 = й21Х1 + а22Х2 + а2зХз. 
Хз = а31х; + аа2х; + а38х;. 

(3) 

Таким образом, видим, что координаты х1 , х2, х3 
представляют собой линейные комбинации координат 
х'1, х'2, х'з, полностью определяемых совокупностью 
коэффициентов а11, "., азз. Здесь мы подошли к понятию 
матрицы. 

Определение. Таблица, составленная из коэффи
циентов ( 3), записанная в виде 

( 
й11 й12 й13) 

А = й21 й22 й2з • 

аз1 йэ2 йэз 

(4) 
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называется матрицей данного преобразования. Коротко 
матрицу обозначают так: 

A=(ai1) (i=l,2,3; j=l,2,3), 

а11 называются элементами данной матрицы. 
Элементы матрицы образуют столбцы и строки. 

Первый индекс (i) указывает номер строки, а второй 
(j} - номер столбца, на пересечении которых стоит 
элемент а11. Матрица ( 4) имеет три строки и три 
столбца. 

В высшей алгебре рассматриваются матрицы с .лю
бым числом строк и с любым числом столбцов. Поэто
му в общем виде матрица записывается следующим об
разом: 

(ан аа • • . й1п) 
А= й21 а22 ••• йs · ..... " .... "."" .. " .... " ... "п 

ат1ат2 •.• atn11 

(5) 

Если в матрице число строк равно числу столбцов 
(m=n). то матрица называется квадратной п-го поряд
ка, а в противном случае - прямоугольной. Так, ма
трица (4) является квадратной матрицей 3-го порядка. 
В матрице (5) т строк и п столбцов. Если m= 1, n> 1, 
то получается однострочечная матрица (а1 а2 ... ап), ко
торая называется вектор-строкой. Если же m> 1, а n= 
= 1, то получается одностолбцовая матрица 

которая называется вектор-столбцом. 
Две матрицы А= (а11 ) и В= (Ь11 ) считаются равны

ми, если равны элементы, стоящие на одинаковых ме

стах, т. е. (а11) = (Ь11). если а11=Ь11 при всех i и j (при 
этом число строк и столбцов матриц А и В должно 
быть одинаковым}. 

2. Свойства матриц. Матрицы, подобно векторам, 
можно складывать, умножать на число и друг на дру

га. Рассмотрим эти свойства. 
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С ум м а двух м ат р и ц. Суммой двух матриц А= 
= (а11 ) и В= (Ь11 ) с одинаковым количеством т строк 
и п столбцов называется новая матрица С= (с11), эле
менты которой определяются равенством 

а11+Ь11=с11 (i= 1, 2, "., т; j= 1, 2, "" п). 

Сумма двух матриц обозначается А+В=С. 
Пример 1. 

( 100) (ООО) (1+00+00+0) (100) 
о 1 о + о о о = о+о 1 +о о+о = о 1 о . 
о о о о о 1 о+о о+о о+ 1 о о 1 
А В С 

Аналогично определяется разность двух матриц. 
Умножение матрицы на число. Чтобы умно

жить матрицу А= (а11 ) на число)., нужно умножить на 
это число все элеJr1енты матрицы: 

Л.А=Л.(а11) = (Л.alf) (i= 1, 2"." т; /= 1, 2"." п). 

Пр им ер 2. 

( 102) (3-13-03·2) (306) 3 2 о о = 3.2 3.0 3.0 = 6 о о 
о 1 о 3.0 3· 1 3.0 о 3 о 
3 (ai1) (3ап)<;=1,2,3;/=t,2.3>-

П р о и э в е д е н и е д в ух м а т р и ц. Произведением 
матриц А = ( а11 ) , имеющей т строк и k столбцов, и В= 
= ( Ь11), имеющей k строк и п столбцов, называется но
вая матрица С= (с11), имеющая т строк и п столбцов, 
у которой элемент с11 равен сумме произведений эле
ментов i-й строки матрицы А на j-й столбец матрицы В, 
т. е. 

с11=ailЬ1/ + а12Ь21 + ... + a1kb kf 
(i= 1, 2, "" т; j= 1, 2, "" п). 

При этом число столбцов матрицы А должно быть рав
но числу строк матрицы В. В противном случае произ
ведение не определено. Произведение двух матриц обо
значается А·В=С. 
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Пример 3. 

(о i о )·(~ ~ ~) = 
1 о 1 1 о 1 
А В 

=(0·1+1·0+0·10-0+1·1+0·00·1+1·0+0·1)= 
1·1-1·0·0+1·1 1·0+0·1+1·0 1·1+0·0+1·1 

=(0 1 о)· 
2 о 2 
с 

Пр им ер 4. Пусть 

А= (68)• В=(~~)· 
тогда 

А·В = (Ь8)·(?8) = (88)· ноВ·А=(?8)·(J8) = (?8)· 
Отсюда получаем 

AB=i=BA, 

т. е. умножение матриц не подчиняется перестановоч

ному свойству. 
3 а меч ан и е. Правило произведения легко запом

нить в таком виде: элемент с11 матрицы С, стоящей на 
пересечении i-й строки и j-ro столбца, есть скалярное 
произведение i-й вектор-строки матрицы А и j-ro век
тор-столбца матрицы В. 

Путем непосредственной проверки можно убедиться, 
что для суммы и произведения матриц справедливы сле

дующие соотношения: 

(А+В) ·С=А·С+В·С, 

с. (А+В) =С·А+С·В. 

А· (В·С) = (А·В) ·С, 
(А+В) +С=А+ (В+С). 
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У м н о ж е н и е н а е д и н и ч н у ю м а т р и ц у. Сово
купность элементов а11, а22, .. " апп квадратной матрицы 
А= ( а;1) называется главной диагональю матрицы. 
Матрица, у которой элементы, стоящие на главной диа
гонали равны единице, а все остальные элементы рав

ны нулю, называется единичной матрицей и обозначает
ся буквой Е. 

Так, единичной матрицей 3-го порядка будет 

(
1 о о) 

Е= О 1 О • 
о о 1 

(6) 

Единичная матрица обладает замечательным свой
ством, а именно: умножение квадратной матрицы лю
бого порядка на соответствующую единичную матрицу 
не меняет матрицу. Это свойство и объясняет ее назва
ние. 

П р и м е р 5. Пусть 

А=(~~~~::) и Е = (~~)· 
тогда согласно правилу умножения матриц имеем 

и 

отсюда видим, что 

А·Е=А и Е·А=А. 

Заметим, что единичной матрице (6) соответствует 
специальное преобразование: 

Такое преобразование называется тождественным. 
С понятием матрицы тесно связано другое - поня

тие определителя, к рассмотрению которого мы и пере

ходим. 
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§ 2. Определители 

1. Определение определителя. Пусть дана квадрат
ная матрица третьего порядка, элементы которой для 
удобства обозначим через аа, а2, аз, Ь1, Ь2, Ьз, с1, с2, сз: 

(а1 Ь1 С1) а1 Ь2 с2 • 

аз Ьз Сз 

(1) 

О п р еде л е ни е. Определителем• третьего поряд
ка, соответствующим матрице ( 1), называется число, 
обозначаемое символом: 

а1 Ь1 С1 
Л = а2 Ь2 с2 

йз Ьз Са 

и определяемое равенством 

Л=а1Ь2сз+Ь1с2аз+с1а2Ьз

-с1Ь2аз-Ь1а2сз-а1с2Ьз. (2) 

Числа а1, а2, аз, Ь1, Ь2, Ьз, с1, с2, cs называются эле
ментами определителя. Диагональ, образованная эле
ментами а1, Ь2, сз, называется главной, а диагональ, об
разованная элементами аз, Ь2, с1, - побочноа. 

Чтобы запомнить, какие произведения в правой ча
сти равенства (2) берутся со знаком +, а какие со зна
ком -, полезно следующее правило треугольников: 

1~1 /~/ 
+ 

Это правило позволяет легко написать формулу (2) и 
вычислить данный определитель. На-пример: 

• Определители называются также детерминантами. 
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3 -2 1 
-2 1 3 = 3. 1 -(- 2) + (- 2)- 3. 2 + 
2 о -2 

+ (-2)·0· 1-2· 1·1-3·0·3-(-2)·(-2)·(-2) = -12. 

2. Свойства определителей. В этом пункте мы рас
смотрим ряд свойств определителей. Эти свойства мы 
будем формулировать и доказывать для определителей 
третьего порядка, хотя сами свойства присущи более 
общим определителям любого порядка. 

С в ой ст в о 1. Величина определителя не изменит
ся, если строки и столбцы этого определителя поменять 
ролями, т. е. 

а1 Ь1 С1 
а2 Ь2 С2 -

а1а2 аа 

Ь1 Ь2 Ь3 

аа Ьа Са С1 С2 С3 

Для доказательства этого свойства достаточно при
менить к определителям, стоящим в левой и правой 
частях равенства, формулу (2) и убедиться в равенстве 
полученных .при этом членов. 

Свойство 1 устанавливает полную равноправность 
строк и столбцов определителя. Поэтому все дальней
шие свойства определителя будем формулировать и для 
строк, и для столбцов, а доказывать только для строк 
или только для столбцов. 

С в ой ст во 2. Перестановка двух столбцов или двух 
строк определителя равносильна умножению его на -/, 
т. е. 

й1 Ь1 С1 
й2 Ь2 С2 

йз Ьз Cs 

С1 Ь1 а1 
= - С2 Ь2 а2 

Сз Ьа аа 

Доказывается аналогично предыдущему. 
С в ой ст в о 3. Если определитель имеет два одина

ковых столбца или две одинаковые строки, то он равен 
нулю. 

В самом деле, при перестановке двух одинаковых 
столбцов, с одной стороны, определитель Л не изменит
ся, а с другой стороны, в силу свойства 2, он изменит 
знак. Следовательно, Л=-Л, т. е. 2Л=0, или Л=О. 
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Например: 

1 1 17 
2215 =0. 
3 3 9 

С в о й ст в о 4. Умножение всех элементов одного 
столбца или одной строки определителя на любое чис-
110 Л. равносильно умножению определителя на это чис
ло 'А, т. е. 

Л.а1 Ь1 С1 
Л.а2 Ь2 Cz = Л 
Л.а8 Ь8 С3 

а1 Ь1 С1 
а2 bs С2 
й3 Ь3 С3 

Для доказательства этого свойства достаточно заме
тить, что по формуле (2) определитель выражается 
в виде суммы, каждый член которой содержит множн· 
телем один элемент из каждой строки и нз каждого 
столбца. 

С в ой ст в о 5. Если все элементы некоторого столб
ца или некоторой строки равны нулю, то сам определи
тель равен нулю. 

Это свойство вытекает из предыдущего (при Л=О). 
С в ой ст в о 6. Если элементы двух столбцов или 

двух строк определителя пропорциональны, то опреде
литель равен нулю. 

В самом деле, если элементы двух столбцов опреде
лителя пропорциональны, то, в силу свойства 4, мно
житель пропорциональности можно вынести за знак 

определителя, после чего остается определитель с дву

мя одинаковыми столбцами, равный нулю согласно 
свойству 3. 

Например: 

84 7 44 7 
6 3 9 =2 3 3 9 • 
4 2 11 2 2 11 

С в ой ст в о 7. Если каждый элемент п-го столбца 
(или п-й строки) определителя представляет собой сум
му двух слагаемых, то определитель может быть пред
ставлен в виде суммы двух определителей, из которых 
один в п-м столбце (в п-й строке) имеет первые иэ 
упомянутых слагаемых, а другой - вторые; элементь~, 
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стоящие на остальных местах, у 

лей одни и те же, т. е. 
всех трех определите-

а; +а; Ь1 с1 
а;+а; Ь2 с2 
а;+а; Ь3 с3 

а; Ь1 с1 а; Ь1 с1 
- а; Ь2 с2 + а; Ь2 с2 

Для доказательства этого свойства достаточно при
менить к определителям, стоящим в левой и правой 
частях равенства, формулу (2) и убедиться в равен
стве полученных при этом членов. 

С в ой ст в о 8. Если к элементам некоторого столб
ца (или некоторой строки) прибавить соответствующие 
элементы другого столбца (или другой строки), умно
женные на любой общий множитель /..., то величина 
определителя при этом не изменится. 

В самом деле, полученный в ,результате указанного 
прибавления определитель можно, в силу свойства 7, 
разбить на сумму двух определителей: 

а1 +ЛЬ1 Ь1 с1 а1 Ь1 с1 ЛЬ1 Ь1 с1 
а2 +ЛЬ2 Ь2 с2 - а2 Ь2 с2 + ЛЬ2 Ь2 с2 , 

а3 + ЛЬ3 Ь3 с3 а3 Ь3 с8 Л.Ь8 Ь3 с3 

первый из которых совпадает с исходным, а второй 
имеет два пропорциональных столбца и по свойству 6 
равен нулю, т. е. получаем требуемое равенство. 

Для формулировки следующего свойства определи
теля нам необходимо познакомиться с понятиями алге
браического дополнения и минора. 

Минором некоторого элемента определителя назы
вается определитель, получаемый из данного путем вы
черкивания строки и столбца, на пересечении которых 
расположен этот элемент. 

Например, минором элемента а1 определителя Л 

является определитель второго порядка • 1 bs Cz,, 

• Определителем 

(а1 Ь1) матрице Gz bi , 

bs Са 

второго порядка 1: :: 1 • соответствуrощим 
называется число, равное а 1 Ь2-а2Ь1. 
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минором элемента Ь 1 является определитель второго по

рядка 1а2 Csl и т. д. 
аз Са 

Алгебраическим дополнением некоторого элемента 
определителя называется минор этого элемента, умно

женный на (-l)P, где р- сумма номеров строки и 
столбца, на пересечении которых расположен элемент. 
Алгебраическое дополнение элемента обозначается той 
же, но заглавной буквой, что и сам элемент. Так, алге
браическое дополнение элемента а1 обозначается че
рез А1, элемента Ь1 - через В1 и т. д. 

Например, так как элемент а2 находится на пересе
чении первого столбца и второй строки, то для него 
р= 1 +2=3 и алгебраическим дополнением будет 

А2 = -1 t~ ~~ 1 = ЬаС1 - Ь1с3 • 
Таким образом, соответствующие алгебраическое до
полнение и минор могут отличаться только знаком. 

С в ой ст в о 9. Определитель равен сумме произве
дений элементов какого-нибудь столбца или строки на 
их алгебраические дополнения. 

Иначе говоря, имеют место следующие равенства: 

Л=а1А1 +а2А2+азАэ, Л=а1А1 +Ь1В1 +с1С1, (3) 

Л=Ь1В1+Ь2В2+ЬэВэ, Л=а2А2+Ь2В2+с2С2, (4) 
Л=с1С1 +с2С2+сзСз, Л=азАз+ЬзВз+сзСз. (5) 

Чтобы доказать, например, первое из этих равенств, до
статочно записать правую часть формулы (2) в виде 

Л=а1 (Ь2сз-Ьзс2) +а2 (Ьзс1-Ь1сз) +аз(Ь1с2-Ь2с1). 

Величины, стоящие в скобках, являются алгебраиче
скими дополнениями элементов а 1 , а2 , а3, т. е. 

Ь2сз-Ьзс2=А1, Ьзс1-Ь1сэ=Аz, Ь1с2-Ь2с1 =Аз. 

Отсюда и из предыдущего получаем 

Л=а1А1 +а2А2+азАз, 

что и требовалось. Остальные равенства (3) -(5) до
казываются аналогично. 
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Запись определителя по какой-нибудь из формул 
(3)-(5) называется разложением его по элементам не
которого столбца или некоторой строки (первая форму
ла дает разложение по элементам первого столбца и 
т. д.). 
Пр им ер. Вычислить определитель 

2 
Л= 5 

3 

4 6 
12 19 1 

9 17 

разлагая его по элементам первой строки. 
Решение. 

л =2/ l~ ~~1-4 \~ ~~/ + 61~ 1~1=8. 
С в ой ст в о 1 О. Сумма произведений элементов ка

кого-нибудь столбца или какой-нибудь строки опреде
лителя на алгебраические дополнения соответствующих 
элементов другого столбца или другой строки равна 
нулю. 

Докажем, например, что сумма произведений эле
ментов второго и третьего столбцов на соответствующие 
алгебраические дополнения элементов первого столбца 
равна нулю. Для этого разложим определитель (1) по 
элементам первого столбца: 

Л=а1А1 +а2А2+аэАз. (6) 

Так как алгебраические дополнения А1, А2, Аз не зави
сят от самих элементов а1, а2, аз, то в равенстве (6) 
числа а1 , а2 , а3 можно заменить произвольными числа

ми h1, h2, hз: 

1 
h1 Ь1 С1 
h2 Ь2 С2 = h1A1 + h2A2 + h3A3. 
hз Ьз Сз 

(7) 

Беря теперь в равенстве (7) в качестве h1, h2, hз сна
чала элементы Ь1 , Ь2, Ьз второго столбца, а затем эле
менты с1 , с2 , с3 третьего столбца и учитывая, что по 
свойству 3 определитель с двумя одинаковыми столб
цами равен нулю, получаем 
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что и требовалось. 
Аналогично доказываются равенства 

а1В1 + а2В2 + а8В3 = О, а1С1 + а2С2 + а8С8 = О, 

с1В1 + с2В2 + с3В8 =О, Ь1С1 + Ь2С2 + Ь8С3 =О 

и шесть подобных равенств, относящиеся не к столб
цам, а к строкам: 

а1А3 + Ь1В8 + с1С8 = О, а~а + Ь2В8 + с2С3 = О, 
й~А1 + Ь1В1 + С1С2 =о, ааА2 + ь,в2 + СаС1 =о, 
~А1 + Ь2В1 + с2С1 =О, а3А1 + Ь8В1 + С3С1 =О. 

§ З. Матричная запись системы линейных уравнений. 
Понятие обратной матрицы 

В начале главы на примере ортогонального преобра
зования мы ввели математическое понятие матрицы. 

В этом параграфе мы рассмотрим практическую сторо
ну этого понятия. С этой целью возьмем любые соотно
шения вида 

У1 = й11Х1 + й12Хs + й13Х3, ) 

У2 = й21Х1 + й22Х2 + ~3Х3, 
Уа= йа1Х1 + йз2Х2 + й33Х3, 

считая, что матрица их коэффициентов задана: 

(1) 

Тогда, пользуясь правилом умножения матриц, систе
му (1) можно записать в матричной форме следующим 
образом: 

(2) 

здесь правая часть равенства понимается как произве· 

дение квадратной матрицы А на матрицу, состоящую 
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из одного столбца, равное матрице (левая часть равен
ства), состоящей также из одного столбца. Две матри
цы равны, если равны их элементы. Поэтому, прирав
няв соответствующие элементы, получим систему урав

нений (1). 
Обозначим теперь числа у1, у2, у3 одной буквой У, 

а числа х,, Х2, Хз одной буквой Х; матричное равенст
во (2) принимает компактный вид 

У=А·Х. (3) 

Таким образом, в матричной записи систему (1) мож
но заменить одним эквивалентным ей матричным урав
нением (3). Решение уравнения (3) заключается в оты
скании такого вектор-столбца Х, который при заданной 
матрице А и заданном вектор-столбце У обращает 
уравнение в тождество. 

Если определитель матрицы А равен нулю (Л=О), 
то матрица называется вырожден.ной, если же Л::;i::О, то 
матрица называется невырожденной. 

Пусть определитель матрицы А отличен от нуля 
(Л::;i::О). Тогда существует единственное обратное преоб
разование, которое находится путем решения системы 

( 1) относительно х1 , х2, Хз *. Матрица обратного пре
образования называется обратной матрицей к А и обо
аначается А- 1 • В этом случае можем написать 

Х =А-1. У. (4) 

Формулу (4) называют матричной записью решения 
системы ( 1). 

Произведение матриц А и А-1 обладает важным 
свойством: 

А-1·А=А·А-1 =Е. (5) 

Действительно, подставляя вместо У в (4) его выра
жение (3), получаем тождественное преобразование: 
Х=А-1 ·(А·Х)=(А-'·А)·Х, отсюда А-1 ·А=Е. С другой 
стороны, если рассматривать данное преобразование и 
обратное преобразование в обратном порядке, то мы 
также получим тождественное преобразование У= 
= (А·А-'). У, откуда А·А-1 =Е. 

* Это следует нз результатов следующего § 4. 
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Равенства (5) показывают, что матрицы А и A-t 
взаимно-обратные. 

Покажем, что обратной матрицей А-1 будет матрица 

Ai1 Аа1 Аз1 
д д д 

А-1= ~ л" А:п (6) 
д д д 

Aia Aza Ааа 
л д л ) 

где А11 есть алгебраическое дополнение элемента aif 
определителя Л. С этой целью найдем матрицу С как 
произведение матриц А. A-t: 

Ан Au Аз1 
д д д 

("" аа "")· А11 Au An 
С=А·А-1 = а21 -й22 asa л л л 

аа1 llз2 ааа 
~ Au Ааа 

л л л 

-(~ 
о 

~)-Е. 1 
о 

Полученный результат следует из того, что, согласно 
правилу умножения матриц и свойств 9 и 10 определи
телей, элементы матрицы С, стоящие на главной диа
гонали, суть суммы произведений элементов строки 
определителя Л на соответствующие нм алгебраические 
дополнения, деленные на определитель Л, т. е. равны 
единице. А каждый недиаrональный элемент есть сум
ма произведений элементов некоторой строки на алге
браические дополнения другой строки, деленная на 
определитель Л, т. е. равен нулю. Например, элементы 
с11 и с2з определяются так: 

Ai1 Aia Aia 
С11 = й11 л + йаА + а1ал = 

ан А11 + аа Аа + au А1а 
л 
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An+ An. Аза 
С2э = й21-- й22 -- + й2э-- = 

л л л 

a,i А11 + аа An + ass Азз = _О_ = О. 
л л 

Таким образом, формула (6) установлена. 
Пр им ер. Дана система 

( 
У1 = Х1 + 2Х2 + Х3, 
У2 = 2Х1 + Х11 + Х3, 
Уа = Х1 + Зх2 + Ха. 

Выразить неизвестные Х1, Х2, Хэ через У•· У2. Уэ· 
Р е ш е н и е. Имеем 

(
1 2 

А= 2 1 
1 3 :} 

Л= l=FO. Матрица А является невырожденной, следова
тельно, имеет обратную. Согласно (6) находим 

Отсюда 

или 

(-2 1 1) 
А-1 = -1 О 1 . 

5 -1 -3 

(х1)-(-2 х, - -1 
Ха 5 

о ~). (~:). 
-1 -3 Уз 

1 
Х1 = - 2у1 + У2 + Уа• 
Ха= -У1 +Уа· 
Ха= 5у1 -у2-3Уз· 

В заключение отметим, что матричная запись реше
ния системы имеет практическое значение в тех зада

чах, где приходится многократно решать систему при 

одних и тех же коэффициентах в правых частях, но с 
различными значениями левых частей. В таких задачах 
достаточно один раз затратить труд на составление об
ратной матрицы, чтобы затем уже по готовым формулам 

345 



находить неизвестные в зависимости от левых частей си
стемы. Особое значение этот метод получает в задачах, 
сводящихся к линейным системам с большим числом не
известных. 

§ 4. Решение и исследование системы трех уравнений 
первой степени с тремя неизвестными 

Теория матриц и определителей имеет широкое при
менение как в самой математике, так и в ее приложе
ниях. Это очень удобный и часто употребляемый в са
мых разнообразных исследованиях математический ап
парат. 

Мы рассмотрим применение матриц и определителей 
в исследовании и решении системы трех уравнений пер
вой степени с тремя неизвестными х, у, z: 

1 а1х + Ь~11 + c1z = h1, 

а2х + Ь211 + c2z = hi, 
а3х + ЬзУ + c3z = h3 

(1) 

(коэффициенты а1, а2, аз, Ь1, Ь2 , Ьз, с1, с2, с3 и свобод
ные члены h1, h2, hз считаются заданными). 

Тройка чисел хо, уо, Zo называются решением систе
мы ( 1), если подстановка этих чисел на место х, у, z 
обращает все три уравнения (1) в тождество. 

В дальнейшем основную роль будут играть четыре 
определителя: 

h1 Ь1 С1 
лх = h2 Ь2 С2 

ha Ьа с, 

а1 Ь1 h1 

Лz = а2 Ьа ht 
аа Ьэ ha 

а1 h1 С1 

' Л!/ = й2 h't Св ' 

йэ ~ Сз 

Определитель Л называется определителем системы ( 1). 
Определители Лх, д11, Л:z получаются из определителя 
системы д посредством замены свободными членами 
элементов со.ответственно первого, второго и третьего 

столбцов. 
Мы рассмотрим отдельно два случая: 1) случай, ко-
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гда· определитель Л оистемы отличен от нуля, 2) слу
чай, когда этот определитель равен нулю. 

J. Л#=О. Здесь мы покажем, что решение систе
мы ( 1) существует н оно единсr.венно. С этой целью 
умножим обе части пе~рвого уравнения системы (1) на 
алгебраическое дополнение А 1 , второго - на А2 , треть
его -- на Аз, а затем сложим эти уравнения. В резуль
тате получим 

(а1А1+а2А2+азАз) ·х+ (Ь1А1 +Ь2А2+ЬзАз) ·у+ 

+ (с1А1+с2А2+сзАз) ·Z=h1A1 +h2А2+hзАз. 

Отсюда и на основании свойств 9 и 10 определ0ителей 
имеем 

L\ · Х=h1А1+h2А2+hзАз=Лх. 

Аналогично найдем: 

Л·у=h1В1 +h2В2+hзВз=д11, 

Л·z=h1C1 +h2С2+hзСз=Лz. 

Таким образом, из системы (1) мы получим систе
му уравнений 

(2) 

называемых формулами Крамера •. 
Чтобы показать, что решение системы (1) существу

ет, надо подставить на ·место х, у, z их значения, опре
деляемые формулами Крамера, и убедиться, что все 
три уравнения ( 1) обращаются при этом в тождества. 
Проверим это относительно первого УIРавнения. Имеем 

ь Лх Ь Лv Л2 
а1х+ 1у +c1z =а1 --+ 1 -- +с1 -- = 

л л л 

= -1 {а1 (h1A1 + h2A2 + haA8) + Ь1 (h1B1 + h2B1 + h8Ba) + 
л 

1 + с1 (h1C1 + h2C2 + h8C8)} = Л {h1 (а1А1 + Ь1В1 + c1CJ + 

+ h1 (а1А1 + Ь1В3 + с1С2) + h8 (а1А8 +Ь1В8 +с1С8)} = h1 , 

• Крамер Габрнель (1704-1752) - швейцарский математик. 
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так как согласно свойству 9 определителей 

а1А1 +Ь1В1+с1С1 =Л, 

а согласно свойству 10 

а1А2+Ь1В2+с1С2=О, а1Аз+Ь1Вэ+с1Сэ=О. 

Следовательно, обращение в тождество первого урав
нения системы ( 1) установлено. Аналогично устанав
ливается обращение в тождество второго и третьего 
уравнений системы. 

Таким образом, решение системы существует. 
Кроме этого, формулы Крамера (2) доказывают 

единственность решеН'Ия исходной системы (1), ибо си
стема (2) является следствием системы ( 1), и всякое 
решение системы ( 1) обязано быть решением н систе
мы (2), т. е. выражаться по формулам Крамера. 

Все изложенное позволяет сделать следующий вы
вод: если определитель Л системы ( 1) отличен от нуля, 
то существует, и притом единственное, решение этоа 
системы, определяемое формулаJrtи Крамера. 

Пр им ер. Найти все решения системы 

{ 
х +2у + z = 4, 

Зх - 5у + Зz = J, 
2х + 7y-z= 8. 

Реше н и е. Так как Л = 33:#:0, то данная система 
имеет единственное решение, определяемое формула
ми (2) 

X=~=~=l y=~=~=l 
л 33 • л 33 • 

Z=~=~=l. 
л 33 

Следовательно, х= 1, у= 1, z= 1 - решение данной си
стемы. 

Для сравнения покажем, что факт существования 
и единственности решения системы (1) еще проще ус
танавливается матричным способом. Для этого заме
ним систему ( 1) эквивалентным ей матр:ичным урав
нением 



АХ=Н, (3) 

где А - матрица системы, а Х и Н - вектор-столбцы, 
первый из которых подлежит определению, а второй 
задан. 

Так как А - невырожденная матрица (Л*О), то су
ществует обратная матрица А- 1 • Умножая равенство (3) 
слева на А- 1 , будем иметь 

(4) 

Так .как А- 1АХ=ЕХ=Х, в силу свойства (5) § 3, из 
равенства (4) находим решение системы: 

Х=А- 1 ·Н. (5) 

По.кажем, что это решение единственное. Предполо
жим обратное, т. е. пусть Х1 и Х2 - два различных ре
шения системы. Это значит, что выполняются одновре
менно тождества: АХ1=Н и АХ2=Н. Вычитая из пер
вого второе, получим 

А (Х1-Х2) =0. 

Умножая это равенство слева на А- 1 , будем и.меть 

А-1 ·А(Х1-Х2)=А- 1 ·0=0, или Е-(Х1-Х2)=О. 

Отсюда Х1-,Х2=0, Х1=Х2, т. е. решения Х1 .и Х2 сов
падают. 

Легко проверить, что .вектор-столбец Х, определяемый 
равенством (5), в самом деле является решением мат
ричного уравнения (3), т. е. при подстановке в это 
уравнение обращает его в тождество. Действ'Ительно, 
если ввктор-столбец Х определяется равенством (5), то 

АХ =А (A-IH) = (АА-1) ·Н=ЕН=Н. 

Далее, нетрудно заметить, что ее.ли развернуть ра
венство (5) с учетом формулы (6) § 3 для обратной 
матрицы, то получим для элементов вектор-столбца Х 
формулы Крамера. 

Теперь перейдем к рассмотрению случая, когда опре
делитель Л системы ( 1) равен нулю. 

2. Л=О. Начнем с простого случая, когда хотя бы 
один из определителей Лх, Лv. Лz ·отличен от нуля. 
В этом случае хотя бы одно из равенств (2) является 
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невозможным*, т. е. система (2) не имеет решений, а 
поэтому не имеет решений и система (1), так как си
стема (2) является следствием системы ( 1). 

Осталось рассмотреть случай, когда Лх, Лу 1и Лz рав
ны нулю. Но сначала исследуем так называемые одно
родные системы. 

Однородной системой трех уравнений первой степе-
ни с тремя неизвестными называется система вида 

( й1Х + Ь1У + C1Z=O, 
й2Х + Ь2У + C2Z=O, 
а8х + Ь3у + C3Z=0. 

(6) 

Очевидно, что эта система всегда имеет так называе
мое нулевое решение х=О, у=О, z=O. Если Л=#=О, то 
это решение является единственным (в силу п. 1). 
Мы докажем, что если определитель Л=О, то систе

ма (6) имеет бесконечно много ненулевых решений. 
Разобьем доказательство на два этапа. 

1°. Предположим, что хотя бы один из миноров опре
делителя Л отличен от нуля. Пусть, например, 

'
a1b1l*o. 
а2Ь2 

Тогда однородную систему, составленную из двух первых 
уравнений (6), мы можем представить в виде 

{а1х + Ь1у = - c1z, (7) 
й?)С + Ь2У = - C2Z· 

Для дальнейшего удобно ввести в рассмотрение алгеб
раические дополнения А3 , 8 3, Сз элементов третьей стро
ки определителя Л: 

Аа = lb1C11· Вз = _,а1С1,, Сз = 1а1Ь11. 
Ь2 С2 йz С2 а2 bz 

Так как по условию Сз:;С:О, то для каждого z существу
ет единственное решение системы (7), определяемое 
формулами Крамера 

А, 83 X=-z,y=-Z. 
Са Сз 

• Действитепьно, пусть, например, Лz=FO. Тогда равенство 
Л·х=Лz невозможно, так как его певая часть Л·х=О при пюбом х, 
а правая часть Лs+О. 

350 



Положим z= С3 • t, где t может принимать любые значе
ния. Тогда очевидно, что однородная система (7) будет 
иметь бесконечно много решений, определяемых форму-
лам и 

(8) 

при любом значении t. 
Осталось показать, что х, у и z, определяемые фор

мулами (8), обращают в тождество и третье уравнение 
однородной системы (6). В самом деле, подставляя их 
вместо неизвестных в левую часть третьего уравнения, 

находим 

а3х+Ьзу+сзz= (азАз+ЬзВз+сзСз) ·f=Л·t=O·i=O. 

Таким образом, формулы (8) при любом t опреде
ляют решение однородной системы (6) . 

2°. Предположим теперь, что все миноры определи
теля Л равны нулю. Это значит, что соответствующие 
коэффициенты всех трех уравнений (6) пропорциональ
ны. Но тогда второе и третье уравнения (6) являются 
следствием первого и могут быть отброшены, а одно 
уравнение с тремя неизвестными a1x+b1y+c1z=O, ес
тественно, имеет бесконечно много решений (двум не
известным можно предписывать произвольные значе

ния. а третье неизвестное определять из уравнения). 
Итак, мы доказали, что однородная система (6) с 

определителем Л, равным нулю, имеет бесконечно мно
го решений. 

Теперь мы можем перейти к рассмотрению системы 
(1), когда все четыре определителя Л, Лх, Лу, Лz рав
ны нулю. Докажем, что если Л =О и система ( 1) имеет 
хотя бы одно решение, то она имеет бесконечно много 
решений. 

Пусть система (1) имеет решение Хо, у0 , z0. Тогда 
справедливы тождества 

fй1Хо +Ь1Уо +c1Zo=h1, 
й2Хо +Ь2Уо +c2Zo=h2, 

й2Хо +ЬзУо +сзZо=hз. 

(9) 

Вычитая почленно из уравнений ( 1) тождества (9), по
.11учим 
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1 а1(.х-х0) +Ь1(у-у0) +c1(z-zo)=0, 
а2(х-х0) +Ь2(у-у0) +c2(Z-Zci) =О, 

а8(х-х0) +Ь8(у-у0) +c8(z-z0) =0. 
(10) 

Это есть однородная система трех уравнений первой 
степени с неизвестными (х-хо), (У-Уо) и (z-zo) с 
определителем Л, равным нулю. Но согласно только что 
доказанному эта система имеет бесконечно много реше
ний, а спедовательно, и данная система ( l) имеет бес
конечно много решений. Например, в спучае, когда от
личен от нуля минор С3 (см. 1°), в силу формул (8) 
каждому решению с.истемы ( 10) отвечает решение 

х=хо+Азt, У=Уо+Взi, z=zo+Cзt 

системы (1) (t принимает любые значения). Тем са
мым наше утверждение доказано, и мы можем сделать 

следующее заключение: если Л=Лх=Лу=Л ... =0, то си
стема ( 1) либо совсем не имеет решений, либо имеет 
бесконечно много решений (в последнем случае по 
крайней мере одно из уравнений системы будет след
ствием других). 

В качестве примеров предлагаем ч.итателю рассмот-
реть следующие три системы: 

1 х+ У+ z=2, i х+ У+ z=l, 1 х+ У+ z= 1, 
Зx+2y+2z=l, 2х+ у+ z=2, 2x+2u+2z=3, 
4х+Зу+3z=4. Зх+2у+2z=З, Зх+Зу+Зz=4 

и убедиться в том, что первая система не имеет реше
ний (для нее Л=О, Лу=l), вторая система имеет бес
конечно много решений (для нее Л=Лх=Лу=Л ... =0), 
определяемых при любом t формулами: Х= 1, y=t, Z= 
=-t, а третья система не имеет решений (для нее Л= 
=Лх=Лу=Л ... =0), так Ка!\ она не имеет хотя бы одно
го решения (в самом деле, даже первые два уравнения 
этой системы не имеют решения, так как, умножая 
первое из них на 2 и вычитая его почленно из второ
го, получаем невозможное равенство О= 1). 

В заключение данной главы заметим, что при рас
смотрении общих задач исспедования и решения систем 
уравнений первой степени со многими неизвестными и 
во многих других вычислительных задачах математи

ки приходится иметь дело с матрицами и определите-
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.лями n-ro порядка (n= 2, 3, 4, 5, ... ). Теория матриц и 
определителей произвольноrо порядка строится в об
щих чертах аналоrично изложенной нами теории ма r
риц и определителей третьего поря,в;ка. Однако строгое 
ее построение со всеми деталями требует вве,цения до
полнительных понятий и доказательства ряда с.ложных 
теорем. Поэтому читатель, же.лающий расширить и уг
лубить свои знания, может познакомиться с этой теори
ей, как и с теорией систем уравнений первой степени 
со многими неизвестными, в .любом курсе высшей ал
гебры. 

r лав а XI 

ПОНЯТИЕ, ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 1. Понятие функции нескольких переменных 

1. Вводные замечания. До сих пор мы занимались 
изучением функций одной переменной, т. е. изучением 
функции, значения которой зависят от значений одной 
независимой переменной. 

При изучении многих вопросов геометрии, естество
знания и т. д. часто приходится иметь дело с такими 

зависимостями между несколькими переменными вели· 

чинами, когда численные значения одной нз них пол
ностью определяются значениями других. Так, напри
мер, температура нагретого тела в данный момент вре· 
мени t меняется от точки к точке. Поскооьку каждая 
точка тела определяется тремя координатами х, у, z, 
то температура тела определяется значениями трех пе

ременных х, у. z, а если еще уч'Итывать зависимость 

температуры от времени t, то значен.ия ее будут опре
деляться значениями уже четырех переменных х, у, z, 
t. И.ли, например, площадь прямоугольника со старо-. 
нами, длины которых равны х и у, определяе'J1ся значе

ниями двух переменных х и у, а объем прямоугольно
го параллелепипеда с ребрами, длины которых равны 
х, у, z, определяется значениями трех переменных х, у, 

z. Примеров таких зависимостей можно привести сколь
ко угодно. 
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Эта часть курса и посвящается изучению такого рода 
зависимостей. С этой целью вводится понятие функции 
нескольких переменных и развивается аппарат для ис

следования таr<Их функций. 
2. ОпредеJ1ение функции двух и более переменных. 

В полной аналогии с функцией одной переменной вво
дится понят.не функции двух переменных. 

Определение. Пусть Х, У и Z - некоторые мно
жества. Функцией двух переменных f называется множе
ство троек чисел (х; у; z) таких, что хЕХ, уЕУ, ZEZ 
и каждая пара чисел (х; у) входит в одну и только од
ну тройку этого множества. В этом случае говорят, что 
паре чисел (х; у) поставлено в соответствие число z и 
пишут z=f(x, у). При этом z называют зависимой пе
ременной, а х и у - независимыми переменными (или 
аргументами); множество (х; у) • - областью опреде
ления функции. а множество Z - множеством значениtl 
функции. 

l(ак и в елучае одной переменной, функция двух пе
ременных обозначается: z=z(x. у), z=<p(x, у), z= 
=h(x,y), z=F(x. у) и т. д. 

Пусть некоторая функция обозначена символом 
f (х, у). Тогда значение этой функции, соответствующее 
некоторым численным значениям аргументов х=х0 и 

у= Уо. обозначается f (хо, Уо). Например, если f (х, у)= 
=ху, то /(1, 3) = 1 ·3=3, f(2, 3) =2·3=6 и т. д. 

Так как каждой паре чисел (х; у) при фиксирован
ной системе координат соответствует единственная точ
ка М плоскости и, обратно, каждой точке М соответст
вует пара чисел (х; у), то функцию двух переменных 
можно рассматривать как функцию точки М и вместо 
записи z=f (х, у) писать z=f (М), а областью опреде
ления функции в этом случае будет некоторое множе
ство {М} точек плоскости. В дальнейшем мы будем 
пользоваться этими двумя записями функции двух пе
ременных. 

Способы задания функции двух переменных, как и 
в случае одной переменной, могут быть различными. 
В нашем курсе наиболее важным является аналитиче
ский способ задания, когда функция задается с помо-

• В д.апьнейшем множество пар чисел (х; у) будем обо:Jначать 
симвопом {М}. 
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щью. формулы. Областью определения функции в этом 
случае считается множество всех точек плоскости, для 

которых эта формула имеет смысл. 

Рассмотрим приме~ры функций двух переменных: 

1. z=x2+y2• Областью определения этой функции 
является множество {М} всех пар чисел (х; у), т. е. 
вся плоскость Оху, а множеством значений - проме
жуток Z=[O, +оо). 

2. z = Vl -х2 -у2• Областью определения этой 
функции является множество всех точек, для которых 

выражение V 1 - х2 -у8 определено, т. е. множество то
чек, для которых 1-х2-у2 :;;..0, или х2+у2 .о;;;:1. Множе
ство всех таких точек образует круг с центром в на
чале координат и радиусом, равным единице. Множест
во значений функции представляет собой отрезок [О, 1]. 

1 3. z = '{ . Областью определения этой 
х2+у2-1 

функции является множество точек, координаты которых 

удовлетворяют неравенству х2 + у2> 1, т. е. множество 
точек, лежащих вне круга радиуса 1 с центром в нача
ле координат, а множество значений представляет со
бой промежуток (О, + оо). 

Из рассмотренных примеров видно, что областью 
определения функции двух переменных может быть 
вся плоскость Оху или ее часть. 

Далее, из аналит.ической геометрии мы знаем, что 
множество всех троек чисел (х; у; z) образует коорди
натное пространство. При этом каждой тройке (х; у; z) 
в пространстве соответствует точка М (х; у; z). Если 
вместо множества {М} точек плоскости возьмем множе· 
ство {М} точек пространства, то совершенно аналогич
но можно дать определение функции трех переменных: 
и=f (М) или и=f (х; у; z). Областью определения фун
кции трех переменных будет уже все пространство 
Oxyz или его часть. Так, например, функция и=х2+у2+ 
+z2 определена во всем пространстве Oxyz, а фу~нкцня 
и= ln xyz определена на множестве точек пространства, 
координаты которых удовлетворяют неравенству xyz> 
>О. Причем в первом случае множеством значений 
функции будет промежуток [О, +оо), а во втором -
(-оо, +оо). 
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Аналогично можно дать определение функции че
тырех переменных: и=f (х, у, z, t). В этом случае мно
жество четверок чисел (х; у; z; t) образует так назы
ваемое четырехмерное прост,ранство. Точка М (х; у; z; t) 
является точкой этого пространства. Однако область 
определения функции четырех переменных уже не ·Име
ет простого геометрического истолкования. Аналогично 
можно ввести поня11ия фунющй ·пяти и •вообще п пере
менных: и=f (х1, Х2, ... , Хп). 

В дальнейшем мы будем подробно рассматривать 
функции двух переменньiх, имея в ;виду, что обобще
ние определений и полученных результатов на функции 
трех и более переменных представляет собой, как пра
вило, лишь техничес.кие трудности. 

§ 2. Геометрическое изображение функции двух 
переменных 

Как .известно, функция одной Переменной геометри
чески изображается на плосжости .в в·иде линии, опре
деленной уравнением y=f (х). Подобным же образом 
функция двух переменных геометрически изображается 
в пространстве в виде поверхности, определенной урав
нением z=f(x, у), т. е. сама формула, задающая функ
цию, и есть уравнение этой поверхности. 

В аналитической геометрии мы познакомились с 
ра·злнчными поверхностями и .их уравнениями. Так, 
например, уравнение z-2х+Зу+8=0 есть уравнение 
плоскости. Данная плоскость есть график фуНК'I1ИИ 
z=2х-Зу-8. 

Уравнение x2+y2+z2=R2 есть уравнение сферы IJ>a· 
диуса R с центром в начале координат. С другой сто
роны, сфера есть объединение графиков двух одно
значных функций 

z = V R1-x1 -у* и z = - V R1~x• -у•. 

Построение графюков функций двух переменных в 
большинстве случаев представляет значительные труд
ности. Поэтому существует еще один способ геометри
ческого uзображения функции двух переменных, осно
ванный на сечении поверхности плоскостями z =с, где 
с -- любое число, параллельными плоскости Оху. 

356 



Назовем линией уровня функции z=f (х, у) множе· 
ство точек (х; у) плоскости Оху, в которых функция 
принимает одно и то же значение с Очевидно, давая 
с различные значения, мы будем получать различные 
линии уровня для данной функции 

Если взять числа с1, с2, .", Qп, ." в арифметической 
прогрессии с разностью h, то аолучим ряд линий уров-

у 

х 

х 

Рис. 42 Рис. 43 

ня, по взаимному расположению которых можно полу

чить представление о графике функции, т. е. о форме 
поверхности. Там, где линии располагаются гуще, функ
ция изменяется быстрее (поверхность идет круче), а в 
тех местах, где линии уровня ра1сполагаются реже, 

функция изменяется медленнее (поверхность будет бо
лее пологой) (рис. 42). Ясно, что чем меньше будет h, 
то тем точнее будет представление о графике функции. 

Термин «линии уровня» заимствован из картогра
фии. Там линии уровня - это линии, в которых высо
та точек земной поверхности над уровнем моря посто
янна. По ним можно судить не только о высоте над 
уровнем моря интересующей нас точки местности, но 
и о характере рельефа. 
Пр им ер. Построить линии уровня фунюцИ'и z= 

=х2+у2. 
Решен и с. Для того чтобы найти линии уровня 
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данной функции, пересечем поверхность z=x2+y2 пло
скостью z=c. Получаем х2+у2 =с (О~с<+оо). За
давая с различные значения, наприм~р с=О, 1, 2, 3, ... , 
получ'ИМ семейство линий уровней, представляющих со
бой окружности. Пр.и с= О окружность вырождается в 
точку (О; О) (рис. 43). 

Из того, чтv линия-ми уровня оказались окружноста 
с центрами в начале координат, следует, что графи
ком данной функции должна быть поверхность враще
ния вокруг оси· Oz. Действнтельно, из анали11Ической 
геометрии известно, что уравнение z=x2+y2 определя
ет пара·болоид вращения. 

§ 3. Предел функции двух переменных 

Нведем два вспомогательных понятия понятие 
сходящейся последовательности точек и понят.не 13-
окрестности данной точки. 

Опреде.ление 1. Множество {М} точек, коорди
наты х и t/ которых удовлетворяют неравенству 

V(х-х0)1 +(у-у0) 1 <б или, короче, р(М; Мо)<б, 
называется fJ-01ерестностью точки Мо (хо; Уо). 

Другими словами, 13-окрестностъ точки Мо - это 
все точки, лежащие ,внутри круга с центром М0 ради
vса ~. 
· Рассмотрим последовательность точек М1 (х 1 : µ1), 

М2(х2; У2) • ...• М11(х11; У11), ... *. Сформулируем следую
. шее определение. 

Определение 2. Последовательность {М11} точек 
называется сходящейся к точке М0 , если для любого 
е>О существует номер N такой, что при n>N выпол
няется неравенство р(М11, М0) <е. При этом точка М0 
называется пределом последовательности {М11}. 

Для обозначения предела М0 последовательности 
{М11} используется следующая СИ'Мволика: 

Jim мп = Мо или м/1-мО при n-+oo. 
· n-+oo 

Нетрудно заметить, что определение 2 является 
обобщением понятия сходящейся числовой последова
тельности. Действительно, задание последователънос"Ги 

• Будеи кратко обозначать эту последовательность симво.пом 
{М"}. 
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{Мп} точек на прямой равносильно заданию числовой 
последовательноети {хп} и неравенство р(Мп, Мо) <е 
переходит в этом случае в неравенство \.tп-Xol <е. 

Теперь мы можем перейти к определению предела 
функции двух переменных. Оно будет совершенно ана
логичным определению предела функции одной пере
менной. 

Пусть функция z=f (М) определена на некотором 
множестве {NJ} 'И пусть точка М0е{М} или М0 Еf{М}, но 
обладает тем свойством, что в любой ~-окрестности 
этой точки содержится хотя бы одна точка множества 
{М}. отличная от Мо. 

О п р е д ел е н и е 3. Число А называется пределом 
функции z=f(M) в то1tке Мо, если для любой сходя
шейся к Мо последовательности М1 , М2, ... , Мп, ... точек 
(Мп=f:М0, Мпе{М}) соответствующая последователь
ность f(M1), f(M2), ... , f(Мп). ... значений функции схо
дится к А. 

Обозначается это следующим образом: 

lim f (М) =А Или lim f (х, у) =А. 
М-+Мо %-+%о 

1/-+Vo 

Так, например, функция f (х, у) =х2+у2 определена во 
всей плоскости. Найдем предел этой фунюnш в точке 
Мо ( 1; 2). Для любой последовательности точек {Мп}, 
сходящейся к точке М0, будем иметь 

lim (х; +у;)= lim х~ + lim·y~ = 11 +21=5, 
n-+oo п-.оо п_,..оо 

следовательно, 

lim (х1 + у•) = 5. 
%-+\ 
у-+2 

Легко привести примеры функций, не имеюших пре
дела в какой-либо точке. Например, функция f (x, у)= 

х-у 
~ -- определена всюду, кроме точек пря'Мой х+ у= 

х+у 
с:О. Покажем, что она не имеет предела в точке (О, О). 
Для этого выберем две сходящиеся к точке (О, О) по, 

следовательности точек: М11 ( +-; О ) и М~ (О; +) , тогда 
tоответственно получим 
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1 1 
--{) О--

l!m п. 
=1 и lim п 

=-1. 
n-+oo· 1 n-+oo 1 

-+о о+-
п п 

Таким образом, двум различным последовательностям 
точек, сходящимся к началу координат по разным на

правлениям, соответствуют две последовательности 

значений функции, имеющие разные лределы. Следова· 
тельно, по определению 3 данная функция не имеет 
предела в точке (О; О). 

Приведенное определение предела функции двух пе· 
ременных дано с помощью понятия предела последова

тельности. Так же, как для функции одной переменной, 
можно дать эквивалентное ему определение, используя 

с:в-,-6»-терминологию. 
Определение 4. Число А называется пределом 

функции z=f(M) в точке Мо, если для любого е.>0 
существует б>О такое, что для всех точек Ме:{М}, 
удовлетворяющих условию О<р(М, М0) <б, выполня
ется неравенсrао 1f(М)-А1 <е.. 

Доказательство эквивалентности определений 3 и 4 
проводится точно так же, как и для функции одной пе
ременной. Следует лишь в рассуждениях теоремы 4.1 
заменить последовательность {xn} последовательностью 
точек {Мп}, точку х0 - точкой М0, разности 1х-х0 1 и 
lxп-Xol - расстояния•ми р(М, Мо) и р(М11, М0) соот
ветственно, а числовую последовательность {f (хп)} 
за.менить числовой последовательностью {f (Мп) }. 

Пользуясь определением предела функцни двух пере
менных, читатель 'Может без оообого труда перенести 
основные положения теории функции одной переменной 
на функции двух .переменных. Например, имеет место 
следующая 

Теорема. Пусть функции f(M) и g(M) определе
ны на одном и том же множестве {М} и имеют в точ
ке Мо пределы В и С. Тогда функции f (М) ±g (М), 
f(M) ·g(M) и f(M) (С*О) имеют в точке М0 пределы, . g(M) 
равные соответственно В± С, в.с и ~ . 

Доказательство этой теоремы совершенно аналог.ич
но доказательству теоремы 4.2 и может быть получе-
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но из него формальной заменой ()укв х и х0 буквами 
М и М0, толыш вместо определения 1 предела функ
ции одной переменной следует использовать определе
ние 3 предела функции двух переменных. 

Функция z=f (М) называется бесконечно .малой в 
точке М=Мо ·(пли пр.и М-..М0 ), если lim f(M)=O. 

м .... м. 
Если функция z=f (М) ~имеет в точке Мо предел, 

равный А, то функция а(М) =f (М)~А является беско
нечно малой в точке М0 . Действительно, 

lim а(М) = lim [f(М)-А] = lim f(М)-
м ..... м, М-+Мо М-+Мо 

- lim А =А-А=О. 
м ..... м. 

Отсюда мы получаем специальное представлен.не для 
функции, имеющей предел А в точке M0 :f(M) =А+ 
+а(М), где lim а (М) =О.При этом говорят, что функ-

м ..... м. 
u:ия f (М) в 01<рестности точ~и М0 отличается от А на 
бесконечно малую функцию. 

Сравнение бесконечно малых функций двух пере
менных производится точно так же, как для бесконеч
но малых функций одной переменной, причем, как н в 
случае одной переменной, под символом о(~) мы будем 
понимать любую бесконечно малую в данно_й точке Мо 
функцию более высокого порядка малости, чем беско
нечно мала.я в точке М0 функция ~ (М). 

§ 4. Непрерывность функции двух переменных 

Понятие непрерывности функции двух переменных 
вводится на основе понятия предела. 

1. Определение непрерывности функции двух пере
менных. Пусть на некотором множестве {М} определена 
функция f (М), точка М0е{М} и любая б-окрестность 
точки Мо содержит точки множества {М}. 

Определение 1. Функция z=f (М) называется 
непрерывной в точке М0, если предел функции в этой 
точке существует и равен значению функции в этоtJ 
точке, т. е. 

lim f (М) = f (М0), или lim f (х, у) = f (х0, У0). 
М-+Мо Х-+Хо 

/l"+llo 
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Точки, в которых функц'Ия не обладает свойст1,юм 
непрерывности, называются точками разрыва этой 
функции. 

Например, функция 

1 х У при х + V :;С О, 
f (х, У) = к+у 

1 прих +у= О 

будет разрывна в точке (О; О), так как не существует 
предела этой функции при х-+О, у-+О; функция 

f (х, у) = {х' +У' всюду, кроме х = 1, у= 2, 
О при х = 1, у = 2 

·в точке ( 1; 2) разрывJ{а, так как 

lim f (х, у)= 5, а f (1; 2) =О. 
Х-+1 
Jt-+2 

Сформули.руем определение непрерывности функции, 
И{:Пользуя определение предела функции в тер-м·инах 
с:е-6». 

О:пределеюие 2. Функция z=f(M) называется 
непрерывной 8 точке М0, если для любого е>О суще
ствует б>О такое, что для tJcex точек Ме{М}, удодлет
воряющих условию р (М, М0) < 6, выпол~яется нера
венство /f (M)-f(Mo) 1 <е. 

Так же ка,к для функции одной переменной, поль· 
зуясь данными определениями непрерывности .и соот

ветствующими теоремами о пределах, можно доказать, 

что арифметические опе;рации над непрерывными 
функциями и построение сложных функций .из непре
рывных функций приводят также к непрерывным функ· 
циям. 

В дальнейшем нам придется пользоваться опреде· 
лением 1 непрерывности функции, но записанным в 
ином виде. 

Назовем полным приращением функции z=f(M) в 
точке М0 функцию Лz, определяемую формулой 

Лz=f(M)-f(Mo), 

где М - любая точка из области определения функ
ции. Пусть точки Мо и М имеют соответственно коQр· 
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динаты (хо; Уо) и (х; у). Обоэнаqим х-хо=Лх, y-go= 
=Лу. Используя эти обозначения, получим для Лz 
следующее выражение: 

Л~=f(хо+Лх, Уо+Лу)·-f (Хо, Уо). 

Оп редел е ни е 3. Функция z=f (М) называется 
непрерывной в точке М0, если ее полное приращение tJ 
этой точке есть бесконечно малая при М-+ М0 функция, 
т. е. 

tim Лz = lim [f (М) - f (М0)) =О, или lim Лz =О. 
М-+Мо М-+Мо Лх-+О 

Лу-+0 

Геометрически это означает, что при приближен.ин 
точки М к точкЕ- М0 аппликаты соответствующих точек 
поверхности функции z=f (М) стремятся к аппли1кате 
поверхности в точке М0• 

Функция z= f (М) называется непрерывной на неко
тором множестве {М}, если она непрерывна в каждой 
точке этого множества. 

2. Основные свойства непрерывных функций двух 
переменных. В этом пункте мы лишь перечислим ос
новные свойства непрерывных функций двух перемен
ных, .поскольку доказательства этих свойств в основ
ном аналогичны доказательствам соответствующих 

свойств функций одной переменной. Для формулировки 
этих свойств введем ряд понятий для множеств {М} то
чек плоскости. 

Оп р еде л е ни е 4. Множество {М} точек плоско
сти называется линейно-связным, если любые две тDч
ки этого множества можно соединить непрерывной ли
нией, состоящей из точек того же множества. 

Например, линейно-связным множеством будет лю
бая фигура, не распадающаяся на отдельные, не со
единенные между собой части. 

Оп редел е ни е 5. Точка М называется внутренней 
точкой некоторого множества {М}, если существует 
6-окрестность этой точки, состоящая из точек данного 
,чножества. 

Определение 6. Множество {М}, состоящее лишь 
из внутренних то~tек, называется открытым множест
вом. 

О п р еде лен и е 7. Линейно-связное открытое мно-
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жество {М} точек называется открытой областью, или, 
короче, областью. 

Простейшими областями являются: внутренность 
треугольника, круга, элл'Ипса и т. п. 

Определение 8. Точка М называется граничной 
точкой области, если в любой ее {)-окрестности есть 
точки, как принадлежащие, так и не принадлежащие 
этой области. Множество {М} всех граничных точек об
ласти называется границей этой области. 

Например, для области, состоящей из точек, лежа
щих внутри круга, границей будет окружность. 

Оп р еде лен и е 9. Множество {М} точек, образо
ванное областью и ее границей, называется замкнутой 
областью. 

О п р еде л е н и е 1 О. Область называется ограничен
ной, если существует круг, внутри которого она содер
жится. 

Отрезок :и треугольник я.вляются ограниченными об
ластям.и. Прямая не является ограниченной областью. 

Замкнутая ограниченная область, в которой опреде, 
лена функция двух переменных, является аналогом от
резка для функции одной переменной. 

Теперь можем перейт.и к формулировкам основных 
свойств. I< их числу мы отнесем следующие: 

1) Если функция z=f (М) непрерывна в зам.кнуrой 
ограниченной области, то она ограничена в этой обла· 
ети, т. е. существует число k такое, что для всех точек 
области выполняется неравенство 1 f (М) 1 < k. 

2) Если функция z=f (М) непрерывна в замкнутой 
ОГIРаниченной области, то она достигает в этой области 
своих точных граней. 

3) Если функция z=f(M) непрерывна в замкнутой 
ограниченной области, то она принимает все промежу
точные значения ·между любыми двумя свооми значе
ниями, т. е. если А<С<В, где А и В - какие-то зна
чения функции f (М) в данной области, то в этой об• 
ласти существует точка Мо, в которой f (Мо) =С. 

Отсюда, в частности, следует, что если М1 и М2 
точки данной области и f (М1) <0, а f (М2) >О, то в 
обласt1И существует точ.ка М0, в которой f (М()) =О. 

4) Если функция z=f (М) непрерывна в замкцутой 
011раниченной области, то она равномерно непрерывна 
в этой облает.И, т. е. для любого е>О существует б>О 
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такое, что для любых двух . точек М' ·и М" области, 
удовлетворяющих условию р (М', М") <6, выполняется 
не~ра.веНС'!'ВО lf (M")-f(M') 1 <е. 

Доказательства этих свойств в данном курсе не рас
сматриваются. 

Заканчивая данную главу, отметим, что понятия 
предела, непрерывности и .перечисленные свойства 
функций двух переменных легко обобщаются на функ
ции трех и более переменных. 

Глава Xll 

ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ И 

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИЯ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 1. Частные производные 

Пусть на некотором множестве {М} определена 
функция z= f (М). Возьмем произвольную точку М (х; у) 
этого множества и придадим переменной х произволь
ное приращение Лх, оставляя значение переменной у 
неизменным, т. е. перейдем на плоскости от точки 
М (х; у) к то·чке М1 (х+лх; у). При этом Лх таково, 
что точка М1е:{М}. Тогда соот.ветствующее приращение 
функции 

Лxz=f (х+лх, y)-,f (x, у) 

называется час1 ным приращением функции по пере
менной х в точке М (х; у). 

Аналогично определяется частное ·пр·нращение функ
ции по переменной у: 

Л11z=f(x, у+Лу)-f(х, у). 

Определение. Если существует предел 

lim Лхz ( lim Л11z ) , 
ЛХ-+0 Лх Лу-+0 ду 

то он называется. частной производной функции z= 
= f (М) в точке М по переменной х (по переменной у) 
и обозначается одним из следующих символов: 
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z --z --' f' дf дz ( • f' дf дz ) 
х' х' дх ' дх 11' 11 1 ду 1 ду , 

(иногда частные производные обозначаются без верх
них индексов). 

Из определения следует, что частная производная 
функции двух переменных по переменной х представ
ляет собой обыкновенную производную функции одной 
переменной х при фиксированном значении переменной 
у. Поэтому вычисление частных производных произво
дится по формулам и правилам вычисления производ
ных функций одной переменной. 

Примеры: 

дz 2дz 3 1. Z=X2 -2xy2 +y3, -=2х-2у, -=-4ху+ у2• 
дх ду 

х дz у дz -х 
2. z = arc tg - , - = - = ---

У дх. х2 + yz ду xz + yz 

дz • дz 
3. z = х2 siny, - = 2хsш у, ·- = х3 cosy. 

дх ду 

дz дz + 4. z = хуех+211, - = ех+211. у (1 + х), -=ех 211.x(l +2g). 
дх ду 

§ 2. Понятие дифференцируемости функции 

1. Определение дифференцируемости. Напомним, 
что .полным приращ~нием функции z=f (М) в точке 
М (х; у), соответствующим приращениям Лх и Лу пере
менных х и у, называется выражение 

Лz=f(х+Лх, у+Лу)-f(х, у). 

Функция z=f (М) предполагается определенной в не
которой окрестности точки М. 

Определение. Функция z=f(M) называется 
дифференцируемой в точке М, если ее полное прира
щение в этой точке может быть представлено в виде 

Лz=АЛх+ВЛу+а(Лх, Лу)Лх+~(Лх, Лу)Лу, (1) 

где А и В - некоторые не зависящие от Лх и Лу чис
ла, а а (Лх, Лу) и ~ (Лх, Лу) - бесконечно малые при 
Лх--+О, Лу--+О функции. 
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Известно, что если функция одной перемеJiной диф
ференцируема в некоторой точке, то она непрерывна 
и имеет производную в этой точке. Из существоваRИЯ 
производной функции одной переменной в данной точ
ке следует дифференцируемость функци.и в этой точке. 
Выясним, как переносятся эти свойства на функции 
двух переменных. 

2. Необходимые условия дифференцируемости. 
Теорема 12.1. Если функция z=f(M) дифферен

чируема в точ~е М, то она непрерывна в этой точке. 

Доказательство. Если функция z=f(M) диф
ференцируема в точке М, то, как следует .из соотноше
ния ( 1), lim Лz = О, а это и означает, что функция 

.u.....o 
дv-+О 

непрерывна в точке М 8 
Теорем а 12.2. Если функция z= f (М) дифферен

цируема в точке М, то она имеет в этой точке частные 
производные f x' (х, у) и f ,/ (х, у), причем 

f~ (х, у) = А, f~ (х, у) = В. 

Доказательство. Так как функция z=f(M) 
дифференцируема в точке М, то имеет место соотноше
ние (1). Полагая в нем Лу=О, имеем Лхz=АЛх+ 
+а(Лх, О)Лх, где а(Лх, О) - бесконечно малая при 
Лх-+О функция. Деля на Лх .и переходя к пределу при 
Лх-+О, получаем 

lim л"z :_ lim [А+ а (Лх, O)J ~А= t; (х, у). 
д..-+0 Лх дх-+О 

Следовательно, в точке М существует частная произ
водная fx' (х, у). 

Аналогично доказывается, что в точке М сущест
вует частная производная f / (х, у) =В 8 

Обратные утверждения к теоремам 12.1 и 12.2 не
верны, т. е. из непрерывности функции двух перемен
ных в точке М, а также из существования ее частных 
производных в этой точке еще не следует дифферен
цируемость функции. 

Напр.им ер, функция f (х, у) = У х2 + у2 непрерывна 
в точке (О; О), но не имеет в этой точке частных про
изводных. В самом деле, 
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/~(О, О) = tim -("(О+ Лх) 1 +О - О = tim 1Лх1 • 
Л.r-+О Лх Лх-+О Лх 

Функция ~ не имеет предела лри Лх-+-0. Следова
Лх 

тельно, f ,/(О, О) не существует. Аналогично доказыва· 
ется несуществование f у' (О, О). 

Функция 

! (х, у) = { 1 при х *О, у =1= О, 
О при х = О или у = О 

имеет частные производные по х и у в точке (О; О). 
Это следует из того, что f(x, О) =0 и f (О, у) ==0, и по
этому f'x(O, О) =0 и f'v(O, О) =0, но не является не· 
прерывной в этой точке. 

И последний приме-р: функция f (х, у) = V 1х1·1У1 
непрерывна ~з точке (О; О), так как f(O, О) =0 и 
lim f (х, у)= О, 11 имеет частные произведные по х и у 
ж-+0 

11 .... 0 

В ЭТОЙ ТОЧIКе 

VI Лхi·О -О 
/~(О, О)= lim =О, 

Лх-+О Лх 

f' (О, О)= tim VО:ТЛUТ -о =О, 
у ду-+0 Лу 

но тем не мен_ее данная функция не является диффе· 
ренцируемой в точке (О; О). Действительно, возьмем х 

.1;>авным у, тогда f (x, х) =У lx\·lxl = lxl, а функция 
1х1, как известно, не дифференцируема в точке (О; О); 
отсюда следует недифференцируемость данной функ
ции, так как из ее дифференцируемости следовала бы 
дифференцируемость функции f (х, х) = 1х1 в точке (О; О). 

Таким образом, функция f (х, !1) = V 1х11 у\ непре-
рывна в точке (О; О), имеет в этой точке частные про
изводные и тем не менее не является дифференцируе· 
мой. 

Следующая теорема дает достаточные условия диф
ференцируемости функции двух переменных. 

3. Достаточные условия дифференцируемости. 
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Теорема 12.3. Если функция z=f(M) имеет част
ные производные в некоторой окрестности точки М и 
эти производные непрерывны в самой точке М, то эта 
функция дифференцируема в точке М. 
До к аз а т ел ь с тв о. Дадим переменным х и у 

столь малые приращения Лх и Лу, чтобы точка 
М1 (х+Лх, у+Лу) не выходила за пределы указанной 
окрестности точки М. Полное приращение 

Лz=f(х+лх, у+Лу)-f(х, у) 

можно записатt. в ·виде 

Лz= [f(х+Лх, у+Лу)-f(х, у+.Лу)] + 
+[f(x, у+Лу)-f(х, у)]. (2) 

Выражение [f(х+лх, у+Лу)-f(х, у+Лу)J можно рас
сматривать как приращение функции f (х, у+Лу) одно!\ 
переменной х на отрезке [х, х+Лх] (или [х+лх, х], 
если Лх<О). Так как по условию эта функция имеет 
производную, совпадающую с f'x(x, у+Лу), то по тео
реме Лагранжа получим 

f (х + Лх, у + Лу) - f (х, у + Лу) = 
= f; (х + 61Лх, у + Лу) Лх, О< 01 < 1. 

Рассуждая совершенно аналогично, для выражения 
[f (х, у+Лу)-f (х, у)] получим 

f(x, у + Лу) - f (х, у) = t; (х, У + 02 Лу) Лу, О< 62 < 1. 

Так как производные f' х и f' и непрерывны в точке 
М(х; у), то 

т. е. 

lim t; (х + 61Лх, у+ Лу) = f~ (х, у), 
Лх-+0 

Л!/-+0 

lim t; (х, у + 62Лу) = t; (х, у), 
ЛХ-+0 

ду .... о 

f~ (х + 01 Лх, у+ Лу) = t; (х, у) +а (Лх, Лу). 

t; (х, у+ 62Лу) = f~ (х, у) + ~ (Лх, Лу), 
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где а(Лх, Лу) и ~ (Лх, Лу) - бесконечно малые при 
Лх-+-0, Лу-+-0 функции. Подставляя эти значения в вы
ражения (2) для Лz, находим 

Лz = t;(x, у) дх + f~(x, у) Лу + а(Лх, Лу) дх + 
+ ~ (дх, Лу) Лу, 

а это и означает, что функция z=f (М) дифференцируе
ма в точке М 8 

Следствие. Из непрерывности частных производ
ных следует непрерывность самой функции. 

Теорема 12.3 имеет важное значение для установ
ления дифференцируемости функций. Дело в том, что 
непосредственная проверка дифференцируемости функ
ци.и с помощью определения часто бывает затрудН'И
тельна, в то время как про13ерка непрерывности част

ных производных оказывается проще. 

В заключение заметим, что понятие дифференци
руемости для функций трех и более пе~ременных вво
дится аналогично понятию, рассмотренному для случая 

функции двух переменных. 

§ 3. Производные сложных функциА 

Пусть z=f(x, у) - функция двух переменных х и 
у, каждая .из которых, в свою очередь, является фун1к
цией независимой переменной t: x=x(t), y=y(t). Тог
да функция z=f[x(t), y(t)] будет сложной функцией 
независимой переменной t, а переменные х и у будут 
для нее промежуточными переменными. Имеет место 

Теорема 12.4. Если функции x=x(t) и y=y(t) 
дифференцируемы в точке t, а функция ·Z=f (х, у) диф
ференцируема в точке M[x(t), y(t) ], то сложная функ
ция z = f[ х ( t), у (t) l также дифференцируема в точке t. 
При этом производная этой сложной функции опреде
ляется формулой 

~=~·~+~·dy (1) 
di а~ di ау di 

До к аз а т с л ь ст в о. Придадим переменной t про
извольное приращение Лt, оно вызовет соответ<:.твенно 
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пр.нращения л,_ и Лу функций x(t) и y(t), а они, в 
свою очередь, выэовут при1ращение функции z=f (х, у): 

Лz=f(х+.Лх, у+Лу)-f(х, у). 

Так как эта функция дифференцируема в точке 
М(х; у), где x=x(t), y=y(t), то полное приращение 
этой функции может быть записано в виде 

Лг = t; (х, у) Лх + f~ (х, у) Лу +а (Лх, Лу) Лх + 

+ р (Лх, Лу) Лу, 
где а (Лх, Лу) и ~ (Лх, Лу) - бесконечно малые при 
Лх-+О, Лу-+О функции. 

Разделив обе части равенства на Лt, получим 

Лz f' ( ) Лх f' ( ) ЛIJ М = х х, у М+ У х, у Л.t + 

+ а(Лх, Лу) Лх + р(Лх, Лу) Лу • (2) 
Лt Лt 

п 1. Лх dx 1. Лу dy К 
о условию 1m- = -, 1m - =-. роме 

дt-+О Лt dt Лt-+О Лt dt 
того, так как функции x(t) и y(t) дифференцируемы в 
точке t, то они непрерывны в этой точке, т. е. при Лt-+ 
-+-0 будет Лх-.·О, Лу-+О и, как следствие, а(Лх, Лу)-+(} 
и р (Лх, Лу) -+О. Слагаемые 

а (Лх, Лу) Лх и р (Лх, ду) Лу 
Лt Лt 

будут стремиться к нулю при Лt-+О. 

Таким образом, мы доказали, что при Лt-О суще
ствует предел выражения, стоящего в правой части ра
венства (2), а с.ледователъно, существует предел левой 
части при Лt-+О: 

1. Лz dz. 
1m-=-, 

м-.о Лt dt 
причем 

dz f' (х у) dx + fv' (х, у) dg , или,· короче, dt = 1' , dt dt 
dz 
-= 
dt 

=~· dx +~· dy. 
дх dt ду dt 
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Замечание. Необходимо обратить внимание на 
ro, когда пишется «д» в обозначениях производных н 
когда cd», 

Примеры. 
1. Пусть z=f (х, у), x=t3+2, у=Зt4=1. По форму

ле {1) имеем 

dz =!:.__ ·3/1 + !:.__ ·1213• 
dt дх ду 

2. Пусть 1 = х sin ~ , х = 1 + Зt, у = V 1 + t~ 
!1 

По формуле (1) имеем 

tlz дz dx дz dy ( . х х х ) 3 dt = дх • dt + ду · dJ = SIП у +у COS у · -

ем 

х1 х f --cos-· . 
у1 у .,11 + t3 

3. Пусть z=x2y3, x=t, y=t2• По формуле (1) име-

~ = 2xy3 • l + Зх2у2 ·2t. 
dt 

В частности, если z=f(x, у), где g=q>(x), то z= 
=f[x, q>(x)] является сложной функцией х, зависящей 
от переменной х явно и через посредство переменной у. 
На основании формулы (1) получим 

~ = !:.__ . дх + ~ . ду • 
dx дх дх ду дх 

но так как y=q>(x) - функция только одной перемен

ной х, то частная производная ду обращается в 
дх 

дх 
обыкновенную. Кроме того, - = 1, поэтому 

дх 

~=~+~. dy. 
dx дх ду dx 

Аналогичным образом решается вопрос, когда чис
ло промежуточных переменных больше двух. Напри
мер, если и=f(х, у, z), где x=x(t), y=y(t), z=z(t), 
то формула ( 1) принимает вид 
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dи = ди . dx + ~ . dy + ди • _.!!:__ • 
dt дх dt ду dt дz dt 

Рассмотрим теперь более общий случай. Пусть z= 
=f(x, у) - функция двух переменных х и у, которые, 
в свою очередь, зависят от двух или большего числа 
переменных. Например, пусть х=х(и, v), у=у(и, v). 
Тогда функция z=f[x(u, v), у(и, v)] будет сложной 
функцией независимых переменных и и v. 

Если функции х(и, v) и у(и, v) дифференцируемы в 
точке M'(u;v), а функция z=f(x, у) дифференцируема 
в точке М (х; у), где х=х(и, v), у=у(и, v), то сложная 
функция z=f[x(u, v), у(и, v)] дифференцируема в точ
ке М'(и; v), причем ее частные производные в этой 
точке находятся по формулам 

!
~=~· дх +~· ду' 
ди дх ди ду ди 

(3) 
.!!__ = !!__ . дх + ~ . ду • 
до дх до ду до 

Действительно, для вычислении частной производ
ной фиксируем значение одной из переменных и или 
v. Тогда попадаем в условия только что доказанной тео
ремы, и из формулы ( 1) п~лучаем формулы (3). 

Примеры: 
и2 

1. Пусть z = f (х, у) х = и2 + 2v, у= - . По форму-
v 

лам (3) имеем 

~=~·2и +~ ·~; .!!__=~·2+ 
~ ~ ~ fJ ~ • 

+ :; . (- :: ) . 

2. Пусть z = х2у2 , х =и+ v, у= ...!f.... По формулам 
о 

(3) имеем 

дz 1 дz - = 2ху2 • 1 + 2х2у· - ; - = 2ху1 • 1 + 
~ о ~ 

+ 2х2у. ( - :, ) . 
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3. Пусть z = xz -у2, х = ucosv, у= usin v. По фор
мулам (3) имеем 

дz n- 2 . дz n- . 2 -= ~cosv- уsш v; - =-~иsшu- yucosu. 
ди ~ 

В частности, если z=f (х), где х=х(и, v), то z= 
=f[x(u, v)] является сложной функцией, зависящей 
через посредство переменной х от двух переменных и 
и v, и ее частные производные также находятся по 

формулам (3): 

/ ~-~.~ ди - dz ди ' 

дz dz дх 
а;= dz ·а;· 

Следует обратить внимание на обозначения производ
ных. 

Для случая большого числа переменных формулы 
(3) естественным образом обобщаются. 

Например, если w=f(x, у, z) есть функция трех 
переменных х, у, z, а каждая из них зависит от и и 

v, то формулы (3) принимают вид 

1 
дw = дw ·~+ дw. !lL+ дw .~. 
ди дх ди ду• ди дz ди 

дw= дw. дх + дw ·~+ дw .~. 
ди дх ди дg ди .(Jz дv 

§ 4. Дифференциал 

1. Определение. Напомним, что если функция Z= 
=f(M) дифференцируема в точке М, то ее полное при
ращение в этой тачке может быть представлено в ви
де 

Лz=АЛх+Влу+а(Лх, Лу)Лх+~(Лх, Лу)Лу, (1) 

где а(Лх, Лу) и ~(Лх, Лу) - бесконечно малые при 
Лх-+О, Лу-+О функции. 

Оп редел с ни е. Дифференциалом dz дифференци
руемой в точке М функции z=f (М) называется глав-
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ная линейная относительно приращений Лх и Лу часть 
полного приращения этой функции в точке М, т. е. 

dz=Адх+влу. (2) 

Если А и В равны нулю, то дифференциал dz фун-
1щии .в точке М считается равным нулю. Используя 
теорему 12.2, мы можем, очевидно, переписать выра
жения (2) следующим образом: 

dz = 1: (х, у) Лх + 1; (х, у) ду. 

Если положить z=x (т. е. f(x, у) =х), то dz=dx= 
= 1 ·Лх+О·Лу, т. е. dх=Лх. Аналогично, полагая z=y, 
получим, что ау=Лу. Отсюда заключаем, что диффе
ренциалы независимых переменных совпадают с прира

щениями этих переменных, и мы можем записать диф
ференциал (2) в следующем виде: 

dz = f~ (х, У) dx + 1~ (х, У) dy. 

Из соотношений ( 1) и (2) следует, что разность 
.между полным приращением и дифференциалом функ
ЦИ'И в точке М 

лz-dz=a(Лx, Лу)Лх+млх, Лу)Лу 

есть беоконечно малая более высокого порядка, чем 

Р= v (Лх)1 + (Лу)1 , при Дхr+-0, Лу ..... о (р = v (Лх)1 + (Лу)1 
есть расстояние между точками М (х; у) и М1 (х+ 
+лх; и+лу)). Действительно, 

lim Лz-dz = lim (а Лх + ~ Лру) =О, 
дх-+0 р Лz-+0 р 
Лу-+О Лу-+0 

Лх Лу 
так как а и fJ -- бесконечно малые, а - и - - огра-

Р р 

ниченные ведичины (1 л; / < 1, 1 л: 1 < 1) , т. е. полу
чаем 

Лz = dz +О ( V (Лх)2 + (Лу) 1 ) . (3) 

При достаточно малых Лх и Ду допускаемая по
грешность может быть сколь угодно малой, поэтому 
можно принять 
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лz~dz. 

Этим широко пользуются в приближенных вычислени· 
ях, так как дифференциал легче подсчитать, чем пол· 
ное лриращеlше. 

2. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
Геометрическиi1 смысл дифференциала. Аналогично то· 
му, как дифференциал функции одной переменной гео· 
метричеоки представляет собой приращение ординаты 
касательной, дифференциал функции двух переменных 
есть приращение алпликаты касательной плоскости. 
Введем понятие касательной плоскости к поверхности 

в точке No. 
Плоскость, проходящая через точку N0 поверхно

сти, называется касательной плоскостью в этой точке, 
если угол между секущей прямой, проходящей через 
точку N0 и любую точку N поверхности, и ее проекци
ей на плоскость стремится к нулю, когда точка N стре
мится к точке N0 • 

Покажем, что касательная плоскость к пов~рхност.и 
в тачке N0 (xo; Уо; zo), заданной уравнением Z= f (х, у), 
где f (х, у) - функция, дифференцируемая в точке 
Мо (хо; Уо), определяется уравнением 

Z-Zo=f~(Xo, Уо)(Х-Хо) +f~(Xo, УоНУ-Уо)· (4) 

Действительно, .из аналитической геометрии извест· 
но, что уравнение вида (4) определяет в некоторой 
прямоугольной системе координат плоскость, проходя
щую через точку No(xo; уо; z0 ) и имеющую нормальный 
вектор n={f'x; f'u; -1}. Осталось установить, что плос
кость является касательной плоскостью. Для этого, 
очевидно, надо показать, 'Ч'ГО уrол (/) м-ежду векrором n 

n 
этой плоскости и любой секущей NoN стремится к 2' 
когда .точка N стремится к N0• Та.к как координаты 
вектора n равны f'x, f'u. -1, а координаты вектора 
N oN секущей равны х-хо, у-уо, z-zo. то 

(·(Х-Хо) +(·(Y-Yo)-(z-zo) 
сооср= х У v ,;· + r;· +.1 V<x -Xo)J +(у - Уо>' + (z -io)1, 

Но, как следует из соотношения (3), 
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t;·(X-Xo) +f~·(Y-Yo)-(z-zo)=o(p), где р~ 

= У (х - Х0) 2 + (у - Уо) 2 • 

Поэтому 

lcoscpj< lo(p)I =lo(p)l-+-0, когда р-+0, 
у (х-хо) 1 + (u-uo)2 р 

1. л: 
т. е. tmcp = - , 

р-.О 2 

что и 11ребовалось rпоказать. 
Нормальный ,вектор ii={/'x; f' 11 ; -1} касательной 

плоскости принято называть нормалью к поверхности 

z=f (х, у) в точке No. 
Обозначиа D (4) х-Хо=Лх, у-уо=Лу, z-Zo=Лz, 

видим, что приращение Лz аппликаты касательной пло
скости дается фор.мулой 

Лz = f~ (х(" Уо) Лх + f~ (хо, Уо) Лу, 

т. е. действительно совпадает с дифференциалом dz 
функции Z=f (Х, у). 

§ 5. Производная по направлению. Градиент 

Расс·мотрим функцию z=f (М), определенную на 
некотором множестве {М}, содержащем точку М (х; у), 

и единичный вектор ii= 
!! ={cos а; cos М произ-

вольного направления 

(рис. 44). 
!J+Л!J Для характеристики 

скорости изменения функ-
!/ ЦИИ В ТОЧК(! М (х; у) В 

направлении вектора n 
-..,.+---'~----_.__ ____ введем понятие произ-

0 х х. + лх х водной п_о направлению. 
С эrой це.лью 'ПiРО-

Рис. 44 ведем ч~рез точку М 
прямую парал.л·елын10 

вектору ii и возьмем на ней точку М1 (х+Лх; у+ду). 
Обозна.чим ММ1 через l; l = V (Лх)' + (Лу)2 , ее.ли точ
ка М, расположена так, 1К·а1к показано на рис. 44, 
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l =-V(дх)2+ (ду)2 , если точка М 1 расположена по дру

гую сторону от точки М. Функция f(M) получит лрн 
этом полное приращение 

Лz=f (х+лх, у+Лу)-f (х, у). 

Лz 
Оп ред ел ен и е 1. Предел отношения - 1 при 

l-O (М 1 -М), если он существует, называется произ
водной функции z=f (М) в точке М (х; у) по направле-

- б дz 
нию вектора п и о означается -, т. е. 

дп 

lim Лz = .!!.__ • 
/-+() l дп 

Предположим теперь, что фун~ция f (М) дифферен
цируема в точке М. Тогда ее полное приращение в 
этой точке можем записать 'В виде 

Лz = t; (х, у) дх + f~(x, у) Лу +а (Лх, Лу) Лх + 
+ р (Лх, Лу) ду, 

где а и ~ - бесконечно малые при !-+О фуню.tии. Деля 
обе части равенства на l и учитывая, что Лх=l cos а, 
Лy=lsina=lcos~. получим 

Лz f' ( -= х 
l х ' 

У) cos а + t; (х, у) cos р + а (Лх, Лу) cos а + 
+ р (Лх, ду) cos р. 

Переходя в последнем равенстве к пределу при l-+O, 
получаем формулу для производной по направлению: 

дz дz дz - = -cosa +-cosp. 
дп дх ду 

(1) 

Из формулы ( l) следует, что производная по направ
лению является линейной комбинацией частных произ
водных, причем направляющие косинусы являются как 

бы весовыми множителями, показывающими вклад в 
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произвоАНую по направлению соответствующей ча·стной 
производной. 

В частности, при 

о А n дz дz те А __ О 'дz __ _ дz . 
а = , " = 2 дп = д:s , а при а = 2 , " дп дg 

Отсюда видно, что частные производные по х и у я.вля· 
ются частными случаями производной по направлению. 
Пр ·им ер. ВычиСJJить производную функции z= 

=х2+у2х в точке M(l; 2) по направлению вектора 
ММ1 , где М 1 - точка М1 (3; О). 

Решен и е. Находим единичный вектор ii данного 
направления: 

ММ1 = {2; -2} = 2i-2/; IMM1I а: 2 V2; 
ММ1 'ff-2J 1 ':"" 1 . 

n=--""--= =--i---J. 
IMM1I 2у2 у2 yf 

Отсюда 
1 1 

cosa= yf, cosp=-- -(2'. 

Вычисляем lfастные производные функции в точке 
м (1; 2): 

1; (х, у) = 2х + у2, !~ (х, у) = 2ху, 
т. е. 

1;с1; 2)=6, 1;с1; 2)=4. 

Следовательно, по формуле (1) получаем 

~=6·-1--4·~=V2. 
дп У2 У2 

Введем понят.не градиента дифференцируем<Jй в точ
ке М(х; у) функции z=f(M). 

Определение 2. Градиентом функции. z=f(M) 
в точке М (х; у) называется вектор, проекции которого 
на координатные оси совпадают с соответствующими 

дz дz 
частными производными - , - , взятыми в точке 

дх дg 
М (х; у); он обозначается 

gradz == {~; !!__} . 
д11 дg 
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Используя поня11ие градиента функции и учитывая, 
что вектор ii имеет .координаты cos а, cos fJ, представим 
формулу (1) в виде скалярного произведения векторов 
grad z .и ii: 

дz дz дz d-- = -cosa +-cos~ =gra Z·n. 
дп дх ду 

(2) 

С другой стороны, по определению скалярного произ
ведения имеем 

gradz·ii= lgradzl · liil ·cos <р, (З) 

где lgrad zl - длина вектора grad z, q> - угол между 
векторами ii и grad z. Сопоставляя (2) и (3) и учиты
вая, чrо / ii 1 = J, получаем 

.!!.... = 1 grad z 1 · cos q>. 
дп 

Из последнего равенства следует, что производная 
функции по направлению будет наибольшей по вели
чине при coscp=l (q>=O), т. е. когда направление век
ТQра ii совпадает .с нап1равлением grad z, при этом 

дz d дп = 1 gra z /. 

Таким образом, градиент функции z=f(M) в точке 
М (х; у) хара~ктеризует направление и величину мак
симального роста этой функции в точке М (х; у). 

Аналогичным образом определяется проиЭ'Водная по 
направлению для функции трех переменных и= 
=f(x, у, z) и выводится формула 

ди ди ди ди - =-cosa +-cosp +-cosy, 
дп дх ду дz 

вводится понятие градиента 

gra и= -; -; -d [ ди ди ди } 
дх ду дz 

и исследуются его свойства. 
Понятия производной по на•правлению и градиента 

фунК'ци•и играют важную роль во .многих приложениях. 

380 



§ 6. Частные производные и дифференциа.пы 
высших порядков 

1. Частные производные высших порядков. Пусть 
частные производные t; (х, у) и f~(x, у) функции z= 
=f{M), определенной на некотором ·множестве {М}, 
существуют в каж·дой точке множест.ва {М}. В этом 
случае частные производные представляют собой функ
ции двух переменных х и у, определенные на {М}. На
зовем их частными производными 1-го порядка. 

В свою очередь, частные производные по п~ремен
ным х и у от функций f; (х, у) и f~ (х, у) в точке М Е 
е{М}, если они существуют, называются частными про
изводными 2-го порядка от фунщи.и f(M) ·В этой точ
ке ·И обозначаются следующи.м·и символам.и: 

д1z w дti 
ах;-='"" (х, у)= f~J (х, у); дудх = t;" (х, у)= r;~ (х, у); 
д1z • д1z t:" 
ду' = 11111 (х, у)= ti~> (х, у); дх ду = l x11 (х, у) = n2J (х, у). 

Частные производные 2-го порядка вида f" 11x (х, у), 
f"ж11 (х, у) называются смешанными частными произ
водными. 

Примеры: 

1. z=x4+4x2y3+7xy+1. Имеем 

дz 
дх = 4х3 + 8xfl + 7у; ..Е.!.. = 12х1у1 + 7х. 

ду· 

Следовательно, 

д1z д1z 
--=-- =24ху• +1, 
дхду ду дх 

д•z -=24x1g. 
ду' 

2. z = sinxcosy. Имеем 
дz дz • • 

- = cosxcosy, - =-stnxs1ny. 
дх ду 
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Следов а те.ль но, 

д1z • д1z д'z . 
д~• =-smxcosy, -- = --=-" cosxsшy, 

h дх ду ду дх 

д•z . 
-- =-sшxcosy. 
дуl 

В обоих примерах мы получили равенство смешан
ных частных производных f"ux(X, у) и f"xu(x, у). Но, 
вообще говоря, значения смеша,н~Ных производ1ных за
висят от порядка, в котором производится дифферен
ЦИ~рование. Так, например, функция 

1 
х' - у• XY--"--

f (х, у)= х•:у• 
при х2 + y2 =F О, 

при х2 +у"= О 

в точке (О; О) имеет смешанные частные производные 
f"11x(x, у) и f"x11 (x, у), не равные друг другу. Действ.и
тельно, 

при х1 + у"::/= О, 
при х" + у2 = О. 

Следовательно, 

" 1;<0. о+ли>-t;(о, О) 
fgx (О; О)= lim =-1. 

А11-+0 Лу 

Проводя аналогичные выqисления, получим f'!xu(O, О)= 
= 1. Таким образом, в точке (О; О) f" ух (х, у) =Ff" xu (х, у). 

Опрашивается, при как.их условиях значения сме
шанных производных какого-либо порядка не зависят 
от того, в каком порядке ·111Роизводится дифференциро
ван.не? Ответ дает следующая теорема. 

Теорем а 12.5. Если в некоторой окрестности точ-· 
ки М производные (,,11 (х, У) и t;x (х, у) существуют и 
непрерывны в самой точке М, то они равны между с()~ 
бой в этой точке, т. е. имеет место следующее равен-
ство: 

rztl (х, у)= r;x (х, у). 
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До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим выражение 

А=[f (х+лх, у+Лу)·-f(х+л.х, у)]-

-[f (x, у+Лу)-f(х, у)], 

где Лх и Лу - любые столь малые числа, что точка 
М1 (х+Лх; у+Лу) находится в указанной окрестности 
точкиМ. 

Введем вспомогательную функцию 

rp (х) = f (х, у+Лу)-f (х, у), 
тогда выражение А можно рассматривать как прира
щение 

А =Лq>=q>(х+Лх)-ср(х) 

дифференцируемой на отрезке [х, х+Лх] функции 
q>(X)=f(x, у+Лу)1--f(х, у) одной переменной х. По
этому, применяя к этой разности теорему Лагранжа, 
можем записать: 

А= Лер= ер' (х + 01Лх) Лх = [f~(x + 01Лх, у+ Лу)-

-f~ (х + 01Лх, у)JЛх, 0<01 < 1. 

Вы1ражение в квадратных. скобках можно рассматри
вать как приращение дифференцируемой на отрезке 
[у, у+Лу] функции f'х(х+01Лх, у) одной переменной 
у. Применяя еще раз теорему Лагранжа (по перемен
ному у), •получаем 

А,= f;x (х + 01Лх, У + fJ2Лy) Лх Лу, О< 61, 02 < 1. (1) 

С другой стороны, если бЫ мы -с са'Мого начала по
ложили 

'IJ(Y) =f(x+лx,y)-f(x, у), 

то, посту.пая совершенно аналогично, получили бы 

А =Л1Ji =1\J (у+Лу)-'!>(У), 
а затем 

А = fx11 (х + 04Лх, у + 08Лу) Лу Лх, О< fJ8 , 64 < 1. (2) 

Сравнивая (1) и (2), получаем 

t;,x (х + 61Лх, у + 62Лу) = t;y (х + 04Лх, у + 08Лу). 
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Переходя теперь в этом равенстве к пределу при Лх-+ 
-+О :и Лfj-+0 

Jim fux (х + 01Лх, х + 02Лу) = lim f'xu (х + ~4Лх; у + 03Лу) 
.&х-+0 - Д.r-+О 

.66-+О 

и учитывая непрерывность частных производных 

fux (х, у), 1;11 (х, у) в точке М, окончательно nолучим 

fx11 (х, у) = 1;.r (х, и>• 
Аналоflично частным производным 2-ro порядка 

вводятся частные производные 3-го, 4-го, .", п-го поряд
ков с соответствующей символикой обозначений и до
каэьrвается теорема типа 12.5 для смешанных произ
водных любого порядка. 

2. Дифференциалы высших порядков. В § 4 мы вве
л.и понятие дифференциала дифференцируемой в точке 
М функции z=f (М) и получили формулу 

dz = t: (х, у) dx + 1; (х, у) dy. (З) 

Будем называть dz дифференциалом 1-го порядка. 
Дпя удобства будем обозначать дифференциалы не 
только символом d, но и символом б (например, бх, 
бу). 

Пусть функции f'x(x, у) и f'11 (x, у) дифференцируе
мы в точке М. Будем рассматривать dx и dy в выраже
Н'ИИ для dz как постоянные множители. Тогда функция 
dz п•редставляет собой функцию только переменных х 
и у, дифференцируемую в точке М, и ее дифференци· 
ал и·меет ,вид 

б (dz) = вu~ (х, у) dx +t; (х, у) dy]. 

Дифференциал б(dz) от дифференциала dz в точке М, 
взятый при бх=dх, ~y=dy, называется дифференциа
лом 2-го порядка функции f (М) и обозначается d2z. 
В свою очередь, дифференциал б (d2z) от d2z, взятый 
при бх=dх, ~y=dy, называется дифференциалом 3-го 
порядка функции f (М) и обозначается d3z и т. д. Диф
ференциал ~ (dn-Iz) от дифференциала d11- 1z, взятый 
при бх=dх,. бу=dу, называется дифференциалом п-го 
порядка (или п-м дифференциалом) фующии f(M) и 
обозначается d11z. 
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Таким образом, для п-го дифференциала функц-ии 
f (М) справедл.нва формула 

d"z = 6 (d"-1z)/ 
6x=dx 
6g=dg 

При конкретном вычислении второго и последую
щих ~ифференциалов обычно вычисление 6 (dz) и при
равнивание дифференциалов аргументов (6x=dx, бу= 
-dy) при последовательных днфференцированиях со
вмещаются. 

С ·помощью формулы (3) найдем выражение для 
дифференциала 2-го поря,дка: 

d'z = d (dz) = (fjlx + f',Pu);dx + (j~dx + f~dg);dy = 
= fхж (dx)i + f';y dx dg + fuж dg dx + 1;11 (dy)'. 

Предполагается, что fx 11 и (,," непр~ры.вны, и поэтому, 
согласно теореме 12.5, слагаемые fx11 dx dy и (,," dg dx 
равны, так что 

d'z = 1;1' (dx)' + 2fx11 dx dg + t;11 (dg)'. 
Аналогично. 

d3z = rz; (dx)8 + зt;ll (dx)' dg + з1;~. dx (dy)'. +1;; (dy)8, 

.............................. 
d"z = f<;J (dx)" + nf;J_111 (dx)"-1 · dg + • . . + f';Ji (dy)". 

Формула для любого d"z напоминает формулу для раз
ложения двучлена в п-ю степень по правилу бинома 
Ньютона. Поэтому выражение для d"z ·символически 
можно записать в виде, более удобном для запомина
ни~: 

д д . 
d"z = (-dx +-dg) 11 /(х, у). 

дх ду 

Примеры: 

1. на,йти d2z для функции Z= ar.ctg: . Имеем 

1: -= у f' х Г. х• - у8 &" 
~ х•+у• ' 11=- х•+у•' Х/1= (x•+u')•='11z' 

r:. =-(.с• ~~1)1 ' r... = (.с• ~уу')' 
13-5903 
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Следовательно, 

d'z = - 2ху (dx)1 + 2 (х1 - у1) dx dy + 2ху (dy)• 
(х• + yl)• 

2. Найти d3z для фу1н.1щии z=sinxcosy. Имеем 

1~ = cosxcosy, f~ =-sinxsiny, 1;. =-sinxcosy, 

1;. =-sinx cos у, 1;11 =-cosx siny, 

1;. =- cos х cos у, f~~ = sin х sin у, 1;;11 = sin х sin у, 

t;~. =-cosxcosy. 

Следовательно, 

d8z=-cosxcosy(dx)3 + 3sinxsing(dx)1 dy

-3cosx cosy dx (dy)~ + sin х sin у (dу)з. 

§ 7. Формула Тейлора для функции двух переменных 

Аналогично функции одной переменной фувкцию 
двух переменных можно также представить в .виде су.м

.мы многочлена п ... го ~порядка по степеням Лх и ду н 
некоторого остаточного члена. Докажем следующую 
те0~рему. 

Теорема 12:6. Пусть функция z=f(x, у) непре
рывна вместе со всеми частными производными до 
(п+ 1)-го порядка включительно в точке М (х; у) и не
которой ее окрестности. Пусть точка М1 (х+Лх; и+ду) 
принадлежит .9той окрестности. Тогда полное прираще
ние Лf=l(M1)-f (М) этой функции в точке М может 
быть представлено в следующей форме: 

дf = df (х, У) + dlf(z ,у) + ... + d11f(z ,у) + 
21 nl 

+ d11+1f(х+елх,у+ел11) О< О< l. (l) 
(n+I)/ ' 

Формула (1) назы·вается формулой Тейлора для фун.к
цин z=f(x, у). 
До к а з ат ел ъ ст в о. Для доказательства введем 

вопо:могательную функцию 
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F(t) =f (х+tлх, и+tду), 
являющуюся сложной функцией новой неэависииой пе
ременной t, изменяющейся в пределах от О до 1 (t=O 
отвечает точка М, а t= 1 - точка М1 ), и имеющую 
(п+l)-ю производную по t на отрезке [О, 1]. 

Дифференцируя функцию F(t) по t, получаеы 

F1 (t) = !~ (х + tЛх, и + tЛу) Лх + f; (х.+ tЛх, у + tЛу) Лу= 

= (.!__ Лх +..!...ли) f (х + tдх, у + tЛу), 
iJx . ду 

F' (t) = f;x (х + tЛх, у + tЛу) (Лх) 1 + 21;11 (х +tЛх, у + 
+ tЛу) ЛхЛу + f;, (х + tЛх, у + fЛg) (Лу)1 = 

= (..!.__ Лх + .!__ ли) 2 f (х + tдх, у + tЛу). 
iJx iJy 

По индукции найдем 

F<n> (t) .-:.. ( . ..!.__ Лх + ~ Лу)n f (х + tЛх, у + tЛу), 
дх ду 

F<11+1> (t) = (2- Лх + 2_ Лу) n+I f (х + tЛх, !1 + tЛу). 
iJz ду 

С другой стороны, применяя к функции F(t) как 
функции одной переменной t формулу Маклорена (см. 
п. 3, § 3, гл. VI) и .полагая i= 1, получим 

Но 

13* 

F'(O) р•(о) 
F(l) = F(O) +-11- +-2-1- + 

p(n) (0) p<n+I) (6) 
+ · · · + nl + (n+l)I ' О < 6 < 1 • 

F(l)=f(x +~х.и.+Ли), 

F (О)= f (х, и), 

F' (О) = (2- Лх + -2_ Ли) f (х, и), 
дх ду 

( д д )2 F'(O) = -. -Лх +-ду /(х,у), 
дх ду 
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F<n> (О)= (~ Лх + ..!_ Лу)п f (х, у), 
дх ду 

р<п+I) (6) = (..!_ Лх + ..!_ лy)n+I f(x + 6Лх, у+ 6Лу), 
дх ду 

О<О< 1. 
Следовательно, 

f (х + Лх, у+ Лу) = f (х, у) +-1-(..!_ Лх +..!_ли) х 
11 дх ду 

Xf (x,y) + -1 (..!_дх + ~ Лу) 2 f (х, у)+ ... + 
21 дх ду 

+ . , . + -1 ( _!_ Лх + ..!.._ Лу) п f (х, у) + 
nl дх ду 

+ 1 (-д-Лх + ..!_ Лу)п+~ f (х + 0Лх, у+ 0Лу), 
(n + 1)1 дх ду 

О< 0 < 1, 
отсюда получаем 

Л/ = df (.t, у) + cPf(x,y) + ... + dnf(x,y) + 
21 nl 

+ d11+1f(x+0лx ,у+Оду) 0 < 6 < 1 
(11+1)1 ' ' 

т. е. формулу. ( l) 8 
Формула Тейлора для функции двух переменных 

по внешнему виду напоминает формулу Тейлора для 
функции одной переменной. Но на самом деле, если 
раскрыть выражения дифференциалоэ функции f(x, у) 
в формуле ( 1), то получим формулу более громоздкую 
и сложную, чем для функции одной переменной. 

Формула Тейлора для функций большего числа пе· 
ременных имеет аналогичный вид. 

3 а меч ан и е. При n=O из ( 1) получается форму
ла Лагранжа (или формула конечных приращений) 
для функций двух переменных: 

Л/ (х, у) = d/(x + 0Лх, у + 0Лу) = 

= f~ (х + 8Лх, у + 6Лу) Лх + f; (х + 0Лх, у + 6Лу) ду, 
О< 0< 1, 
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нз которой, в частности, следует, что если f' х = f 'v =0, 
то приращения функции равны нулю и функция f(x, у) 
будет постоянной. 

§ 8. Экстремумы функции двух переменных 

1. Определение экстремума. Пусть функция z= 
=f (х, у) определена на некотором множестве {М} и 
М0 (хо; Уо) - некоторая точка этого множества. 

Определение. Функция z=f(x, у) имеет в точке 
М0 локальный максимум (минимум), если для любой 
точки М из не1еоторой окрестности точки М0 выполняет
ся неравенство: f(x, y)<f(xo, Yo)(f(x, y)~f(xo, Уо)). 

Такие точки называются точками экстремума. 
Если функция f (х, у) имеет экстремум в точке Мо, 

то полное приращение 

Лz=f (M)-f (Мо) 

этой функции в точке М0 удовлетворяет одному из 
следующих условий: 

Лz<О (в случае локального максимума), 
Лz~О (в случае локального минимума). 

Из сказанного следует, что полное приращение функ
ции не меняет знака в некоторой окрестности точки 
экстремума. 

2. Необходимые условия экстремума. 
Теорема 12.7. Если функция f(x, у) имеет в точке 

Мо(Хо; у0) экстремум и имеет в точке Мо частные про
изводные 1-го порядка, то в этой точке частные про
изводные 1-го порядка равны нулю, т. е. 

f; (хо, Уо) = f; (хо, Уо) =О. (1) 

До к аз ат ель ст в о. Докажем, например, равенст
во нулю частной производной f'x (хо, Уо). Для этого рас
смотрим в окрестности точки М0 только те точки, для 
которых у= Уо· Мы получим функцию f (х, Уо) одной 
nеременной х. Эта функция имеет в точке х= хо экстре
мум и имеет в точке х=хо производную f'z(Xo, Уо). Это 
значит, что в этой точке выполняется необходимое усло
вие эксТ'ремума функции одной переменной: f'x(Xo, Уо) = 
=0, что и требовалось доказать. 

Аналогично, рассматривая функцию f(x0 , у) одной 
nеременной у, находим: f' 11 (xo, Уо) =0 8 
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Условие ( 1) не является достаточным условием экс
тремума. Напрммер, 'Частные производные фун.кции z= 
=х2-у2 равны нулю в точ-ке (О; О), но эта функция 
не имеет экстремума в этой точ:ке, так как она равна 
нулю в точке (О; О) и .в окрестности точки (О; О) не 
сохраняет знак, т. е. при х=О z<O, а при у=О z>O. 
Графиком данной функции является гиперболический 
параболоид (см. рис. 40). 

Таккм образом, условие (1) является толыко необ
ходимым, а точки, в которых оно выполняется, мы бу
дем по аналогии с функциями одной переменной на
зывать точками возможного экстремума. Такие точки 
называются также стационарными. 

3. Достаточцые условия экстремума. 
Т е о р е м а 12.8. Пусть в точке М возможного экс

тремума и некоторой ее окрестности функция f (х, у) 
имеет непрерывные частные производные 2-го порядка. 
Положим 

Л = lf~x(X, у) f~v (х, У) 1· 
f х11 (х, У) f 1111 (х, У) 

Тогда 

а) если Л>О, то в точке М функция имеет экстре
мум, причем при f" хх (х, у) <0 - локальный максимум, 
при f"xx(X; у) >0 - локальный минимум; 

б) если Л<О, то в точке Мнет экстремума. 
Доказательсlfво. а) Пусть Л>О. Введем еле· 

дующие обозначения: f;x (х, у) =А, 1;11 (х, у) = В, f;v (х, у)= 
z= С. По условию f; (х, у) = 1; (х, у) = О. Тогда, соглас
но формуле Тейлора (1), § 7, взятой для п=l, полное 
приращение. функции f (х, у) в точке М :можно записать 
В !!Иде 

Лf =..!_[А' (Лх)1 + 2В'ЛхЛу +С' (Лу)1J, (1) 
21 

rде 

А' = f;x (х + 6Лх, у + 6Лу), В' = 1:11 (х + 6Лх, у + fJЛy), 
С' = 1;11 (х + 6дх, у+ 0Лу), О< 8 < 1. 

И3 непрерывности частных производных 2-ro порядка 
в точке М следует 
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а также 

1im (А'С' - 8'1) = fx" (х, у) f';9 (х, у) - ff;, (х, У)] 1 = д > 0. 
~ 
41-+О 

Поэтому для достаточно ·малых Лу .и Лх ·имеем 

А'~ О, А'С' -.В'2 = д' >О. 

Поскольку А'~О. то соотношение (1) можно переписать 
в виде 

дf = ;, . ~' (А'2 (дх)1 + 2А' В' дхду + А'С' (Лу)1], 

ИЛ·И, ДОПОЛНЯЯ ДО ПОЛНОГО .К.ВадJРата, 

Лf= ;, . ~' [(А'Лх+В'Лу)1 +(А'С'-В'1)(Лу)1]. 

Выражение в квадра'tных скобках неотрицательно, по

зтому если А' >О(/;" (х, у) >О), то Л/~О. еледователь
ио, в точке М ·- локальный миииму.м; еспи же А'< 

" < О(fи(х,у)< О), то Л/<.О, следавате.льно, ~В точ•ке М-
покальный максимум, что и требовалось доказать. 

б) Пусть теперь Л<О нпо-прежнему · 

А= ,;;с(Х, у), в= 1:11(Х, у), с= ,;11(Х, у). 

Рассмотр.им многочлен 

А+2Вх+Сх2• 

Та·к как дискриминант В2-АС>О, то существуют два 
разных корня и можно у.казать два. числа х1 и х2 та

ких, что 

А+ 2Вх1 + Cx'f >0, 
А+ 2Вх1 + Сх~< О. 

Расс.мотр.им случа1t со значением х1 • 
В сипу неnрерывности частных производных 2-го пi:'>'· 

Р•Ака 

391 



lim. (А'+ 2B'xi + C'xr) =А +2вх1 + Cxr >о. 
Лх-+0 
ЛV-+() 

Следовательно, существует б-окрестность точки М та
кая, что если точка М1 (х+дх; у+ду) принадлежит 
этой окрестности, то 

А'+ 2В'х1 + С'х~ >О. (2) 

Рассмотрим теперь произвольную б'-окрестность точки 
М такую, что 6' <.б. Можно ·выбрать число t>O столь 
малым, что точка M2 (x+t: y+tx1) будет принадлежать 
б'-окрестиости точки М. Положив Лх=t, Лу=tх1 , из 
( 1) •И (2) получаем 

дf = f (х + Лх, у + Лу) -1 (х, у) = 

== fit• [А'+ 2В'х1 + С'х~) >~О. 
Поступая аналогично со значением х2, получим, что 

в произвольной 6'-оiq>естности точки М существует точ
ка Ма(х+Лх; u+Лу), для которой 

д;=f(х+Лх, у+Лу)-f (х, у) <0, 

т. е. приращение функции f (х, у) в аколь угодно малой 
окрестнос'JUf точки М не с~аняет знак, следовательно, 
в точке М нет. экстремума 8 

3 а и е чан и е. Есл.и Л=О, то функция f (х, у) в точ
ке М возможного экстремума может иметь экстремум, 
но может -и не иметь его. В указанном случае для вы· 
яснения вопроса требуется специальное дальнейшее .нс· 
следование, которое -выходит за ра~ки данного .курса. 

Примеры: 
1. Исследовать ·на :ЭIКС11Рему.м функцию z=x2+xu+ 

+.У2-2х-Зу. Имеем 

, . " /' " 
fx = 2х +у-2, f11=Х+2у-З, /хх= 2, fx110:::: l, f1111= 2, 

д = 2. 2 - 1 = 3 > о. 
Находим точк~и возможного экстрему.ма. Для этого ре
шаем систему уравнений 

{ 2х + у-2- О, 
х+2у-З=0. 
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) 4 
Решением будет х = -, !1 = -. Следовательно, точка 

3 3 

М ( f; + )- искомая точка возможного экстремума. 
Так как Л=З>О и f"xx-:-2>0, то в точке 

М ( +; +) данная фун.1щня имеет минимум. 
2. Исследовать на экстремум функцию z=X2=--y2• 

Имеем 

f; = 2х, f~ = - 2у, f:x = 2, f;11 =О, f;~ = - 2, 

Л = 2·{-2)-0 = -4<.О. 

Решая систему уравнений 2х=О и -2у=О, находим 
точку М (О; О) - точку возможного экстремума. По
скольку Л=-4<0, то в тоqке М(О; О) нет экстрему.ма. 

3. Исследовать на экс'tремум функцию z=x4+y4. 
Имеем 

f; = 4х3 , f~ = 4у', f;x = 12х2 , t:v =О, f;v = 12у8. 
Решая систему уравнений 4хз=о и 4у3=0, находим 
точку М (О; О) - точку возможного экстремума. Тогда 

t:x (О; О) = О, 1;11 (О; О) = О, Л =О. 

Согласно замечанию, в то1:1~ке М (О; О) экстремум 
может быть, а может не быть. В данном случае он 
есть, так как z>O 'ВО всех точках, кроме М (О; О), т. е. 
данная функция не :меняет зн,а.к в 01<1рестности точ,ки 
М (О; О), а следовательно, в эюй точке функция имеет 
минимум. 

4. Исследовать на экстрему,м функцию z=x3+y8. 
Имеем 

• 1 ,, 1 " " • 
fx =Эх , v =Зу , fxx = бх, fx11 =О, f 1111 = бу. 

Решая систему уравнений Зх2=0 ,и Зу2 =0, находи.и 
точку М (О; О) - точку возможного экстремума. Тогда 

f;x (О; О) = О, f;v (О; О) = О, Л = О. 

В данном случае непосредственным.и рассуждениями 
убеждаемся, что точек экстремума нет. В самом деле, 
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z(O; О) =0, ~(х, О) =Х3, отсюда fi.JJ-H х>О, z>O, а npri 
х<О z<O, т. е. в любой окрестности точки М (О; О) 
данная функция меняет знак. 

§ 9. Метод наименьших квадратов 

В различных исспедованиях приходится пользовать
ся фор-мула·ми, составленными на основании зкспер11-
мента. Одним из лучших способов. поJ_Iучения таких 
формул является метод наименьших квадратов. 

Пусть на основании эксперимента необходимо уста
новить функциональную зависимость между двумя 
переменными .величинами х и у, например •между тем

пературой и удлинением прямолинейного металлнче
~кого стержня. Производим п ·измерений и по резуль
татам составляем таблицу 

% ·Хп 

у У• Yl Уп 

При этом .вид функцН1И y=f (х) устанавливае'I'Ся 
нз теоретичеокюс исследований, или "по характеру 
положения на координат

ной плоскости экспери
ментальных точек. Пуrеть, !/п 
например, точки, взятые !/i 
из таблицы, расположены 
так, как показано на 

рис. 45. В данном случае 
естественно предполо

ж~ить, что между х и у 

существует линейная за
висимость, выражающая

ся формулой 

о 

у=ах+ь. 

1(1 Xz • • • Х; •• • Хп 

Рис. 45 

ил~ 

рас-

х 

(1) 

Мы ограничимся рассмотрением только случая л·иней
ной зависимости. 
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Так как точки (х1; У1), (х2; У2), "., (х11; У11) прнбл·н
энтельно лежат на прямой, то формула (1) является 
приближенной. Поэтому, подставляя их .координаты в 

формулу (1) вместо х и у, получим следующие равен

ства: 

у1 - (ах1 + Ь) = 61, 

У2 - (ах2 + Ь) = 62 , 

У11 - (ах11 + Ь) = б11 , 

где б 1 , б2, "., 611 - некоторые ;числа, кот~ые назовем 
погрешностями. 

Возникает задача - подобрать коэффициенты а и 
Ь таким образом, чтобы эти погрешности были в·оамож
но меньше по абсолютной величине;· Методом решения 

этой задачи и является метод наименьших квадратов. 

Согласно этому методу рассмотрим сумму квадратов 

погрешностей: 

11 11 
S (а, Ь) = !; [у1 -(ах1 +Ь)]2_=1: б~, 

l=I i=I 

где Х1 и у; - заданные чиСJiа, а коэффициенты а и 

Ь · - неизвестные величины, подлежащие определенmо, 
т. е. S(a, Ь) можно рассматр·ивать как функцию двух 
переменных а н Ь и исследовать ее на экстрему-м. 

Таким образом, задача свелась к нахождению зна
чений а и Ь, при которых функция S (а, Ь) имеет ми
нимум. 

Имеем 
11 

дS ~ - = - 2 [У1 - (ах1 + Ь)]х1 , 
да 

i=I 

11 
дS ~ - = -2 [у1 -(ах1 + Ь)]. 
дЬ 

l=I 

Приравнивая эти частные производные нулю, получаем 
линейную систему двух ура'Внений с двумя неизвестны
м-и а и Ь: 
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11 п п 

Е v1x1 = а I .r~ + Ь Е х1, 
1-1 1-1 1-1 

11 11 
(2) 

I: У1 ""' а L х1 + Ьп. 
;-1 , ... 1 

Система (2) называется нормальной системой мето
да наименьших квадратов. 

Из этой системы ,мы находим числа а и Ь и затем, 
под<:тавляя нх в уравнение ( 1), получаем формулу ис
комой прямой. 

То, что функция S(a, Ь) в точке М (а, Ь) имеет ми
нимум, легко устанавл.ивается с помощью частных про

изводных 2-го порядка. Имеем 

Следовательно, 

п 

Л = д•s . д•s - ( д•s ) 2 = 4п ~ х~ -
да• дь• дадЬ ~ ' 

. i=I 

п ~ 11 

-(2~х1) =4(п-1)~х~>0, ~а~ >О, 
i=I i=I 

что н требовалось. Рассмотрим 
Пр им ер. Пусть в результате 

эксперимента получены пять значе-

ний искомой функции у при пяти 
значениях аргумента х(п=5), кото
рые заП!Исаны в таблице. Будем ис
кать функциональную зависимость ме
жду х и у в виде линейной функции 
у=ах+Ь. 

-2 
о 
1. 
2 
4 

, 
О.5 
1 
1,5 
2 
3 

При составлении нормальной системы (2) для опре
делен~ия коэффициентов а и Ь пред1ва~рите.п~но вычис
ляем 
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5 5 11 5 

!: у,х,·= 16,5; I: х~ = 25; !: Х; = 5; !: у1 = 8. 
i=I i=l i-1 i=l 

Система (2) принимает вид 

{25а + 5Ь = 16,5, 
5а+5Ь=8. 

Решая эту систему, находим: а=О,425, 'b=·l,175. Отсю· 
да формула искомой прямой есть 

у=О,425х+,1,175. 

Глава Xlll 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

В данной г.1аве мы рассмотр~им основные вопросы, 
связанные с интегрированием функций двух перемен
ных. Определения и результаты, которые будут пму
чены .могут .быть перенесены без особых трудностей на 
функции трех и более переменных. 

§ 1. ДвоАные интегралы 

Двойные интегралы представляют собой обобщение 
определенного интеграла на случай функций двух пе
ременных. 

1. Определение и существование двойного интегра
ла. Пусть G - некоторая замкнутая ограни:ченная об
ласть; .а z=f(x, у) - произ·вольн·а·я фун;кция, ощре
деленная и ограниченная в обласТ1и G. 

Предполагается, что г.раница области G состоит из 
конечного Числа .кривых, заданных уравнениями вида 
y=f (х) нлli Х=<р (у), где f(x) и q> (у) ~ непрерывные 
функции .. Такой областью, ·наnр.имер, является за·мкну
тый многоугольник, траница которого состоит из ко
нечного числа ·отрезков, представляющих собой графи
ки непрерывных функций вида у= kх+ь или Х= а. 
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Другой пример - область, ограниченная эллипсом, 
т. е. граница состоит из двух кривых: 

и=±..!.. Va2 -x1, и т. д. 
а 

Разобьем область G произвольно на п частей G1, 

не имеющих общих внутренних ючек, с площадями 
Лs1 (i= 1, 2, .. " п) (рис. 46). На каждой G1 выберем 
произвольную точку (61; 'l'Ji) и составим сумму 

п 

а= !: f (;,; ТJ1) Лs,, (1) 
i=I 

которую назовем интегральной суммой для функ.ц·ии 
f (х, у) в области G. Назовем диаметром области наи-

z 

о х 

Рис. 46 Рис. 47 

большее расстоян•не между граничными точками этой 
области. Обозначим через Л наибольший нз диаметров 
частичных областей 0 1 (Л = max {d (G1)}) и дадим сле-

1.;;1..;;;п 

дующее 

Определение. Если t!Нтегральная сумма ( 1) при 
л.~о имеет конечный предел J *, то этот предел наэы-

• Число / называется пределом интегральной суммы (1) при 
Л.-+О, если для любого е>О существует а>О такое, что при А<б 
независимо от выбора точек (~1; ТJ1) выполняется неравенство 
la-ll<e. 
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вается двойным интегралом функции f (х, у) по об
ласти G и обозначается одним из символов: 

l=JJ f(x,y)ds= JJ f(x,y)dxdy. 
о о 

В этом случае функция f (х, у) называется интегрируе
моа в области G, G - областью интегрирования, х и 
у - переменнь~ми интегрирования, ds (или dxdy) -
элементом площади. 

Давая определение двойного интеграла, мы пред
полаrаеи, что функция f (х, у) ограничена. Как и для 
функции одной переменной, это условие является не
обходииы'М уСJiовием пнтегрируемости. Однако это ус
ловие не является достаточным, так как существуют 

примеры ограниченных, но не интегрируемых функций. 
Примером таких функцлй может служить функция, 
определенная на квадрате {(х; у) IO<x-<:l; O<:y<:l} 
следующим образом: 

f (х ) _ { 1, если х и у рациональны, 
'у - О, если х или у иррациональны. 

Доказательство неинтегрируемости такой функции не
посредственно следует нз определения и цредоставляет

ся читателю. 

Для нахо.мдения достаточных услов·ий интегрнруе
мости, как и в случае одной переменной, удобно вос
пользоват.ься теорией Дарбу, которая полностью пере
носится на случай двойного интеграла. Аналогично дсr 
казательству соответствующей теоремы для определен
ного ннтегра.ла док·азывается СJiедующая теорема. 
Теорема 13.1. Функция f(x, у), непрерывная в 

области G, интегрируема в этой области. 
Однако не <:nедует думать, что двойной интеграл 

существует только для непрерывных функций. Так же 
как для определенного интеграла, ;имеет место более 
общая теорема. 

Теорем а 13.2. Функция f(x, у), ограниченная в 
области G и непрерывная в ней всюду, кроме точек, 
лежащих на конечном числе кривых, являющихся гра

фиками непрерывных функций вида y=f (х) или х
= ер (у), интегрируема в этой области. 
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2. Геометрический смысл двойного интеграла. Пусть 
в пространст,ве дано .тело Р (рис. 47), ограниченное 
сверху гrафиком непрерывной и неотрицательной функ
ции z= (х, у), опр-еделенной в области G, с боков ци
л·индрической поверхностью, направляющей которой 
служит· граница области G, .снизу областью G, лежа" 
щей в плоскости Оху. Тело такого в·ида называют кри
волинейным цилиндром. 

Аналогично тому .как задача о вычислении площа
ди криволинейной трапеци·и привела нас к геометриче
скому понятию определенного интеграла, так задача о 

вычислении объема тела Р приведет нас к геометриче
скому ТОЛ'КОВЗНИЮ двойного интеграла. 

Действительно, в данном случае интегральная сум
ма ( 1) .представляет собой сум·му объемов пря·мых ци
линдров с площадями оснований Лs1 и высотами 
f (6i, fJi), которую можно принять за приближенное 
значение объема тела Р: 

п 

Vp ~ !: f (61, ri;) Лs,. 
/=\ 

Это приближенное равенство будет тем точнее, чем 
мельче разбиение облает.и G на части. При переходе к 
пределу при л-о это приближенное равенство превра
щается в точное 

п 

Vp = lirn Е f (61, ТJ;) Лs,. 
h-+O i=I 

Так как функция f (х, у) ·интегр·ируема, то предел инте
гральной суммы существует и равен двойному интег
ралу от этой функции по области G. Следовательно, 

Vp = s s f (Х, у) dxdy. 
а 

Отсюда следует геометрический смысл двойного интег
рала: двойной интеzрал от непрерывной, неотрица
тельной функции равен объему криволинейного цилин
дра. 

3 а меч а в и е. Если положить f (х, у) ==·1 всюду в 
области G, то не:nо.средс.твенно нз определения двойного 
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интеграла получаем выражение для площа;ди s обла
сти G в в.иде двойного интеграла: 

n J J 1 ·dxdy = lim}: 1 ·Лs; = lim s = s. 
й )..+О i=I Л-+О 

З. Свойства двойноrо интеграла. Основные свойства 
двойного интеграла вполне аналогичны соответствую
щим свойствам определ·енного интеграла. Поэтому мы 
ограничи:мся формулировкой этих свойств, не останав
ливаясь на доказательствах. 

1) Есл·и k - ·постоянное число ·И функция f(x, у) 
интегрИJруема в области G, то функция kf (х, у) тоже 
iИНТегрируема а 0 И 

S J kf (х, У) dxdy = k J S f (х, у) dxdy, 
G G 

т. е. постоянный множитель можно выносить за знак 
интеграла. 

2) Если функnии f(x, у) и g(x, у) интегрируемы в 
области G, то их алгебраическая су.м:ма также интег
РИJРУема в этой области .и 

J J [! (х, у)± g (х, у)] dxdy = J S f (х, у) dxdy ± 
G G 

± J J g (х, у) dxdy. 
о 

3) Если область G является объединением областей 
G1 и G2, не имеющих общих внутренних точек, в каж
дой из которых функция f (х, у) интегрируема, то в G 
эта функция также ·интег.рируема и 

J J f (х, У) dxdg~= J J f (х, у) dxdy + J f f (х, y)dxdy. 
о о, а. 

4) (Теорема о среднем.) Если функция f (х, у) не
прерывна в области G, то в этой области найдется та
кая точка (~1; Тj;), что 

J J f (х, у) dxdy = f (~1 ; ТJ 1) s, 
а 

где s - площадь фигуры G. 
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Ита·к, мы познакомил1нсь с определецием и основны
ми свойствами двойного интеграла, условия.ми сущест· 
вования, ·выяснил1и его геометричесюий смысл. Теперь 
рассмотрим вопрос о способах выч.имен·ия двойных 
интегралов. 

§ 2. Сведение двойного интеграла к повторному 

Сведение двойного интеграла к повторному являет
ся одним из эффективных способов вычисления двой· 
ного интеграла. 

i. Случай прямоугольной области. Сначала расомот
_рим двойной интеграл по некоторому .прямоугольн·ику 
D ео сторонами, nа~раллельнымн осям координат. 

Теорема 13.3. Пусть для функции f(x, у) в пря
моугольнике L>={(x; у) la-<x<.b; .c<.y-<.d} существует 
двойной интеграл 

J J f (х, У) dxdy. 
D (1) 

Пусть, далее, для каждого х из отрезка [а, Ь] сущест
вует определенны.а интеграл 

d 

J (х) = J f(x, у) dy. (2) 
r 

Тогда существует интеграл 

ь ь d 

J J (х) dx = J dx J f (х, у) dg 
11 11 r 

(он. называется повторным) и справедливо равенство 

ь d J J f (х, у) dxdy = J dx J f.(x, у) dy. 
D 11 • 

(3) 

До к аз ателье тв о. Разобьем прямоугольник D 
с ~ПОМОЩЬЮ точек а=Хо<Х1<Х2<."<Хп=Ь ·и С=Уо< 
<Y1<Y2<".<y"=d на nk частичных прямоугольников 
D11={(x; у) /хн<.х-<.х1; У1-1<У<.У1}. Положим лх,
=Х1-Х1-1, Лу1=u1-У1-1 и обозначим через т,1 и М,1, 
соответственно, точную нижнюю и верхнюю грани 
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функци·и f (х, у} на частичном прямоугольнике DiJ 
(рн·с. 48). Тогда всюду на этом прямоу:голью1ке 

m11-<./(x, у) <.М11· (4) 

Положим в этом неравенстве х=61, где 61 _... произ
вольная точка отрезка [ Xi-1, х1], :и после этого проин
тегрируем (4) по у в пределах от У1-1 до у1• Получим 

у/ 

т,1ЛУi-< J f (е,, у) dg < М1;ЛУ1· (5) 
у/-1 

Суммируя (5) по всем j от 1 до k .и используя обо
значения (2), будем иметь 

k k 

I: тпЛУ; < J (~д' :Е МпЛУt· (6) 
/a:I /=1 

Далее, умножая (б) на Лх1 и суммируя по всем i от 1 
до п, получим 

п k п п k 

1: Е тliЛХ,Лу1 < :Е J (6,) дх, < :Е :Е мtiлх,ду1. (7) 
1~1 /=1 i==I i=l /=I 

Пусть на~больший диаметр частичных ·прямоуголь
ников D11 стрем·ится к нулю (Л-..О). Тогда и на·иболь
Ш·~Я из длин дх,-..о. Крайние члены в (7), пр·едстаВJiяю
щие собой нижнюю и верхнюю суммы Дарбу, стремят
ся при этом к двойному интегралу ( 1). Стало быть, су
ществует предел .и среднего члена (7), .равный тому же 

t/ 
d 

о q 

i 1 
1 1 

r!fff; 
1 

1 
1 

1 1 1 1 1 

!/ 
d 

с 

.х;-1 ~; х i ь х о о 

Рис. 48 
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са·мому двойному интегралу. Но этот предел ло опре
дел·ению определенного интеграла равен 

ь ь d 

J J (х) dx = J dx J f (х, у) dy. 
а а с 

Тем самым доказано существование повторного интег
рала и равенство (3) 8 

3 а меч ан и е. Если в теореме 13.3 х и у поменять 
ролями, то теорема будет утверждать существование 
повторного интеграла 

d d ь J J (у) dy = J dy J f (х, у) dx 
с с а 

и равенство 

d ь 

J J f (х, у) dxdy = J dy J f (х, у) dx. (8) 
D с а 

Формулы (3) и (8) приводят двойной интеграл к 
повторному, в котором, например, в (8) интегрирова
ние сперва проводит<:я по х при постоянном у, а затем 

полученный результат интегрируется по у, т. е. произ
водится последовательное вычисление двух определен

ных интегралов. 

Пример 1. Вычислить JJ xydxdy, где D= 
D 

= { (х; у) jl <:Х-<:2; J <.у-<:2}. 
Реш е ни е. Имеем 

2 2 2 2 

J J xydxdy = S dy S xydx = J [у ~· ] dy = 
D 1 1 1 1 

2 2 

= J [ 2у -+у] dy = + yz I = +. 
1 1 

2. С.лучай криво.линейной области. Теперь рассмот
рим двойной интеграл для случая криволинейной обла
сти G. 

Теорем а 13.4. Пусть функция z=f (х, у) определе
на в области G={(x; у) la<:x.oi;;:b; у,(х)<:У<=У2(х)}, где 
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У1 (х) и У2(х) - непрерывные функции, у1 (х) -<:у2 (х) 
для а<.х<.Ь. 

Пусть существует двойной интеграл 

J J f (х, у) dxdy, 
G 

и для каждого х из отрезка [а, Ь] существует опреде
ленный интеграл 

1/1~Х) 

J (х) = J f (х, У) dy. 
У1(%) 

Тогда существует повторный интеграл 

11 11 Jf1(%) J J (х) dx = J dx J f (х, у) dy 
11 11 Jf1(%) 

и справедливо равенство 
Ь !/1(Х) J J f (x,y)dxdy = J dx J f (х, У) dy. (9) 

G 11 Jfi(x) 

Доказательство. Положим c=miny1(x), d= 
=maxy2 (x) и заключим область G в прямоугольник 
D={(x; у) /а<.х<:Ь; c<.y<.d} (рис. 49). Рассмотрим а 
этои прямоугольнике вспомогательную функцию 

F(x у)= {' (х, у) в точках области G, 
' О в остальных точках D. 

Функция F (х, у) удовлетворяет условиям предыду
щей теоремы. Действительно, она интегр·ируема в обла
сти G, так как совпадает в ней с f (х, у), и интегрируе
ма в остальной части прямоугольника D (D-G), где 
она равна нулю. Следовательно, по свойству 3), § 1, 
она интегрир)'ема и по всему прямоугольнику D. 
При этом 

J J F (х, у) dxdy = J J f (х, у) dxdy и J J F (х, у) dxdy =О, 
а О D-G 

откуда 

J J F (х, у) dxdy = J J f (х, У) dxdy. 
D G 

(10) 
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Далее, ·для каждого х нз [а, Ь] существует интеграл 
d 61(%) J F (х, у) dy = J F (х, у) dy + 
с с 

61~%) d 

+ J F(x, y)dy + J F(x, y)dy, 
61(%) 61(%) 

так как существует каждый из трех интегралов, стоя
щих справа. Дейст.в'Ительно, оrрезки ·[с, у 1 (х)] и 
[y:r(x), d] лежат вне области G и на них F(x, у) рав
на нулю, отсюда первый и третий интегралы равны 
нулю, а вто~рой интеграл существует по условию, та.к 
как на [у 1 (х), У2 (х)] F (х, у) =f(x, у). Поэтому окон
чательно получаем 

d g1 (x) J F (х, У) dy = J f (х, У) dy. (11) 
с g 1(x) 

Таким об~ра:зом, мы видим, что для фушш.ии F(x, у) 
выполнены все условия теоремы 13.3 и, следовательно, 
двойной 1Ннтег,раЛ от этой функции 1110 'прямоугольнику 
D ;может быть сведен к повторному: 

ь d J J F (х, y)dxdy = J dx J F(x, y)dy. 
D а с 

Отсюда- и из равенств (1 О) ·и ( 11) получаем 
ь 61(%) JJ f(x,y)dxdy= J dx J f(x,y)dy, 

G а 61(%) 

т. е. формулу (9) 8 
3 а м е ч а н и е 1. Если в теореме 13.4 поменять 1ро

лям.и х .и у, то теорема будет утверждать существова
ние повторного интеграла 

d d x1{g) J J (У) dy = J dy J f (х, и> dx 
с с x1(g) 

и равенства 
d х,(11) 

JJ!(x,y)dxdy= Jdy J f(x,y)dx. (12) 
G с x1(g) 
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Пр и м е 'Р 2. Вычислить J J (х1 + Х!/ + 2у2) dxdy по об
а 

ласти G={(x; у) IO<X<l; O<:y<:l·-x}. 
Решен и е. Легко -видеть, что G представляет со

бой треугольник, ограниченный осями .координат и пря
мой у=-х+ 1 (рис. 50). Следовательно, У1 (х) =О; 
У2 (х) = l-x. По формуле (9) имеем 

1 1-% 

SS (х1 + ху + 2у 2) dxdy =) dx J (х1 + ху + .2у2) dy = 
а о о 

1 

= s [х• (1 -х) + x(l-x)• + 2(1-х)'] dx = ..!....... 
2 з 24 

о 

Данный интеграл можно вычислить и по формуле 
( 12), есл·и в G х и у поменяем ролями. Тогда треуголь
ник будет определен неравенства,ми О<:у< 1, О<х< 
< l.-y, отсюда 

Х1 (у) =0, Х2(!/) Т l-y 

и легко· проверить, что ·интеграл 

1 1-v 

J} (х1 + ху + 2у1) dxdy = J dy . J (х1 + ху + 2у2) dx 

имеет то же самое значение. 

у 

1 

·о 

3 а м е ч а н н е 2. Если область G не удовлет.Воряет 

f )( 

Рис. 50 

условиям теоремы 13~4 (на
пример, прямые (верти
кальные или горизонталь

ные) пересекают ее границу· 
более чем в двух точках), 
то необходимо область а 
разбить на части, каждая 
из которых удовлетворяла 

бы условиям теоремы 13.4, и 
сводить к повторному каж

дый нз соответствующих 
двойных интегралов от
дельно. 
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§ З. Замена переменньiх в двойном интеrрапе 

Пусть ·в некоторой об.пасти G для функции f (х, у) 
существует двойной интеграл 

J J f (х, у) dxdy. (1) 
G 

Предположим, далее, что с ~помощью формул 

х=х(и, v), 
у=у(и, v) (2) 

мы переходим к новым переменным и и v. Предпола
гается, что и и v определяются из (2) единственным 
образом: 

U=U(X, у), 

V=V(X, у). (3) 

О~означим через G* множество точек М* (и; v). С по
мощью формул (3) каждой точке М (х; у) из области 
G ставится в соответствие некоторая точка м• (и; v) 
из области а•. Формулы (2) называют формулами пре
образования координат, а формулы (3) - формулами 
обратного преобразования. 

При сделанных предположениях доказывается, что 
если функции (2) имеют в обла~ти G* непрерыв.ные 
частные производные 1-то порядка 1и если выражение 

D (х, у) = 
D (и, v) 

дх дх --
ди дv 

ду ду 

ди дv 

(4) 

отлично в G* от нупя, то 1для интеграла (1). справедли
ва формула замены переменных: 

Ss f (х, у) dxdy = rs f [х (и; v), у (и, v)] 1 D (х' у) 1 dudv. (5) 
, D (и, v) 

G о• 

Выражение ( 4) называется функциональным опреде
лителем функцнii: Х=х(и, v) и у=у(и, v) или якобиа
ном {по имеttи немецкого матемаrика Якоби). 

Коротко изложенное формулируется в виде следую
щей теоремы. 
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Теорем а 13.5. Если преобразование (2) перево
дит область G в G* и является взаимно-однозначным и 
если функции (2) имеют в области G · непрерывные 
частные производные 1-го порядка и отличный от ну
ля якобиан (4), то при условии существования интег
рала ( 1) справедлива формула заме1tы переменных (5). 

Доказательство теоремы опускае"Гся ввиду большой 
.СЛОЖIНОСТН 

v 

4 

~ 

~~· 2 

1 1 

х о 1 2 $ и 

а 5 

Рис. 51 

В двойном интеграле, как и в определенном, замена 
переменных - важнейший способ приведения интегра
ла к виду, более удобному для его вычисления. 

Пр и м ер 1. Вычислить интеграл J J (2х - у) dxdy, 
а 

где G - .параллелограмм, ограниченный пря·мыми: 
х+у= 1, х+у=2, 2х-у= 1, 2х-у=З (рис. 51, а). 
Реш е н и е. Непосредственное вычисление этого ин

те11рала 'было бы затру.днительны·м, так как для его 
вычисления необходимо область разбить на три обла
сти и вычислять соответственно три интеграла. Однако 
простая замена переменных 

х+у=и, 2x-y=v (6) 
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позволяет избежать такого громоздкого способа реше
пия. Прямые х+у= 1 и х+у=2 в системе координа1 
Оху переходят в прямые и= 1 и и=2 в системе коорд:и· 
нат Ouv (рис. 51,б), а прямые 2х-у=.1 и 2х-у=3-
в прямые v = 1 и v =3. Параллелограмм О однозначно 
преобразуется в прямоугольник (}*, который является 
более простой облаетью интегриро'Ваняя. Осталось вы· 
числить якобиан. Для этого выразим х и у через и 'и 
v из равенс.тв (6): 

Следова тел1~1но, 

и+v 
Х=--, 

з 

3 

2и-v g=--. 
з 

2 D(x, у) 

D (и, v) 
з 

2 
=----=--

9 9 з 

3 з 

По формуле (5) окончательно получаем 
2 3 

J J (2% - у) dxdg = J J + vdudv = + J dи J vdv = 
о о• 1 1 

2 2 

= _1 S r~Jз du = _1 (..!.. __ 1 ) Sdи =-1 .4.1 = ..t.. 
з 21 з 2 2 з з 

1 1 

3 а .м е ч а н и е. Если подынтегральная функция или 
ура'Внение гf аницы облас11и ·интегрирования содержат 
чмму х2+у , то в большинстве случаев упрощен·ие ин
теграла достигается преобразованием его к полярным 
координатам, так как данная сумма в полярных коор

динатах получает весьма простой вид: 

(р cos ер) 2+ (р sin ср) 2=р2. 

Пр им ер 2. Вычислить интеграл J J ех'+11• dxdy, где 
о 

G - четверть. круга х2+у2 = 1, расположенная в первом 
квадранте (рис. 52). 
Реше и и е. Преобразуем интеграл к полярным ко• 

оодината.м по формулам: х=р cosqi, у=р sin ер. ТОГАI 
х~+у2=р2 1Н 
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D (:t •у) 
D (р, ер) 

д:t дх --
- др дер = 1 cos ер - р sfn ер 1 = 

ду ду sln ер р cos ер 

др дер 

= р [cos1 ер + sfn1 ер] = р. 

В обпасти G р меняется в п-ределах от О до 1, а ер -
от О до : . Таким обраЭОl'd, по формуле (5) попу-чаем 

2 1 2 Jj ~·+v'dxdy= J dep J eP"pdp = + (е- 1) J dcp..,. 
о о о о 

1 п п 
=2(е-1)т="4(е-1). 

За-метим, что на практике при эа·мене переменных 
нет необходимости детально строить область а•. Вы
ясняют пределы из.менен.ия новых координат, испопьэуя 

вид области G на москости Оху .и геометрический 
смысл полярных кооРJJJИнат, что мы и .сделали в нашем 

примере. 

§ 4. Некоторые rеометрическне и физические 
приложения двойных интегралов 

1. Вычнслеиие объемов. Мы уже знаем, что объем v 
юрнволинейного цилиндра, ограниченного сверху по
верхностью z=f (х, у) >О, снизу плоскостью z=O и с 
бо.ков .цилиндрической поверхностью, у которой обра
зующие П8!раллельны оси Oz, а направляющей служит 
контур области G, равен 

v = J J f (х, у) dxdy, 
о 

т. е. с поМоШJtю двойных интегралов м<>жно вычислять 
объемы тел" 
Пр И и ер 1. Выч.ислить объем тела, ограниченного 

поверхностями х=О, у=О, z=O и x+u+z==l (рис. 53). 
Решение. Имеем 
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v = J J (l - х - у) dxdy, 
о 

где а - треугольная область интеnрирования, ограни
ченная пря·мыми х=О, у=О, х+у= 1. Расставляя пре
делы интегрирования в двойном интеграле, .получим 

V= J dx 1r(l-x~y)dy = S [ (l-x)g- ~а J:-x dx = 
о о о 

1 

=-1 s(l-x)'dx= _1. 
2 6 

о 

z· 

х 

х 

Рис. 52 Рис. 53 

2. Вычисление площадей. l(ак было установлено 
(см. замечание § 1), площадь $ области G может быть 
вычж:·лена с помощью двойного интеграла по формуле 

s = JJ dxdy. 
а 

Отметим, что эта фор.мула часто бывает удобнее, чем 
соотве:tствующая формула, выражающая площадь кри
волинейной трапеции, с помощью определенного интег
рала, так как данная фор.мула п:р-имен·нма не только к 
кривол.ннейным трапециям, но и к фигура'М, располо
женным произвольным образом по отношению к коор
динатным осям. 
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Пр им ер 2. Вычислить площадь области G, огра
ниченной линиями у2=х+1, х+у= 1 (рис. 54). 

Решение. Область G представляет собой фигуру, 
ограниченную слева па1раболой у2 =х+1, справа пря
мой y=-x+I. Решая совместно уравнения параболы 
и прямой, находи'М точки их пересечения: М 1 (3; -2), 
М2 (0; 1). Следовательно, искомая площадь 

1 1-v 1 

s~ ssdxdy= sdy s dx= S<2-y-yZ)dy=+· 
G -2 v•-x -2 

При выч.ислении двойных интегралов одним из глав
ных моментов является расстанов.ка пределов интегри

рования. Есл\11 бы мы выбрали в данном примере обрат-

!J 

-f 

Рис. 54 Рис. 55 

ный порядок интегрирования, то область G предвари
тельно пришлось бы разбить на две части, так ка.к эта 
область ограничена сверху линией, заданной двумя раз
личны.ми уравнениями. Разумеется, мы получлли бы 
тот же результат, но вычисления был.и бы более гро
моздкими. 

Поэтому пОJI·езно запомнить следующее пр·авило: 
если все прямые, параллельные оси Оу, входят в об
ласть ·интегрирования G на одной линии, а выходят на 
другой, то внутренний интеграл целесообразно брать 
по переменной у, а внешний - по х; если же все пря
мые, параллельные оси Ох, входят в область интегри· 
рования G на одной линии (в нашем ·случае на пара
боле), а выхGдят на другой (в нашем случае на пря-
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мой), то внутренний интеf1Рал целесообразно бtрать по 
переменной х, а внешн·ий - по у: в этом случае мы 
полу·чаем од.ин повторный интеграл. 

3. Вычисле1111е плоlцади поверхности. С помощью 
двойных ·интеnралов ,можно вычпслять площади не 
только плоских фигур, но и кри·вых поверхностей. 

Пусть поверхность S задана уравнением z=f (х, у), 
проекцией S на плоскость Оху является область G 
(рис. 55) и в этой области функция f (х, у) неЩ>ерывна 
и кмеет непрерывные частные производные f' х (х, у) н 
['11 (х, у). Для определения площади поверхности S 
разобьем область G произвольно на п частей без об
щих внутренних точек G1 с площадя'Ми Лsi (l= 1, 2, ... , 
п) и обозначим через S1 часть поверхности S, проек
цией .которой на плоскость Оху является частичная об
лаС'Гь G1. Таким образом, ·поверхность S разобьется на 
п частей. В .каждой части G1 выб~ем: произвольную 
точ1к.у (Е;; '11), на поверхнос~и S ей будет соответство
вать точка М1.[~1;· f);; f (~1; 111)]. 

Проведем через точку М1 касательную плоскость к 
поверхности 

' ' f х (Ez, '1;) (х - Е1) + f 11 (Е1. ТJ1) (у - ТJ,) - ·(z :_ z,) = О, 
где х, у, z - текущие координаты, а 61, У)1, z1 = 
=f (61, 1Ji) -:- .коо.рди'f1аты точки касания (см. п. 2, § 4, 
гл. XII). Напомним, что вектор (нормаль) ii, перпен
дикулярный к плоскости, имеет вид 

Рассмотрим на касательной плоскости ту ее часть. 
проекцией которой на плоскость Оху является область 
G1. Обозначим эту часть через а,, а ее площадь - через 
Ла1. При неограниченном измельчении разбиения облас· 
ти G естественно считать Площадь части CJ1 касательной 
плоскости, приближенно равной площади части S1 по
верхности, а сумму всех таких площадей 

приближенным значением площади всей поверхности S. 

414 



За точное значение площади поверхности S примем 
по оцределению предел такой суммы: 

п 

s = lim :Е л(J, • 
~-+О i=I 

(1) 

где Л - наибольший из диаметров частичных областей 
G,. 

Докажем, что этот предел существует и равен двой· 
ному интегралу 

s = J S V 1 + f~1 (х, У)+ f~1 (х, у) dxdy. {2) 
G 

Обозначим через у, ос11рый угол между вектQром ii и 
осью Oz. Он равен углу между касательной плоскостью 
в точке Mi и плоскостью Оху. Так как область а, -есть 
цроекция Oi на плоскость Оху, то площади этих облас
тей связаны соотношением 

да;=~. 
cos 'Vi 

·действительно, данная фQрмула, как известно, спра· 
ведлива для треугольников. Она, очевидно, остается 
справедливой и для плоских многоугольников, так как 
плоский многоугольник можно разбить на несколько 
треугольников. Она будет справедливой и для .1юбой 
плоской фигу,ры площади . ЛfJ, ограниченной некоторой 
К~ривой, так как ее площадь можно рассматривать как 
П;редел площадей вписанных в нее многоугольников. 

· С д1ругой стороны, как известно из аналитической 
геометрии, 

1 
соз V1 = ---;:==::;=:=:=:==::;::::=== 

V 1 + !~1 (Е1. fJl} + f~1 (Е1. fJ;) 
n 

* Определение предела суммы I: Ла1 при А-+О аналоги·чио 
i=I 

определению предела интегральной суммы для двойного интегра·ла 
(см. сноску на с. 398·). В дальнейшем все анаюгич;ные оnреде.11е111Ня 
будем опу~кмь. 
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Следовательно, 

да, = V 1 + /~1 (;,, '!,) + 1:1 (6,, ТJ,) дs,. 
Подст.азляя значение Ла1 ~В сум,му ( 1), ~получим 

s = lim I V1 + /~1 (61, ТJ1) + f ~1 (61, 11д Лs,. 
~ ... о t=I 

Полученная сумма представляет собой интегральную 

сумму для функции V 1 + /~1 (х, у) + f~8 (х, у). Так как 
.зта функция по условию непрерывна в области G, то 
предел этой суммы существует при А.-+0 и равен двой· 
ному интегралу (2), что и требовалось доказать. 

Формула (2) и есть формула, по которой вычисля· 
ются площади кривых поверхностей. 

Пр им ер 3. Вычислить площадь той ча.сти плоскос
ти 6х+зу+2z= 12, которая заключена а первом акт.ан· 
те (рис. 56). 

·Решение. Так как функция Z= 6 - Зх- _.!_ у и об-
2 

ласть G, являющаяся проекцией данной части поверх
ности на плоскость Оху, удовлетворяют сформулирован
ным выше условиям, вычисляем искомую Площадь по 
формуле (2). Имеем · 

f;(x, У)= -3, f;(x, У)= _ __!_ 
2 

и V .•. .• v 9 1 1 + f.c (х, у) + f v (х, У)= 1 + 9 + - = -· 
4 2 

Областью G является треугольник, ограниченный 
осями Ох, Оу и прямой бх+Зу= 12, получаемой нз 
уравнения данной плоскости при z=O. Расставляя пре
делы интегри,рования в .двойном интеграле, получим 

2 4-2.с 2 

s = S dx J f dy = + S [YJ~-2x dx = 
о о о 

2 

= ~ S (4-2х) dx = ~ [4х-х1]~ = f ·4 = 14. 
о 
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4. Вычиспение массы пластинки. Рассмотрим на пло
скости Оху материальную пластинку, т. е. некоторую об
ласть G, по которой распределена масса т с плот
ностью р (х, у). Вычислим по заданной плотности 
р(х, у) маосу этой пластинки, считая, что р(х, у) -
непрерывная функция. Разобьем G произвольно на час
ти G1 и обозначим через т1 массы этих частей. В каж
дой части G1 (i= 1, 2, "" п) произвольно возьмем точку 
(si; Т];). Массу т1 каждого такого элемента G1 
можно считать равной приближенно р (s;, Т];) Лs1 (Лs1 -
площадь G1), а масса т всей пластинки приблюкенно 
равна сумме 

n n 
т = Е т1~ Ер(~,. 1J1) лs,. 

/=\ /=\ 

Но это - интег;ральная сумма для непрерывной функ
ции р (х, у) в области G. В пределе при л~о. очевидно, 
мы получим точное значение массы пластинки, равное 

двойному интегралу от этой функции по области G, т. е. 

т = JJ р(х, y)dxdy. (3) 
о 

Этот пример показывает физический смысл двойного 
интеграла. 

П р им ер 4. Определить массу квадратной плас
тинки со стороной. 2а, если плотность р (х, у) в каждой 
точке пропорциональна квадрату расстояния от точки 

пt'iJ)есечения диагоналей. 
Решение. Выберем систему координат так, как 

указано на рис. 57. После этого можно составить функ
цию плотности р (х, у) по условию задачи. Пусть М (х; 

r) - произвольная точка квадрата {(х; у)/ /х/ <:а; 
у/ <:а}. Тогда квадрат расстояния от точки пересечения 
диагоналей будет равен х2+у2 • Следовательно, плот
ность в точке М представится в виде 

р(М) =р(х, у) =k(x2+y2), 

где k - коэффициент пропорциональности. По формуле 
(3) имеем 

14-5903 

т = SJ k(x1 + y1)dxdy. 
а 
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Учитывая, что подынтег1ральная функцня четна отно
сительно х и у, а область интегрирования симметрична 
относительно осей координат, можно ограничиться вы-

z 
6 

у 

а 

~{Xi!J) 

!1 о а х 
4 

Рис. 56 Рис. 57 

числением интеграла по той: ·части области G, котор.ая 
расположена в первой четверти: 

а а а 

т = 4k S dx S (х8 + у2) dy = 4k J [ х2у + ~ J:idx = 
о о о 

2а• 8 =4k-=-ka•. 
з з 

5. Вычисление координат центра масс пластинки. 
Найдем координатЬl: центра масс пластинки, занимаю
щей в плоскости Оху некоторую обласч G. Пусть 
р(х, У).~ плотность этой пластинки в точке М(х; у). 
Разбив обл.а1сть G на ч.а1сти G1 (i=·l, 2, .", п), выберем 
в каждой из этих частей некоторую. точку (·~i; t}f) и будем 
приближенно считать массу т1 каждой из частей плас
тинки равной р (gi, ТJс) Лs1 (Лs1 - площадь Gi). Еели 
считать, что каждая из этих масс сосредоточена в одной 
точке, а именно в точке (~1 ; ТJi), то для коQрдинат Хе и 
Ус цен1JРа масс такой сис1емы п матеu>иальн~х точек 
получаJО'Гся ;выражения 
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n n 
~ 'iP (,,, 111) Лs1 ~ 11/Р (,,, '11) tщ 

Хе= 
i=I 

Ус= 
t=I (4) 

n n 
~ р (~1. 1);) Лs1 ~ р (~t. 111) tщ 
i=I t=l 

кото.рые Пiредставляют собой приближенные значения 
координат центра масс пластинки. Чтобы получить точ
ные значения этих координат, необходимо в (4) перейти 
к пределу при л-о. При э_том стоящие в (4) интеграль
·ные суммы перейдут в соответствующие интегралы, и 
мы получим, что координаты центра масс пластинки 

оп;ределяются формулами 

Sf х р (х, у) dxdg Н gp (х, g) dxdg 
а а 

Хе = ---::..-----, !/с = __;;_ ____ _ 
т т 

(5) 

где т = S J р (х, у) dxdg- масса пластинки. 
а 

Если пластинка однQродна, т. е. p=const, то форму
лы координат центра масс упрощают<:я: 

S J zdxdg J J gdxdy 
Хе = О ; Ус= О • (б) 

SJ dxdg SJ dxdy 

Выражения 

Mw = J J хр (х, у) dxdy и M.r = S J ур (х, iJ) dxdy, 
о о 

стоящие в формулах 

!/ 

о х 

Рис. 58 

14* 

(5), называются статическими мо
ментами пластинки относи

тел.ьно осей Оу и Ох. 
Таким образом, вычисле

ние координат центра масс 

пластинки ·сводится к вычис

лению трех двойных интег
ралов. 

П р и м ер 5. Найти коор
динаты центра масс одно

родной пластинки, ограничен
ной двумя параболами у2=х 
н х2= у (рис. 58). 
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Решен и е. Координаты цею1ра масс данной плас
тинки будем находить по формулам (6). Сначала вы-
числим массу пластиюш: ,1 

1 -v; 
m= ssdxdu=Jdx s dg=+· 

а о 1<,с• 

Затем вычислим статические моменты ее относительно 
осей координат (числители в (6)): 

1 -v; 
Му = )J xdxdy= J xdxJdu = ~; 

а о ~ 

1 vX" 

м z = S J ydxdy = S dx J ydy = 2~ • 
а о х• 

Теперь по формулам (6) находим 

х = !:!.JL = _з_. _1_ = ~. у = Мх = 2._. _1 = _9_ 
ст 20·з 20' ст 2о·з 20· 

9 
Следовательно, Хе =Ус = 20 . 

6. Вычисление момента инерции пластинки. Как из
вестно, момент инерции материальной точки относи
тельно некотQрой оси р;:tвен произведению массы точки 
на квадрат ее расстояния от этой оси, а момент .инерции 
системы материальных точек равен <:умме моментов 

инерций, составляющих эту .систему масс. 
Пусть область G плоскосr11 Оху занята пластинкой, 

имеющей плотность р (х, у). Разбив область а на части 
G1, площади которых равны Лs1 (i= 1, 2, "., п), и выб· 
рав в каждой из них некоторую точку ('i; rli), заменим 
нашу пластинку системой масс mi=p (~i. 'l'\i) Лs;, лежа
щих в точках (6i; 'l'\i). Момент ин~ции такой системы 
точечных масс относительно, нацрим~. оси Оу равен 

n 

I: '~р (611 f11) Лs,. 
i=I 

Это выражение мы принимаем за приближенное значе
ние момента инерции пластинки. Оно представляет со-
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бой интегральную сумму для непрерывной функц11и 
х2р(х, у). Переходя к пределу при Л-+0, получим для 
момента ин~1щии пластинки относительно оси· Оу с.1еду
ющую фо.рмулу: 

JJJ = j J х2р (х, у) dxdy. 
G 

Аналогично момент инерции пластинки относительно 
осн Ох равен 

J1r = J J У2р (х, у) dxdy. 
о 

Найдем еще момент инерции / 0 пластинки относи
тельно начала координат. Приняв во внимание, 'что мо
мент нне~рции материальной точки с массой т относи
тельно начала координат равен 

m(x2+y2), 

и воспользовавшись рассуждениями, аналогичными про

веденным выше, получим, что 

т. е. 

10 = J S (х2 + У2) р (х, у) dxdy, 
о 

lo=lx+lv.-

(7) 

Пр им ер 6. Найти момент инерции ·круга радиуса 
R·c постоянной плотностью р(х, у)= 1 относительно на
чала координат. 

Решение. По фQрмуле (7) имеем 

Jo = J J (х2 + у2) dxdy. 
G 

Для вычисления этого инте11рала перейдем к полярным 
коqрдинатам. Уiравнение окружности в полярных коор
динатах есть p=R. Поэтому 

211 !R 21'1 

Jo = s dip 1 p2·pdp = s [E..]R dip = _1 [R'ip)2rc = nR4 
J 4о 4 ° 2· 

о о о 
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§ 5. Криволинейные интегралы 

В этом параграфе мы рассмотрим обобщение поня
тия определенного интеграла на случай, когда областью 
интегрирования является отрезок некоторой кривой, ле
жащей в плоскости. 

Такого рода интегралы называются криволинейны1ttи. 
Они имеют широкое применение в различных разделах 
математи1ш. 

Различают два типа криволинейных интегралов, на
зываемых обычно криволинейными интегралами первого 
и второго рода. 

1. Определение криволинейного интеграла первого 
рода. Рассмотрим на плоскости Оху некоторую кривую 
АВ, гладкую или кусочно-гладкую*, и предположим, 
что функция z=f (х, у) определена вдоль кривой АВ. 

Разобьем кривую АВ произвольно на п частей точ
ками 

А=Мо, М1, М2, .", М1-1, М;, "" Мп=В, 

выберем на каждой из частичных дуг МнМt произ
В<Niьную точку М1* (рис. 59) и составим сумму 

п 

!: f (М;) Лl;, (1) 
i=I 

где Лlt - длина дуги МнМ;. Сумма (1) IНrазЬDва.ется 
интегральной суммой для функции z=f (х, у) =f (М). 
Обозначим через Л наибольшую из длин частичных дуг 
М;-1М1 (Л = max {Лl1}) и дадим следующее 

\~J<:n 

О л р еде лен и е. Если интегральная сумма ( 1) при 
Л-+0 имеет конечный предел !, то этот предел называ
ется криволинейны1rt интегралом первого рода от функ
ции f(x, у) по кривой АВ и обозначается одним из сим-
волов 

J = S f (М) dl = 1 f (х, у) dl. 
АВ В 

*Кривая, заданная уравнениями x=<p(t), У='Ф(t), a.;;;;t,.;;;~, 
называется гладкой, если фу11кции rp ~/) и -ф(/) непрерывны и имеют 
неilрерывные производные rp'(t) и 'Ф (t), 11е обращающиеся в нуль 
одновременно (тем самым кривая в каждой точке имеет касатель
ную). Iiепрерывная кривая, составленная из конечного числа глад
ких кусков, называется кусочно-гладкой. 
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В этом случае функция f (х, у) называется интегрируе
мой вдоль кривой АВ, кривая АВ - контуром интегри· 
рования, точка А - на1tальной, а точка В - конечной 
точками инте!'рирования. 

Понятие криволинейного интеграла первого рода 
легко сводится к понятию определенного интеграла. 

Действительно, приняв на кривой АВ за параметр длину 
дуги l, отсчитываемую от точки А, получим параметри· 
ческое представление кривой 

x=x(l), y=y(l) (O<.l<.L). 

При этом функция f(x, у) заданная вдоль АВ, стано
вится сложной непрерывной функцией параметра 

!/ z 

9 х 

Рис. 59 Рис. 60 

l:f[x(l),y(l)J. Обозначив l;''' значение параметра l, от· 
вечающее точкем;, перепишем интегральную сумму (1) 
в виде 

п 

!: f [х (/;), у (t;)] Лl1 , (2) 
i=l 

где Лl;=l1-lн и lн<-li*<-k Сумма (2) является ин
теграJiьной для определенного интеграла от непрерыв· 
ной функции f[x(l), y(l)] на отрезке [О, L]. А раз интег· 
ральные суммы (1) и (2) равны между <:обой, то равны 
и отвечающие им интегралы, т. е. 

L J f(x, Y)dl = J /[х(/), y(l)] dl. 
AD О 

(3) 

Заметим, что (3) не только выражает криволинейный 
интеграл через определенный, но и доказывает сущест· 
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вование криволинейrюго интеграла от функции f (х, у), 
непрерывной на .рассматриваемой кривой АВ.* 

Хотя, К•а1к это был<i показано, кри.волинейный Н1Нrrег
рал первого рода непосредетвенно сводится к опреде

ленному, между этими понятиями имеется следующее 

~различие. В интегральной сумме (1) величины Лl1 обя
зательно положительны, независимо от того, ка~ую точ

ку кривой АВ мы считаем начальной, а какую - конеч-

ной, т. е. l' (х, У) dl = I 1 (х, g) dl, ь 

в то время как определенный интеграл J f (х) dx при 
а 

переста111овке nр-еде.;ов НIН'J'еI'!РИРООа;ния меняет зюа~К. А в 
остальном криволинейны.й интеграл первого рода обла
дает теми же свойствами, что и опре,деленный интег
рал, что непосредственно вытекает из формулы (3), 

Криволинейный интеграл первого рода, так же как 
и определенный, имеет геометрический смысл. Если 011-

ь 

ределенный интеграл S / (х) dx при f (х) ~О представ-
а 

ляет собой: площадь криволинейной трапеции, то криво· 

линейный .интеграл Jв f (М) dl при f(M) :>О чи•с.леюно .ра-

вен площа~и .ку«:.к~а цИJiиндричоокой поверхности, 1соста.в
леН1Ной из •перпен~дикуля·ров к п.лоокости Оху, вос·стааюв
леИJНых >В точ;ках М (х; у) крИ!вой АВ и им·еющих •пере
М·еRIН•УЮ длину f (М) (рис. 60). 

В частности, если АВ - не кривая, а . отрезок пря· 
мой [а, Ь], .расположенный на оси Ох, то f(x, у) =f (х), 
Л/1=Лх1 и криволинейный интеграл будет обычным оп
ределенным интегралом. 

Наконец, если положить f (М) == 1, то получим крив,о
линей:ный интеграл r dl' значение которого есть длина 
ду•ГИ :КР.И.ВОЙ АВ. iв. 

Таким образом, с помощью криволинейного интеrра· 
ла пе,рвого рода можно вычислить площади цилиндри· 

ческ~х поверхностей и длины дуг~ Кроме этого, криво
линеиный интеграл первого рода имеет широкое цриме-

• Непрерывность фушщии f(x, у)=f(М) вдоль кривой .А.В озна
чает, что lim /(М)=/(М0) в тобой точке М0 кривой .А.В, rде М тuхе 

м"м, 
точка этой кривой. 
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нение в физике. С его помощью можно, как мы делали 
для случая двойных интегралов, найти м.ассу материаль
ной кривой по ее плотности, найти ее момен.ты инерции 
относительно координатных осей, найти координаты 
центра масс такой кривой и т. д. 

2. Вычисление криво.пинейных интеrра.пов первого 
рода. Вычисление криволинейных интегралов первого 
рода сводится, как мы сейчас покажем, к вычислению 
определенных интегралов. 

Пусть кривая АВ задана па~раметрически уравнения
ми 

X=cp(t), У='Ф(t) (а;<:t<=М. 

где ср (t) и 'Ф (t) - непрерывные вместе со своими п~роиз
водными 1Р' (t) и 'Ф' (t) функции, а f (х, у) - функция, 
непрерывная вдоль этой кривой, причем для определен
ности будем считать, что точке А соответствует значение 
t=a, точке В - значение t=~. Тогда ·для любой точки 
М (х; у) кривой АВ длину l дуги АМ можно рассматри
вать как функцию параметра t, l=l(t) и вычислить ее 
(см. ч. 1, гл. VIII, § 10, п. 3) по ф.о~рмуле 

t 

t = t (t) = J V[cp' (t)J 11 + ["Ф' (t)]11 dt, 
а: 

откуда, согласно правилу дифференцирования интеrрала 
по верхнему пределу, находим 

dl = V[cp' (t)]3 + ['!?' (t)] 11 dt, и.ли dl = V(dx)2 + (dy)1 • (4) 

Производя замену переменной в определенном ин
теграле ·равенства (3), т. е. выражая переменную l 
через t, с учетом (4) получим 

L J f(x, У) dl = J f[x (/), у(/)] dl = 
АВ О 

~ 

= S 1 [ер (t), 'Ф (t)J Vfcp' (t)J 2+ f'Ф' (t)] 11 dt. (5) 
ci 

Пр им ер 1. Вычислить криволинейный интеграл 

Jв y2dl, где АВ - часть окружности: х=а cos t, у= 

=asin t, 0< t < ~. 
2 
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Решение. Так как 

у2 = а• sfn1 t, dl = V а• 5ln2 t + а• cos2 t dt = adt, 

то по формуле (5) получаем 
n: :1( 

2 2 s y"dJ = r a1 SfП8 /•adt = ~ s (1-COS 2/)dt = 
АВ i О 

:1( 

= .!!._ [t _ sln2t ]2 = а•п . 
2 2 о 4 

В частности, если кривая АВ задана уравнением 
вида у=у(х), а<.х<.Ь, где у(х) - непрерывно диффе
ренцируемая функция~ то, принимая х за параметр (t= 
=х), нз формулы (5) получаем 

ь 

r / (х, у) dl = s f[x, у (x)J v 1 + у'1 (х) dx. (6) 
iв а 

Пр им ер 2. Вычислить криволинейный интеграл 

J ydl, где АВ - дуга параболы у2=2х от точки (О; О) 
АВ 

ДО ТОЧКИ (2; 2). 
Р еше ни е. Имеем 

и=V2х, и'= У~, dl=Vl +u'1 dx= 

=~dx. 
По формуле (6) получаем 

J udl= fv2x~dx= Jv2x+ ldx= 
АВ О О 

3 

= + [(2х + 1) 2]~ = +<5 Jf5- I). 
З а меч ан и е. Формула (4) представляет самостоя

тельный интерес. Она дает простое геометрическое нс-

• То есть имеющая непрерывную проюводную. 

426 



толкование дифференциала дуги dt. Учитывая, что диф
ференциал функции равен приращению ординаты каса
тельной (см. ч. 1, гл. V, § 3, п. 1), нз формулы (4) по
лучаем, что дифференциал дуги dl (см. рис. 64) геомет
рически равен длине отрезка касательной к кривой АВ 
от точки касания с абсциссой х до точки (x+dx; y+dy), 

!/ 
!li 

!li-1 

А 

о Х; х 

Рис. 61 

т. е. является гипотенузой 
прямоугольного треугольни

ка с катетами ldxl и ldYI· 
3. Опредепение криволи

нейного интеграла второrо 
рода. Пусть вдоль кривой 
АВ определены две функ
ции Р (х, у) и Q (х, у). Обо
значим через ЛХ1 и Лу1 про
екции i-й частичной дуги 
М1-1М1* на оси координат 
(рис. 61) и составим для 
функции Р(х, y)[Q(x, у)] 
интегральную сумму следу

ющего вида: 

" п !: Р(М;) дх1 [1: Q (М;) Лg, )· 
i-1 i=I 

(7) 

Определение. Если интегральная сумма (7) при 
л-о (Л=mах {Лli}) имеет конечный предел /, то этот 

l<i<n 
предел называется криволинейным интегралом второго 
рода от функции Р(х, y)[Q(x, у)] по кривой АВ и обоз
начается символом 

S Р (х, у) dx [ J Q (х, у) dy]. 
АВ АВ 

Сумму 

J Р (х, у) dx + S Q (х, у) dy 
АВ АВ 

принято называть общим криволинейным интегралом 
второго рода и обозначать символом 

• Под проекцисll дуги М1- 1М1 на ось координат понимается 

проекция вектора М1- 1М1. 
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J Р(х, у)tЦ + Q(x, y)dy*, 
АВ 

Криволинейные интегралы второго· рода, так же как 
и п~вого рода, легко сводятся к определенным интегра

лам. 

Действительно, пусть кривая АВ задана параметри
чески уравнениями x=cp(t), y='lj>(t), a-<:t-<:p, где cp(t) 
и 'Ф(t) - непрерывные вместе со своими производными 
ер' (t) и 'Ф' (t) функции, причем точке А кривой соответ
ствует значение t=a, точке В - значение t=p, 
q>' 2 (t) + 'Ф'' (t) +О. Пусть функции Р (х, у) и Q (х, у) 
нецрерЫВ!fЫ вдоль кривой АВ. Тогда справедливы сле
дующие формулы: 

р 

r р (х, у) dx = s р [q> (t), ;ii (t)] q>' (t) dt, 
А~ а 

р f Q (х, У) dy = J Q [q> (t), 'Ф (t)J 11>' (t) dt, 
АВ а 

(8) 

J Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = 
АВ 

р 

= S {Р [ер (t), ~ (t)] q>' (t) + Q [q> (t), 'Ф (t)] 'Ф' (t)}dt, 

" 
сводящие криволинейные интегралы к определенным 
интегралам. 

Ограничимся доказательством первой из формул (8) 
р f Р (х, У) dx = J Р [q> (t), ~(t)] q>' (t) dt, (9) 

АВ а 

остальные две формулы доказываются аналогично. 
Пу('ТЬ rочкам М; разбиения .юриоой АВ соответству

ют значения параметра it, Mi• - значения t;*, т. е. Mi 

• Вместо Р (х, у) и Q (х, у) мы будем ююгда писать просто 

Р и Q, а криволинеilиыii 11итеrрал писать в виде J Р dx + Q dy. 
АВ 
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есть точка [<p(ti); 'Ф(t1)], а Mi* -.точка [q:i(i1*); -ф{t1*)], 
i= 1, 2, "., п. Функция Р(х, у) на кривой является слож
ной фу~нкцией параметра t: P[q:i(t), -ф.(t)]. Так как функ
ции x=cp(t) и у='Ф (t) непрерывны на отрезке [а, ~]. а 
функция Р(х, у) непрерывна вдоль кривой АВ, то по 
теореме о непрерывности сложной функции функция 
P{q> (t), 'Ф (t)] непрерывна на отрезке {а, р]. Составим ин
тегральную сумму (7) для функции Р(х, у): 

п п 

а= !: Р (М;) Л х1 = L Р [ер((), 'Ф (t;)J Л х". 
1=1 i=I 

Так как ЛХ1=Х1-хн=ер(t1)-q>(iн), то по формуле 
Ньютона-Лейбница 

,, 
л х, =ер (t,) -ер (11-1) = s ер' (t) dt. 

tl-1 

Поэтому 
п t, 

(J = ~ р [ер (t;), 'Ф (t;)] s ер' (t) dt = 
/=1 11-1 
п t, 

= !: s р (ер (t;), 11> (t;)J ер' (t) dt. 
i=I t/-1 

С другой стороны, функция P(ep(t), w(t)] rp'(i) та1<же 
яnляется непрерывной функцией на {а, ~] и для нее су
ществует ~>nределенный .интеграл, стоящий справа 
в формуле (9). Запишем его в виде суммы интегра.rюв 
по частичным отрезкам [t1_1, t1]: 

п 1, 

J = !: s р (ер (t), "'(t)) ер' (t) dt. 
i=I t1_1 

Рассмотрим и оценим rразность 

п 11 

а - J = 1: J {Р [ер (t;), "'(t;)] - Р [ер (t), 'Ф (t)J} ер' (t) dt. 
i=I t;_1 

(10) 
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Из неfi1Р~ывности функции P[cp(J), 1J'(t)] на [а, ~] по 
теореме :Кантора следует ее равноме;рная неnр~ыв
.ность. А это озн.ач.ает, что д.ля любого е>О ;сущес11Вует 
б>О. такое, ч·то при µ = max' {Л t,} < 6 

l<;i<;n 

IP[cp(t;), ~(t;)]-P[cp(t), '!>(t)]I< е. (11) 

Из непрерывности функции ер' (t) на [а, р] следует ее 
ограниченность на {а, р], т. е. существует число k такое, 
что 

lcp'(t) 1 ~·k. (12) 

Используя (11) и (12), полуqаем для разности {10) 
следующие оценки: 

n t; 

1a-JI-<1: J IP [q> (t.;), 'IJ(t;)]-P [q>(t), 'IJ (t)J lx 
/=1 tl-1 

n 

Х lq>'(t)ldt< ek1: (t1-t1-1) =ek(~-a). 
i=I 

Отсюда, в силу произвольности е, следует, что 

lim а= J. (13) 
µ-+О 

Но пр-иЛ= mах{д/1}-+0 также fl= max {Лt;}-+0 и 
1..;1<;n l<t<:n 

наоборот*, а тогда из (13) следует, что и 

llma= J, 
).-..О 

т. е. существование криволинейного интеГIРала 

t1 

• В са.мом деле, д lt = J .,l[cp' (t))1 + (ф' (t)]1 dt. Из неп.ре-
tе-1 

рьrвиостн функций cp'(t) и 1ji'(t) на [а; р] следует непрерывность 

функции '}'fcp'(t)]2+[Ф'(t)]2 на [а, р]. Но тогда mЛks;;.дl1<:.MЛt1, 
где т н М - минимальное н максимальное значения функции 
)'[ер' (t)] 2+ [Ф' (t)]2 на отрезке [а, р]. Из левого неравенства еле· 
дуrл, что µ~ при л-о, а нз правого, что Л~ при µ-о. 
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Jв Р (х, У) d.x 

и справедливость формулы 1(9). 
Криволинейный интеграл второго рода обладает 

свойствами, аналогичными свойствам определенного ин
теграла, что непосредственно вытекает из формул (8). 

В отличие .от криволинейного интеграла первого рода 
криволинейный интеграл второго рода зависит от того, 
в каком направлении (от А к В или от В к А) пробе
гается кривая АВ, и меняет знак при изменении направ
ления обхода кривой, т. е. 

\ Р(х, y)dx = - f Р(х, у) dx, 
iв ВА 
r Q(x, y)dy= - s Q(x, y)dy. 
Хв ВА 

Дей,ствительно, изменив направление обхода криво.А, 
мы соответственно изменим знаки _проекций ЛХi и Луi 
в суммах (7), и, следовательно, сами суммы и их преде
лы изменят знак. 

Из сказанного следует, что при вычислении криволи
нейн·ых интегралов второго рода необходимо учитыв-атЬ 
направление интегрирования. 

В случае, когда L - замкнутая кривая, т. е.- когда 
точка В совпадает с точкой А, ·ИЗ двух возможных нап
равлений обхода замкнутого конту.ра L условнмся назы
вать положительным то, при котором область, лежащая 
внутри этого конту1ра, остается слева по отношению 

к точке, совершающей обход. Противоположное направ
ление обхода контура L условимся называть отрица· 
тельным. 

КJJ>иволинейный интеграл по замкнутому конт}'iру L, 
пробегаемому в положительном направлении, часто 
обозначают символом 

f Р(х, y)dx +Q(x, Y)dy. 

4. Вычис.пение криволинейных интеrралов второrо 
рода. Криволинейные интегралы второго рода вычисля
ются путем сведения их к определенным интегралам по 
формулам (8). 
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В частности, если кривая АВ задана у:равнением 
вида g=g(x), а<.х<.Ь, где у(х) - неп·р~ывно диффе
ренцируемая функция, то, принимая х за параметр 
(1t=x), из формул (8) получим 

ь J Р,(х, У) dx = J Р [х, у (x)J dx, 
АВ. а 

ь 

1 Q (х, у) dy = J Q [х, у (х)] у' (х) dx, 
В а 

Jв Р (х, У) dx + Q (х, У) dy = 

ь 

= J {Р[х, у(х)) +Q[x, Y(x)Jy'(x)}dx. 
а 

Рассмотрим прим-еры. 
Пр им ер 3. Вычислить интеграл 

где АВ 

Jв x2 dx + xydy, 

четверть окружност.и 

х = cost, У= sint, 0< t< ~. 
2 

А соответствует t =О, В соответствует t = ~. 
2 

р е ш е н и е. Имеем. 

(14) 

x2=cos2 t, dx=-sin tdt, xy=-cos t·sin t, dg=cos tdt. 

По третьей формуле (8) получаем 
rr 
2 

i x1 dx+xgdy= J (-cos 1 tsmt+cos1 tsint)dt=0. 
iв о 
П р и м ер 4. Вычиолить ннтеnрал f (х + у) dy, где L -

контур прямоугольника, образованного прямыми х=О, 
у=О, x=l, g=l (рис. 62). 
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Решен и е. На рис. 62 положительное направление 
обхода контура L обозначено С1~релками. Разбивая весь 
промежуток интегрирования на части, можем зап.исать 

Ф=f+Г+S+J. 
l iв ic CD DA 

у 
Легко заметить, что интег
ралы вдоль участков АВ и 
CD равны нулю, так как 
на них у постоянна и, сле

довательно, dy=O. Поэтому 
остается вычислить интегра

лы по участкам ВС и DA. По 
второй формуле (14) по
лучаем 

t 
А 
о - }( 

Рис. 62 
1 

S (х + у) dy = S (1 + У) dg == [у + ~s ] : = : , 
:ос о 

о 

J (x+y)dy= S<O+g)dy= [ ~ J:=-+. 
DA 1 

Таким образом, окончате.льно име.ем 

где 

~(х +g)dg= _!_ __ I = 1. 
':У 2 2 
L 

Пр и м ер 5. Вычислить интеграл 

lв Зх1уdх + (х3 + J)dg, 

а) АВ - прямая у=х, соединяющая точки (О; О) и 
(1; 1); 

б) АВ - парабола у=х2, соединяющая те же точки; 
в) АВ - ломаная, проходящая через точки (О; О); 

(1; О), (1; 1) (рис. 63). 
Решение. По третьей формуле (14) имеем 

1 

а) J Зx2gdx + (х3 + 1) dY = S (4х3 + 1) d.t = 2; 
АВ О 
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1 

б) r 3x1ydx + (х' + 1) dy = s (бх' + 2x)dx = 2; 
iв о 

1 1 

в) r 3x8ydx + (х3 + 1) dy = s 3x8ydx + ! (х3 + 1) dg = 
iв о о 

1 

= i 2dy= 2. 

Заметим, что, взяв три различных пути, соединяю

щие одни и те же точки, мы по.Лучили три одинаковых 
результата. Это обстоятельст:ро не является ~учайным. 
Причина его будет раскрыта в § 7. 

!1 
8(1i1) 

r 

Рис. 63 Рис. 64 

5. Связь между криволинейными интеrралами пер• 
воrо и второго рода. Для рассмотрения этого вопроса 
обозначим через а и ~углы, составляемые с осями коор
динат направленной * касательной к кривой АВ в неко
rорой точке М (х; у) (рис. 64), тогда получим соотноше
ния 

dx=cos a.dl, dy=cos pdl**. (15) 

Заменяя в к~ривооинейных ин.rегралах второr.о рода dx 
и dy их выражениямл (15), мы и производим преобра-

• За попо~итепьное направпенне касательной примем то, ко. 
торое соответствует напр-авпению движения точки по кривой. 

•• См. замечание в п. 2. 
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зование этих интегралов в криволинейные интегралы 
nервого рода: 

r р (х, У) dx = s р (х, У) cos а dl, 
iв АВ 

J Q (х, у) dy = J Q (х, у) cos ~ dl, 
АВ АВ 

(16) 
j

8
P(x, y)dx +Q(x, y)dy = 

= Jв [Р (х, у) cos а + Q (х, у) cos ~] dl. 

Таким образом, формулы (16) выражают криволи
нейные интегралы второго рода через криволинейные 
интегралы первого рода и устанавливают связь между 

ними. При изменении направления движения точки по 
кривой на противоположное cos а, cos .~. dx и dy меняют 
знак, и формулы (16) остаются в силе. 

Заканчивая данный параграф, заметим, что мы рас
смотрели криволинейные интегралы для плоских кри
вых. Однако все сказанное о них может быть без особо· 
го труда перенесено и на пространственные кривые. 

Пусть АВ - пространственная кривая и вдоль этой 
кривой определены функции f (х, у, z), Р (х, у, z), Q (х, 
у, z) и R (х, у, z). Тогда по аналогии со случаем плоской 
юри·вой можно определить криволинейные интегралы 
пе~рвого рода 

j/ (х, у, z) dl 

и криволинейные интегралы второго рода 

f Р (х, у, z) dx, f Q (х, у, z) dy, J R (х, у, z) dz, 
iв iв Ав 

J Р (х, у, z) dx + Q (х, у, z) dy + R (х, у, z) dz. 
АВ 

Техника вычисления таких интегралов принципиально 
ничем не отличается от техники вычисления интегралов 

по плоской кривой. 
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§ 6. Формула Грина 

Формула Грина* устанавлщзает связь между криво
линейными интегралами и двойными интегралами. Она 
имеет широкое применение в ма:тем;аrгичеокоы а11м1Лизе и 

его приложениях. 

Мы докажем эту формулу для замкнутой области, 
граница которой п~есекается с прямым.Ji, параллельны
ми осям координат, не более чем в двух точках. Для 
к.рат.кости будем называть такие области простыми. 
Предполагается, что контур, оnраничивающий область, 
гладкий или кусочно-гладкий. 

Теорем а 13.6. Пусть G - некоторая простая замк
нутая область, ограниченная контуром L, и пусть функ
ции Р(х, у) и Q(x, у) непрерывны вместе со своими 

частными производными ..!!:..... и ....Е!1_ в данной области. 
ду дх 

Тогда имеет место формула 

ss ( ~~ - :: ) dxdy = фРdх + Qdy, (1) 
G L 

называемая формулой Грина. 
До •К а з ат ел ь ·ст в о. Пусть 1конту·р L, оnраничива

ющий область G, может быть задан как уравнениями 
х=х1 (у), х=х2(У) (c<.y<.d), так и уравнениями у= 
=u1(x), У=У2(х) (а<.х<.Ь) (рис. 65). Рассмотрим сна
чала область G, определенную н~авенствами а<.х<.Ь, 
У1 (х) -<-У-<У2 (х), и преобразуем двойной интеграл 

ss :: dxdy 
G 

в криволинейный. Для этого сведем его к повтQI>ному 
н1нтег.ра.лу и по фо.рмуле Ньюrона - Лейбница выполним 
интегрирование по у. Получим 

SI ~~ dxdy = 
G 

Ь 1/1(Х) Ь 

5 • дР s = dx .\ ду dy= [Р (х, у2 (х)) - Р (х, у1 (х))] dx = 
а 1/1(%) а 

•Грин Джордж (1793-1841) - английский математик и фи
зик. 
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ь /1 

= J Р (х, lls (х)) dx-S Р (х, у1 (х)) dx. 
а а 

Каждый из этих двух определенных интегралов пред
ставляет собой ~риволинейный интеграл, взятый по со
ответствующей к;ривой (см. (14), §5), а именно~ 

/1 

S Р (х, у2 (х)) dx = - J Р (х, у) dx; 
11 BDA 

ь J Р(х, у1 (х)) dx = J Р (х, у) dx. 
а АСВ 

Таким образом, 

s s :: dx dy = --,-[ s· р (х, у) dx + J р (х, у) dx j . 
О BDA АСВ 

т. е. 

SS :: dxdy = -фР(х, y)dx. (2) 
О L 

Ан·а(/ЮГИ ЧrНО ~ЦОКЗIЭ Ы·Ваеося формул.а, 

JJ :~ dxdy = фQ(х, y)dg. (З) 
О L 

(При этом ·область G задается не~равенствами c<.y<.d, 
Х1 (у) <.Х<.Х2(!1) ). 

Вычитая из равенства (3) почленно 11>авенство (2), 
·получим искомую формулу ( 1) 8 

!/ 

6 

о 

Рис. 65 Рис. 66 
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3 а м е ч а ни е 1. Формула Грина остается справедли
вой для всякой замкнутой области G, которую можно 
разбить проведением дополнительных линий на конеч
ное число простых замкнутых областей. Действительно, 
пусть область G с границей L имеет вид, изображенный 
на рис. 66. Разобьем ее на две простые области G1 и 
0 2, для каждой из которых справедлива формула (1). 
Напишем отдельно формулу Грина ДЛЯ а, и G2 и сло
жим почленно полученные равенства. Будем иметь слева 
двойной интеграл по всей области G, а справа криволи
нейный интеграл по контуру L области G, так как кри
волинейный интеграл по вспомогательной кривой берет
ся дважды в противоположных направлениях и при сум

мировании взаимно уничтожается. 

3 а м е ч а н и е 2. Можно доказать, что формула Гри
на справедлива для любой области G, ограниченной не
сколькими кусочно-гладкими контурами. Однако оста
навливаться на доказательстве этого факта мы не бу
дем. 

Пр им ер. По формуле Грина вычислить криволи-

нейный интеl)рал f (х-у) dx + (х +у) dy, где L - ок-

ружность x2+y2=R2. 
Р еше н и е. Функции 

Р(х,у)=х-у, Q(х,у)=х+ун дР =-l, дQ =1 
дg дх 

непрерывны в замкнутом круге x2+y2=R2. Следова
тельно, по теореме 13.6 формула Грина применима 
к данному интегралу. Получаем 

ф (x-y)dx + (х + y)dy= JJ [1-(-1)] dxdy = 
L G 

= 2 JJ dxdy = 2s = 2яR8• 
G 

Заметим, что полученный результат легко проверить 
непосредственным вычислением данного интеграла. 
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§ 7. Условия независимости криволинейноrо интеrрала 
от пути интеrрирования 

Как мы уже отмечали при решении примера 5 
(см. п. 4, § 5), в некоторых случаях величина криволи-
нейного интеnрала J

8
P dx + Qdy не зависит от формы 

пути интегрирования, а зависит только от наtJальной и 
конечной точек интегрирования. Выясним, при каких 
условиях такая независимость интеграла от выбора пути 
имеет место. 

В исследовании этого вопроса существенную роль 
играет формула Грина. 

Для дальнейшего нам необходимо уточнить, с каки
ми областями мы будем иметь дело. Введем следующее 

О п р еде л е ни е. Плоская область (} называется 
односвязной, если каков бы ни был замкнутый контур 
L, лежащий внутри этой области, ограниченная этим 
контуром часть плоскости целиком принадлежит облас
ти а. 

Образно говоря, односвязность области означает, что 
область не имеет «дыр». Например, односвязными об
ластями будут внутренности круга, эллипса, многоуголь
ника и т. п. Простейшим примером неодносвязной об
ласти служит область, заключенная между окружностя
ми x2+g2=1 и x2+g2=3, так как окружность х2+у2= 
=2, лежащая в этой области, содержит внутри себя 
точки, не принадлежащие данной области, например 
начало координат (О; О). 

Перейдем теперь к доказательству основной теоремы 
нашего исследования. 

Те с рем а 13.7. Пусть функции Р(х, у) и Q(x, у) 
определены и непрерывны вместе со своими частными 

производными ддР и дQ в некоторой односвязной 
!1 дх 

sамкнутоа области а. Тогда следующие четыре условия 
эквивалентны, т. е. выполнение любого из них влечет 
за собой выполнение остальных трех: 

1. Для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой L, 
расположенной в (}, 

<f}Pdx +Qdg=O. 
l 
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2. Для любых двух точек А и В области G значение 
интеграла 

lвPdx +Qdy 

не зависит от выбора пути интегрирования, целиком 

лежащего в G. 
3. Выражение Pdx+Qdy представляет собой полный 

дифференциал* некоторой функции, определенной в об
ласти G. Иными словами, существует такая функция 
F(x, у), определенная в G, что 

dF=Pdx+Qdy. 
4. В области О всюду 

дР дQ 

ду=дх' 
До к а з а т ел ь ст в о. ДоказатеЛ"ьство теоремы 

ведем по схеме l-+2-+3-+4-+l, 

(1) 

про-

т. е. покажем, что из первого условия следует второе, 

из второго - третье, из третьего - четвертое, а из чет

вертого - снова первое. Тем самым будет доказана эк
вивалентность условий 1, 2, 3, 4. 

Первый этап: 1-+2. Рассмотрим в области G два 
произвольных пути, соединяющих точки А и В: АСВ и 
ADB - любые две кусочно-гладкие кривые (рис. 67). 
В сумме они составляют замкнутую "Нривую L=ACB+ 
+BDA, расположенную в G. По условию 1 

pPdx +Qdy= О. 
L 

Но 

pPdx+Qdu= S Pdx + Qdy + J Pdx + Qdy = 
L АСВ BDA 

= J Pdx + Qdy- S Pdx + Qdy. 
АСВ ADB 

Следовательно, 

J Pdx+Qdy= S Pdx+Qdy, 
АСВ ADB 

т. е. условие 2 выполняется. 
• В теории криволинейвых иятеrралов второrо рода дифференциал 

функции F(x, у) обычно называют полвым дифференциалом. 
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Второй этап: 2-+3. Пусть интеграл J Р dx + Q dg 
АВ 

не зависит от пути интегрирования. Тогда если точку А 
зафиксировать: А=А (хо; Уо), то этот интеграл будет 
некотррой функцией координат х и у точки В=В (х; у): 

Jв Р dx + Q dy = F (х, у). 

Покажем, что функция F(x, у) диффереНЦИ!руема и что 

dF=Pdx+Qdy. (2) 

Для этого достаточно доказать, что в каждой точке В 
. дF дF 

области G существуют частные произвQдные - и - • 
дх ду 

причем 

дF . дF 
дх =Р(х,у), ду =Q(x,y). (3) 

Так как Р(х, у) и Q (х, у) непрерывны в G, то из (3) 
следуют дифференцкруемость функции F(x, у) .и равен
ство (2). 

Для доказательства ~уществования частных n;роиз
водных функции F(x, у) и равенств (3) составим част
ное приращение по х функции F (х, у) в некоторой точ
ке В(х, у): 

ЛхF = F(x + Лх, Y)-F(x, у)= 

= J Pdx +Qdy-1 Pdx + Qdy= S Pdx + Qdy, 
~ в ос 

взяв точку С(х+Лх; у) так, чтобы кривая АС не выхо
дила .из области G (рис. 68). Так как по условию интег
рал не зависит от вида кривой, то возьмем путь от А 
до В произвольным, а от В(х, у) до С(х+Лх; у) пря
молинейным и параллельным оси Ох. ТQгда 

z+дz 

Л,J = J Р dx + Q dy = J Р dx = J Р dt~ 
ос вс z 

Применяя к последнему интегралу теорему о среднем, 
получим 
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откуда 

л" F =Р (х + ел х, у), о< 6 < I. 
Лх 

Следовательно, 

дF = lim Р(х + 6дх, У)= Р(х, у), 
дх Л1'-+0 

поскольку по условию Р (х, у) неп;реq>ывна. Аналогично 

доказывается, что дF =Q(x,y). Таким образом, условие 3 
ду 

установлено. 

!J 

8 r.:~ 
А(х,;у,) 

А о х 

Рис. 67 Рис. 68 

Третий этап: 3-+4. Пусть в области G определена 
функция F(x, у) такая, что dF=Pdx+Qdy. Тогда 

дF =Р, дF = Q 
дх ду 

и по теореме о равенстве смешанных производных 

дQ д3F д1F дР 

а;-= дхду дудх = ~· 
т. е. ш>nучили требуемое равенство. 

Четвертый этап: 4-+ 1. Пусть выпОJiнено условие 4 
и пусть L - кусочно-гладкая кривая, лежащая в облас
ти G и ограничивающая область G*. Тогда, применяя 
формулу Грина к области G* (здесь используется одно
связность области G), получим 

фРdх +Qdy = JS ( : - ~ ) dxdg. 
L а• 
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В силу (1) интеграл справа равен нулю. Следовательно, 

tPdx +Qdy=O 

для всякого замкнутого контура L, лежащего в области 
08 

3 а меч ан и е. Из эквивалентности условий 1, 2, 3, 4 
теоремы 13.7, в частности, следует, что условие 3 пред
ставляет собой необходимое и достаточное условие, при 
котором криволинейный интеграл не зависит от выбора 
пути. Однако для приложений более удобным необхо
димым и достаточным условием является условие 4, т. е. 
равенство ( 1). 

Теорема 13.7 позволяет легко решать вопрос о зави
симости или независимости криволинейного интеграла 
от формы пути интегрирования. Так, например, 

1в eUdx-ydy 

в любой области зависит от формы пут!f, так как 

дР =f= дQ. 
ду дх 

Необходимо обратить внимание на то, что все усло
вия теоремы существенны. Рассмотрим, например, ин
теграл 

где L - окружность радиуса R с центром в начале 
координат. Имеем 

Р = _-~У__ _дР_ = _-_x_'_-~y_z +_2g~2- _ __.Y._2 ___ z_1_ 
zZ + yz ' ду (xz + у2)2 (xz + gl)• ' 

дQ --= 
дх 

xz+yz-~2 = y2-z1 
(zZ + gl)Z (х• + yl)I • 

Видим, что условие независимости интеграла от выбора 
пути выполнено, но интеграл нулю не равен. Действн
rельно, задав окружность уравнениями x=Rcos t, у= 
a:::Rsin t, получим 
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2n 2n 
J = s -Rsln t(-Rsint) + R cost·Rcost dt = s dt = 2л:. 

R1 cos1 t + R1 sin1 t 
о о 

Противоречия с теоремой здесь нет. Просто не выпол
нено одно из условий: ни функции Р и Q, ни их частные 

дР дQ 
производные - и - не определены в точке (О; О), 

ду дх 
в этом случае за область G можно взять всю плоскость 
Оху с исключенной точкой (О; О), область G, очевидно, 
не односвязна (начало координат играет роль «дырки»). 

§ 8. Интегрирование полных дифференциалов 

Из рассмотрения условий независимости криволиней

ного интеграла J Pdx + Qdy от пути непосредственно 
АВ 

вытекает рассмотрение вопроса об интегрировании пол
ных дифференциалов и о нахождении функции по ее 
полному дифференциалу. 
Мы доказали, что если функции Р (х, у) и Q (х, у) 

дР дQ 
и их частные производные - и - непрерывны 

ду дх 
в некоторой замкнутой области G, то выражение 

Pdx+Qdy (1) 

служит полным дифференциалом некоторой функции 
в том и только в том случае, когда 

дР дQ 
ау= дх. 

Далее, мы показали, что если это равенство выпол
нено, то условию 

dF=Pdx+Qdy 

удовлетворяет функция 

(x;v) 

F(x;y)= f Pdx+Qdy= J Pdx+Qdy. (2) 
(.r.,;ve) АВ 

Пусть теперь выражение (1) является полным диф
ференциалом некоторой функции Ф (х, у). Тогда 
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д Ф =Р дФ = Q 
дх , дg ' 

и разность Ф(х, y)-F(x, у) (см. 

замечание к теореме 12.6) будет постоянной величиной. 
Следовательно, 

Ф(х, у) =F(x, у) +с, (3) 

где с - произвольная постоянная. Полагая х=х0, у= 
= Уо. из (2) получаем F (хо. Уо) =О, а из (3) - значение 
постоянной с: с=Ф (хо, уо). Теперь (3) можно предста
вить в виде 

F(x, у) =Ф(х, у)-Ф(хо, Уо). 

а равенство (2) в виде 

(Х'") 
J Pdx + Qdy = Ф(х, у)-Ф(х0, У0). 

(xo:f/o) 

Если, наконец, положить здесь х=х1 , у=у1 , то полу
чим формулу 

(z,:111) 

S Pdx +Qdy= Ф(х1. У1)-Ф(х0 , Уо) =Ф(х, y)j 1z,;y,>. 
(хо: Уо) 

(Jl'o:J/1) 

(4) 

Формула (4) аналогична формуле Ньютона-Лейбница, 
но она справедлива лишь при условии независимости 

криволинейного интеграла от пути интегрирования. 
Пользуясь полученными результатами, мы можем 

теперь указать способ восстановления функции F (х, у), 
полный дифференциал которой есть заданное выраже
ние (1). 

Формула 
(Х:у) 

F (х, у)= J Pdx + Qdy +с, (5) 
(х,;у,) 

где (х0 ; Уо) - фиксированная точка, а с - произволь
ная постоянная, и дает возможность определить все 

функции, имеющие подынтегральное выражение своим 
полным дифференциалом. 

Для отыскания F(x, у) по формуле (5) достаточно, 
выбрав любую точку (хо; Уо) в области G, вычислить 
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криволинейный интеграл по любой кривой, соединяющей 
точки (хо; Уо) и (х; у). Так как в (5) интеграл не за
висит от выбора пути, то удобно, например, за путь ин
тегрирования взять ломаную, звенья которой параллель
ны осям координат (рис. 69). Тогда 

(Z:/I) (X:Vo) (r,g) 

S Pdx +Qdy= S Pdx +Qdy+ S Pdx +Qdy. 
(х O:!lo) (хо; !1•) (Z:!lol 

Так как на участке от (хо; Уо) до (х; Уо) У=Уо и dy=O, 
а на участке от (х; Уо) до (х; у) dx=O, то равенство 
(5) принимает вид 

х v 
F(x, у)= J Р(х, y0)dx + J Q(x, y)dy +с, 

У• 

где первый определенный интеграл справа вычисляется 
При постоянном у, а второй - при постоянном х. 

!/ 
!J 

(О;у) ---------- (к;g) 

о х о (х;О) х 

Рис. 69 Рис. 70 

П р им ер 1·. Проверить, является ли выражение 
(x2+2xy-y2)dx+ (x2-2xy-y2)dy полным дифференциа
лом некоторой функции F(x, у), и, если это так, найти 
F(x, у). 

Р е ш е н и е. В данном выражении 

Р(х, у)=х2 +2ху-у2, Q(x, у)=х2-2ху-у2 (6) 

непрерывны вместе с частными производными 

дР дQ -. -=2х-2у, -=2х-2у, 
ду дх 
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которые равны между собой. Следовательно, выражение 
(6) является полным дифференциалом dF(x, у). Для 
отыскания функции F(x, у) воспользуемся формулой 
(2), где А (Хо; Уо) - некоторая фиксированная точка, а 
В(х; у) - переменная точка, взятые нз области непре
рывности функций Р, Q, 

дР дQ 
дУ и ----;;;--· 

В данном случае за точку А (х0; Уо) удобно взять 
точку (О; О). Учитывая, что криволинейный интеграл 

(rf) 

J (х2 + 2ху - у2) dx + (х2 - 2ху - У1) dy 
(О;О) 

не зависит от пути интегрирования, выберем путь интег
рирования от точки (О; О) до точки (х; у) в виде лома
ной, звенья которой параллельны осям координат. ДJiя 
этого достаточно взять точку (х; О) [или точку (О; у)] 
(рис. 70). Тогда одно звено ломаной будет совпадать 
с -координатной осью. Получим 

(x;g) 

F-(x, У) = j (х2 + 2ху - у1) dx + (х11 - 2ху - UZ) dy = 
(0;0) 

Sx sg х;3 уз 
= xz dx + (хв - 2ху- у•) dy = З + xzy - xyz - 3. 

о о 

По формуле (5) окончательно получаем 

F(x, у)= : +х2у -ху2 - ~ +с. 

Практически при отыскании функции по ее полному 
дифференциалу удобно поступать следующим образом. 
Если · 

_j!__p ~~Q 
дх - • дg - ' 

то, интегрируя первое из этих равенств по х, получим 
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F(x, у)= S Pdx +f1(Y). (7) 

а интегрируя второе равенство по у, получим 

F(x, У)= S Qdy + /2 (х). (8) 

Если подобрать функции f1 (у) и f2(x) так, чтобы пра
вые части равенств (7) и (8) совпали, то полученная 
таким образом функция F (х, у) и будет той функцией, 
полный дифференциал которой совпадает с выражением 
Pdx+Qdy. 

Так, например, пусть dF= (2ху+ l)dx+ (х2 +Зу2)dу. 
Интегрируя первое слагаемое, получим 

J (2ху + 1) dx = х2у + х + /1 (у), (9) 

а интегрирование второго слагаемого дает 

J (х11 + Зу'А) dy = ух11 + у8 + fв (х). (10) 

Правые части равенств (9) и (10) совпадают. eCJiи мы 
положим 

f1 (у) =у3 +с, f2(x) =х+с. 

Таким образом, получаем, что 

F(x, у) =ух2+у3 +х+с. 

Пр и м ер 2. Вычислить криволинейный интеграл 

(2;3) J ydx + xdy. 
(-1:2) 

Решен и е. В данном случае функции 

дР дQ 
Р=у, Q=x, - = 1, -= 1 

ду дх 

непрерывны и частные производные равны между собой. 
Значит, выражение ydx+xdy есть полный дифференциап 
dF (х, у) и данный интеграл не зависит от пути интегри· 
рования. По формулам (7) и (8) легко находим 
F(x, у) =ху, и по формуле (4) по.лучаем 
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(2:3) (2'3) J ydx + xdy = ху 1 · = 2 · 3 - (- 1). 2 = 6 + 2 = 8. 
(-1:2) (-1;2) 

Заметим, что данный интеграл вычисляется непосредст
венно, если, например, взять в качестве пути интегриро

вания ломаную, соединяющую точки (-1, 2), (2, 2) и 
(2, 3), звенья которой будут параллельны координат
ным осям. Данное вычисление предлагается проделать 
самостоятельно. 

§ 9. Некоторые приложения криволинейных интеrралов 
второrо рода 

Криволинейные интегралы второго рода, так же как 
и первого, имеют широкое применение в rеометрии, фи
зике и технике. Мы ограничимся рассмотрением двух 
задач: вычисление площадей плоских фигур и опреде
ление работы силы. 

1. Вычисление площади с помощью формулы Грина. 
Пусть G - некоторая область с границей L и s - пло
щадь этой области. Известно, что двойной интеграл J J f (х, у) dxdg при f (х, у)== 1 выражает площадь 
й 

области G. Поэтому если в формуле Грина подобрать 
Функции Р(х, у) и Q(x, у) таким образом, чтобы 
~Q дР 
дх - ду = 1, то площадь s области а представится 
в виде 

s = Sj dxdg = t Pdx + Qdg. 

дQ дР 
Положим Q(x, у)=х и Р(х, у)=О, тогда---= 1, 

дх ду 

и получим 

s = txdg. 

Полагая Р (х, у) =-у и Q (х, у) =0, аналогичным обра
зом находим, что 

S= -tydx, 
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1 1 
а при Р(х, у)= --у, Q (х, у) = -х получаем формулу 

2 2 

s = +Фхdу- ydx. (1) 

L 

Таким образом, получили три формулы для вычис· 
ления площадей плоских фигур, ограниченных конту
ром L. 

П р и м ер 1. Вычислить площадь фигуры, ограничен· 
ной эллипсом. 

Решение. Вычислим, например, площадь по фор· 
муле ( 1). Используя параметрические уравнения эллип· 
са х=а cos t, у=Ь sin t, O~t~2n, имеем dx= -а sin tdt, 
dy=b cos tdt, и по формуле (1) получаем 

2п 

s = +фxdy-ydx = + J (acos tbcost + 
L О 

2п 

+ Ь sln t а sin t) dt = а; J dt = nab. 
о 

2. Работа силы. Известно, что работа, совершаемая 
переменной силой F по перемещению материально.А: точ· 
кн вдоль оси Ох из точки х=а в точку х=Ь (а<Ь), 
определяется с помощью определенного интеграла по 

ъ 

формуле А= S F (х) dx (см. ч. 1, гл. VI, § 8, п. 6). 
(1 

Здесь мы рассмотрим более общую задачу. 
Пусть материальная точка под действием силы F 

перемещается вдоль непрерывной плоской кривой ВС 
в направлении от В к С. Сила F предполагается пере
менной, зависящей от положения точки на кривой ВС. 
Вычислим работу силы Р, затраченную на перемещение 
точки из В в С. С этой целью разобьем произвольно 
кривую ВС на п частей точками (рис. 71): 

В=М0, М1, М2, ... , Мь М1н •...• Mn.=C. 

Заменим приближенно на участке М1 М1н силу F пос
тоянным значением, равным ее значению в точке М1, 
т. е. F1=F (Mi), и предположим также, что точка пере· 
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мещается не по дуге М1 М1+1. а по вектору м, Мн1. 
Тогда работу постоянной силы F (М1) вдоль вектора 
М1 Мн1 можно принять за приближенное значение ра
боты А1 переменной силы вдоль дуги М1 Мн1. т. е. 

A,s:::::F(M1) .м, М1н. 

Правая часть этого приближенного равенства пред
ставляет собой скалярное произведение двух векторов 

Р (М1) и М1 М1+1 • Оно равно сумме произведений соот
ветствующих координат этих векторов, т. е. если 

Р(М1) ={Р,; 01}, М1 Мн1={Лх,; Лу1}, то 

А,~Р1Лх1+Q,Лу1. 

Суммируя по всем значениям i от 1 до п, получим 
приб.пиженное значение работы А вдоль всей кривой 
ВС: 

n n n 

А~ Е (Р, Лх1 + Q1 Лу1) = ~ Р1 Л х1 + I: Q1 Лу1 • (2) 
l=l l==l , .... 

За точное значение работы А естественно принима
ется преде.п, к которому стремится найденное прибли
женное значение при стремлении к нулю наибольшей 
из длин дуг М1 М1+•· Но, с другой стороны, сумма (2) 
представляет собой сумму двух интегральных сумм для 
функций Р(х, у) и Q(x, у), заданных вдоль кривой ВС. 
По определению пределом этой суммы является криво
линейный интеграл второго рода. Следовательно, работа 
силы определяется по формуле 

А = J Pdx + Qdy, (3) 
вс 

где Р и Q - составляющие (ил.и проекции) силы Р по 
координатным осям. 

Еспи рассмотреть данную задачу не на плоскости, а 
в пространстве, то решение ее сводится к вычиспению 

кривол.инейного интеграла второго рода по пространст
венной кривой ВС по формуле 

А= l Pdx +Qdy+ Rdz. 
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Пр и м ер 2. Вычислить работу силы F при переме
щении материальной точки по эллипсу, если сила в каж
дой точке (х; у) эллипса направлена к центру эллипса 

с 

х 

О х,х1х1 х; х;., Хп Х 

Рис. 71 Рис. 72 

и по величине равна расстоянию от точки (х; у) до 
центра эллипса (рис. 72). 

Реш е ни е. По условию 1F1 = V х3 + У". Отсюда 
в каждой точке (х; у) составляющие силы F по коорди
натным осям будут: Р=-х, Q=-y (знак -, так как 
сила направлена к точке (О; О)). По формуле (3): 
А= фPdx+Qdy, где L - эллипс: x=acos t, y=bsin t, 

L 
0<t<2n, имеем 

2n 

А = -t xdx + ydy = а•;- ьz J sln 2tdt = 

= (- cos 2t) = о. 'а=-ьs 12п 
4 о 

Заметим, что из того, что интеграл оказался равным 
нулю, в частности, следует, что подынтегральное выра

жение является полным дифференциалом некоторой си
ловой функции F (М), которую нетрудно восстановить. 

§ 10. Тройные интегралы 

В начале главы мы ввели понятие двойного интегра
ла от функции двух переменных. В этом параграфе мы 
определим интеграл от функции трех переменных, так 
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называемый тройной интеграл. Тройные интегралы, по
добно двойным, также имеют широкое применение 
в различных физических и геометрических задачах. 

1. Определение тройного интеграла. Тройной интег
рал является полным аналогом двойного интеграла и 
строится для функции от трех переменных. 

Пусть в некоторой замкнутой ограниченной области 
V трехмерного пространства задана произвольная функ
ция f (М) =f (х, у, z). Разобьем область V на п произ
вольных областей, не имеющих общих внутренних точек, 
с объемами Лv 1 , Лv2 , "" Лvn. В каждой области возьмем 
произвольную точку M1(~i; rJi; ti) и составим сумму 

n 

!: f ('1; ТJ1; t;) Лv", (1) 
i=I 

которая называется интегральной суммой для функции 
f (х, у, z) по области V. Обозначим через Л наибольший 
из диаметров частичных областей и дадим следуюшее 

Определение. Если интегральная сумма (1) при 
Л-+0 имеет конечный предел J, то этот предел называ
ется тройным интегралом функции f(x, у, z) по области 
V и обозначается одним из следующих символов: 

J = S J J f (х, у, z) dv = J J S f (х, у, z) dxdydz. 

В этом CJiyчae функция f(x, у, z) называется интегриру
емой в области V, V - областью интегрирования, х, у и 
z - переменными интегрирования, dv (или dxdydz) -
элементом объема. 

В дальнейшем, поскольку результаты, полученные 
для двойных интегралов, вместе с их доказательствами 
могут быть перенесены на тройные интегралы, мы огра
ничимся лишь формулировками и краткими поясне
ниями. 

Тройные интегралы являются непосредственным 
обобщением двойных на случай трехмерного простран
ства. Они обладают теми же необходимыми и доста
точными условиями существования и свойствами. Если 
положить всюду в области V f(x, у, z) ==1, то нз опре
деления тройного интеграла следует формула для вы
числения объема тела V: 
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v= JJS dv= JJf dxdydz. 

2. Вычисление тройных интеrра.11ов. Как и в случае 
двойных интегралов, вычисление тройных интегралов 
сводится к вычислению интегралов меньшей кратности. 

Рассмотрим область V, 
ограниченную снизу и 

сверху поверхностями 

Z=Z1(X, у) И Z=Z2(X,y), 
а сбоку - некоторой ци
линдрической поверх
ностью, и пусть область 
G - проекция области V 
на плоскость Оху 
(рис. 73), в которой оп
ределены и непрерывны 

функции z1 (х, у) и z2 (х, 
у). Предположим, далее, 
что каждая прямая, па

раллельная оси Oz, пере
секает границу области 
V не более чем в двух 

z 

Рис. 73 

точках. Тогда для любой функции f(x, у, z), непрерыв
ной в области V, имеет место формула 

z1(x,g) 

JJJt(x,y,z)dxdydz= JJdxdy J f(x,y,z)dz, 
V G Za(x,y) 

сводящая вычисление тройного интеграла к последова
тельному вычислению внутреннего определенного ин

теграла по переменной z (при постоянных х и у) и 
внешнего двойного интеграла по области G. 

Выражение 

z1(x,y) 

J(x, У)= f f(x, у, z)dz 
z,(X,y) 

представляет собой функцию двух переменных. Если 
для этой функции и области а, по которой она интег· 
рируется, выполнены условия теоремы 13.4, то, переходя 
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от двойного интеграла J S J (х, У) dxdg к повторному, 
G 

получаем окончательную формулу: 
Ь .1/а(Х) z,(x g) 

srs f(x, у, z)dxdydz= s dx s dy s f(x, у, z)dz, (1) 
~ а g1(x) z1(X,g) 

сводящую вычисление тройного интеграла к последо
вательному вычислению трех определенных интегралов. 

Разумеется, порядок интегрирования может быть дру
rим, если область а будет проекцией области V 
на плоскость Oxz или Ogz, и тогда переменные х, у и z 
в формуле ( 1) поменяются соответственно ролями. 

z z 

1 

у 

Рве. 74 Рве. 75 

В частности, если V - параллелепипед с rранями 
х=а. х=Ь (а<Ь), g=c. y=d (c<d), z=k. z=l 
(k<l), то формула (1) примет вид 

ь tl l 

J J J f (х, у, z) dxdgdz = J dx J dg J f (х, у, z) dz. (2) 

В этом случае интегрирование можно производить в лю
бом порядке. 
Пр и м ер 1. Вычислить интеграл 

f jJ (х + g-z)dxdgdz, 

где V - параллелепипед, ограниченный плоскостями 
х=-1, х= + 1, у=О, у= 1, z=O, z=2 (рис. 74) 
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Решение. По формуле (2) имеем 
1 1 2 JJS (х + g-z)dxdydz = S dx J dy J (х + y-z) dz = 

v -1 о о 

1 1 1 1 

= J dx J [ xz + yz- ~ J: dg= l dx J (2х+ 2y-2)dg= 

1 1 

= S [2ху+ y8 -2yJAdx= S (2x- I)dx = [х2 -х]~1 = -2. 
-1 -1 

Пр и м ер 2. Вычислить интеграл 

JJJ (х+ У+ z)dxdgdz, 

где V - треугольная пирамида, ограниченная плос
костью x+g+z= 1 и координатными плоскостями 
х=О, у=О, z=O (рис. 75). 

Р е ш е н и е. Область V проектируется на плоскость 
Оху в треугольник G, ограниченный прямыми х=О, 
у=О, у= 1-х. По формуле (1) имеем 

1 1-z l-x-11 

s s s (х + у+ z) d.tdgdz = s dx r dy s (х + у + z) dz = 
v о ~ о 

Sl 15-х [ zZ ] 1-z-y 
= dx xz + gz + 2 0 dy = 

о о 

1 

1 s [ у3 ]1-z =т у-ух2-ху2-3 о dx= 
о 

1 

= + J (2-Зх + x3)d.t = 
о 

=-· [2х- :kZ +~]1=-· ,_!_=_J, 
6 2 4о 6 4 8 
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З. Замена переменных в тройном интеграле. I<ак для 
двойных интегралов, так и для тройных имеют место 
формулы перехода от прямоугольных координат к но
вым системам координат, наиболее употребительными 
из которых являются цилиндрические и сферические. 

Замена переменных в тройном интеграле произво
дится по следующему правилу. 

Ее.ли ограниченная замкнутая область V простран
ства (х, у, z) взаимно-однозначно отображается на об
ласть v• пространства (и, v, w) с помощью непрерывно 
дифференцируемых функций 

х=х(и, v, w), у=у(и, v, w), z=z(и, v, w) 

и якобиан J в области v• не обращается в нуль: 
дх дх дх -
ди дv дw 

J= 
ду дg ду 

фО, 
ди дv дw 

дz дz дz --
ди дv дw 

то справедлива формула 

J JS 1 (х, у, z) dxdydz = SJS f[x (и, v, w), 

у (и, v, w), z (и, v, w)) 1J1 dudvdw. 

В частности, при переходе от прямоугольных коорди
нат х, у, z к цилиндрическим координатам р, ер, z 
(рис. 76), связанным с х, у, z формулами 

x=pcos ер, y=psin ер, z=z 
(О<р< +оо, 0<ср<2л;, -oo<z< +оо), 

якобиан преобразования J =р, поэтому 

J J J 1 (х, у, z) dxdydz = J LS f (р cos ер, р sl11 ер, z) pdpd<pdz. (3) 

Название «цилиндрические координаты» связано с тем, 
что координатная поверхность p=const (т. е. поверх
ность, все точки которой имеют одну и ту же коордииа-
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ту р) является цилиндром, прямолинейные образующие 
которого пара.п.пе.пьны оси Oz. 

При переходе от прямоугольных координат х. у, z 
к сферическим координатам р, ер, в (рис. 77), связанным 
с х, у, z формулами 

x=psin Ocos ер, y=psin Osin ер, z=pcos в 

(О<р< + оо, О<:ер-<:2тс, 0-<:8-<:тс), 
якобиан преобразования /=p2sin 0, поэтому 

JJJ /(х, у, z)dxdgdz= 

= sis f[psin0coscp, psln 0sincp, pcos0]plstn0dpdcpd0. (4) 

Наименование «сферические координаты:. связано 
с тем, что координатная поверхность p=const (т. е. по-

z 
z 

Рис. 76 Рис. 77 

верхность, все точки которой имеют одну и ту же ко
ординату р) является сферой. Сферические координаты 
иначе называются полярными координатами в прост

ранстве. 

При вычислении тройного интеграла в цилиндричес
ких и сфервческих координатах об.пасть v• обычно 
не изображают, а расстановку пределов интегрирова
ния определяют непосредственно по области V, исполь
зуя геометрический смысл координат. 
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Пр и м ер 3. Вычислить интеграл J J J (х1 + !/') dxdgdz 

в цилиндрических координатах: X=pcos ер, y=psin ер, 
z=z, где V есть область, ограниченная поверхностями 
x2+y2=z, z= 1 (рис. 78). 

Р е ш е н и е. Так как область V на плоскость Оху 
проектируется в круг х2 + у2<: l, то координата ер изме
няется в пределах от О до 2n, координата р - в преде-

z z 

Рис. 78 Рис. 79 

лах от р=О до p=l. Постоянному значению р, О<:р-<:1, 
в пространстве Oxyz соответствует цилиндр х2+у2=р2. 
В пересечении этого цилиндра с областью V получаем 
изменение координаты z от точек, лежащих на парабо
лоиде, до точек, лежащих на плоскости z= l, т. е. 
от z=p2 до z= 1. Применяя формулу (3), получаем 

2п 1 1 J SS (х1 + y2)dxdydz = S d<p S dp J p2 ·pdz = 
v о о р1 

2п 1 2п 

= S dep J [p3z]~dp = J [ Р: - ~ J: dep = 
о о о 

2п 

=-1 sd<p=-1 cp12n=.2!... 
12 12 о 6 

о 
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Трудно дать общую рекомендацию, когда следует 
применять ту или иную систему координат. Это зависит 
и от области интегрирования, и от вида подынтеграль
ной функции. Однако, например, формулой (4) удобнее 
пользоваться, когда f(x, у, z) имеет вид f (x2+y2+z2), 
а также когда областью V служит шар x2 +y2 +z2-<:R2 
или часть шара. 

Пр им ер 4. Вычислить интеграл 

J JJ (х11 + у11 + z11) dxdydz, 

где V - шар x2 +y2 +z2 -<:R2 (рис. 79). 
Решение. В данном случае удобнее перейти к сфе

рическим координатам x=psin Ocos ер, y=psin Osin ер, 
z=pcos0. Из чертежа области V следует, что координа
ты р, ер и 0 меняются в следующих пределах: р от О 
до R. ер от О до 2n, 0 от О до n. Так как подынтеграль
ная функция x2 +yЧ-z2=p2sin2 0cos2cp+p2sin2 0sin2 ер+ 
+p2cos2 0=p2sin2 0+p2cos2 0=р2, то по формуле (4) по
лучаем 

R п 2п 

srs (х2 + yz + z2)dxdydz = s dp s d0 s p11 -p11 sln 6dep = 
~ о о о 

R п 2n R п 

= J p'dp S sln 6d6 J dep = 2n J p4dp S sln 6d6 = 
о о о о о 

R 

= 4n p4dp = 4л;- = --. S р5 IR 4nR1 

5 о 5 
о 

4. Некоторые приложения тройных интегралов. 
В этом пункте мы коротко рассмотрим типичные зада
чи, связанные с вычислением тройных интегралов, ог
раничившись лишь написанием формул, с помощью ко
торых решается та или иная задача, так как их вывод 

аналогичен выводу соответствующих формул в случае 
двойных интегралов. 

Если дано некоторое тело V с объемной плоскостью 
р (М) =р (х, у, z), представляющей собой непрерывную 
функцию, то тройной интеграл 
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J J J р (х, у, 2) dxdydz, 
v 

взятый по объему, занимаемому этим телом, представ
ляет собой массу т данного тела. В частJ1ости, в этом 
заключается физический смысл тройного интеграла от 
неотрицательной функции. Установить геометрический 
смысл тройного интеграла для произвольной функции 
f (х, у, z) не представляется возможным. 

Моменты инерции пространственного тела с объем
ной плотностью р (х, у, z) относительно координатных 
осей определяются по следующим формулам: 

Jz = s JS (х1 + у2) р (M)dv; Jll = s IS (х1 + r) р(М) dv; 

Jx = J.f J (У1 + 21) р (М) dv. 
v 

.Цля момента инерции относительно начала координат 
формула имеет вид 

10 = J J J (х1 +у' + 22) р (М) dv. 
v 

Координаты центра масс некоторого пространствен
ного тела, имеющего объемную плотность р(х, у, z), вы
ражаются формулами 

J tJ хр {М) dv J iJ ур (М) dv JiJ zp (М) dv 

Хе = ; Ус = ; Zc = ' 
т т т 

где Хе, Ус, Zc - координаты центра масс, а т - масса 

данного тела. В частности, если рассматриваемое тело 
однородно, т. е. р(х,у, z) ==const, то выражения для ко
ординат центра масс соответственно упрощаются и при

нимают более простой вид: 

Jis xdv siJ ydv 
Хе = ; Ус = --'---

V V v 

где v - объем данного тела. 
Как мы уже отмечали, тройной интеrрал 
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sss dxdgdz 
v 

равен объему тела V. Тройные интегралы в некоторых 
случаях бывают удобнее для вычисления объемов, чем 
двойные, так как с их помощью можно записать сразу 
объем не только 1<риволинейного цилиндра, но и других 
тел. 

Пр им ер 5. Определить координаты центра масс 
верхней половины однородного шара V радиуса R 
с центром в начале координат. 

Решение. Полушар ограничен поверхностями: 

z =у Rs - х2 -у2, z = О. В силу симметрии полушара 
Хс=Ус=О. Координата Zc определяется по формуле 

HJ zdxdydz v Zc=-----sis dxdydz 

Переходя к сферическим коо.рдинатам, получаем 

2п П/2 R J dip ~ sin 0 cos 0d0 ~ p8 dp 

2П П/2 R J dip j sin 0d0 J p1 dp 
о о о 

R4 1 
2n-.-

- -,.....2_4 __ 2_ = -: R. 
-nR3 
3 

§ 11. Поверхностные интегралы 

Этот параграф посвящен изучению интегралов от 
функций, заданных на поверхности, так называемых 
поверхностных интегралов. 

Теория поверхностных интегралов во многом анало
гична теории криволинейных интегралов. Различают 
поверхностные интегралы первого и второго рода. 

1. Определение поверхностноrо интеrрала первоrо 
рода. Пусть в точках некоторой поверхности S, гладкой 
или кусочно-гладкой*, определена функция f (М) =f (х, 

• Поверхность называется гладкой, еспн в каждой ее точке 
существует касатепьная ппоскость и при переходе от точки к точке 

попожение этой касатепь11ой ппоскости меняется непрерывно. По· 
верхность, состоящая из конечного чиспа rпадкнх кусков, которые 

соединены непрерывно, называется кусочно-rпадкой. 
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у, z). Для простоты ограничимся гладким случаем. 
Разобьем поверхность S произвольно на п частей, не 
имеющих общих внутренних точек (рис. 80), с площа
дями ЛS 1 , ЛS2, .", ЛSп. Выбрав на каждой частичной 
поверхности произвольную точку М1 (61; 111; ~1), составим 
сумму 

(1) 

Сумма (1) называется интегральной суммой для функ
ции f(M)=f(x, у, z). Обозначим через Л наибольший 
из диаметров частей поверхности и дадим следующее 

Оп редел е ни е. Если интегральная сумма ( 1) при 
Л-+0 имеет конеrtныа предел J, то этот предел назы
вается поверхностным интегралом первого рода от 
функции f (х, у, z) по поверхности S и обозначается од
ним из символов 

J = JJ f(M)dS = JJ f(x, у, z)dS. 
s s 

В этом случае функция f(x, у, z) называется интег
рируемой по поверхности S; S - областью интегриро
вания. 

Данное определение, по сути дела, аналогично опре
делению двойного интеграла. Поэтому свойства двойных 
интегралов и условия их существования без особых из
менений переносятся на поверхностные интегралы. 

В частности, если на поверхности S f(x, у, z) == 1, 
то 

11 

J J dS = lim I: ЛS, = s, 
s 1.-+0 {=\ 

т. е. с помощью поверхностного интеграла первого рода 

можно вычислять площади поверхностей. 
Кроме этого, можно определять массы, статические 

моменты, моменты инерции, координаты центра масс и 

тому подобные величины для материальных поверхнос
тей с известной плотностью распределения массы. Эти 
задачи решаются аналогично соответствующим задачам 

для случая материальной кривой, материальной плоской 
и пространственной области. 
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2. Вычисление поверхностных интегралов первого 
рода. Вычисление поверхностного интеграла первого ро
да решается путем сведения поверхностного интеграла 

к двойному. Покажем это. 
Пусть поверхность S задана уравнением z=z(x, у), 

где функция z(x, у) вместе с производными z'x(x, у) и 

z z Н; 

~-.._J 1 
1 

О,;------- х 

1 11 1 
1 

Or-t-----''-+-l'~'~'t-----+1 __ 

1~:~1!/ ·1 1 

1 G М; 

(~;; 11 ;) 

!/ 

х 

Рис. 80 Рис. 81 

z'y(x, у) непрерывна в замкнутой области G - проек
ции S на плоскость Оху (рис. 81), и пусть функция 
f (х, у, z) непрерывна на поверхности S и, следователь
но, интеnрируема по поверхности S. Разобьем поверх
ность S произвольно на п частей, не имеющих общ11х 
внутренних точек, и спроектируем это разбиение на 
плоскость Оху. Мы получим соответственно разбиение 
области G на части G1, G2, "., Gn. 

Площадь ЛS1 каждой части поверхности может быть 
представлена в виде (см. (~), п. 3, § 4): 

ЛS, = JJ V 1 + z~2 (х, у) + z~1 (х, у) dxdy. 
о, 

Применяя к двойному интегралу теорему о среднем, по
лучаем 

(2) 

где (si; ri1) - некоторая точка области G1, Лs1 - пло
щадь G1. Обозначим через М1 точку на частичной no-
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верхности с координатами (Gi; Т\i; t1), где t1=2(,,, Т)с), 
а (G1; 1')i) - та точка, которая фигурирует в формуле (2). 
Составим интегральную сумму для функции f (х, у, z) 
по поверхности S, выбирая точки М1 в качестве проме
жуточных точек: 

n п 

~ 1 (;,, 11, ~,) лs, = Е ! [G1• ",, z (;,, Т\1)] х 
i=I i=I 

х V 1 + z: (;1, ТJ 1) + z~2 (;,, ТJ1) Лs1 • (3) 

В правой части равенства стоит интегральная сумма 
для двойного интеграла от непрерывной в области G 
функции 

f[x, у, z (х, у)] V 1 + z~2 (х, у) + z~2 (х, у). 
Поэтому предел правой части (3) при Л-+0 равен двой· 
ному интегралу 

S f 1 [х, у, z (х, У)] V 1 + z~' (х, у) + z~' (х, у) dxdy. 
о 

Так как функция f (х, у, z) интегрируема по поверхности 
S, то предел левой части (3) при Л-+0 равен поверхно
стному интегралу 

JJ f (х, у, z) dS. 
s 

Следовательно, переходя к пределу в (3) при А.-+0, по
лучаем искомую формулу 

JJ f (х, у, z)dS = SS f[x, у, z(x, у)] х 
S G 

х V 1 + z~1 (х, У) + z;1 (х, у) dxdy, (4) 

выражающую поверхностный интеграл первого рода че
рез двойной по проекции поверхности S на плоскость 
Оху. 

Аналогично получаются формулы, выражающие ин
теграл по поверхности S через двойные по ее проекци
ям на плоскости Oyz н Oxz. 
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Пр и м ер 1. Вычислить интеrрал 

JJVl + 4xZ + 4y1 dS, 
s 

где S - часть поверхности параболоида вращения 
z= 1-х2-у2, отсеченная плоскостью z=O (рис. 82). 

Решение. Поверхность S, заданная уравнением 
z= 1-х2-у2, прое1сrируется на плоскость Оху в область 
G, ограниченную окружностью х2+у2= 1 (уравнение 
окружности получается из уравнения параболоида при 
z= О). Следовательно, областью G является круr 
х2+у2<:1. В этом круrе функции z=l-x2-y2, z'ж(х, 
у) =-2х, z'v(x, у) =-2у - непрерывны. По формуле 
(4) получаем 

Jf f(x, у, z)dS = JJVI + 4х1 + 4y1 dS = 
s s 

= J J V 1 + 4х2 + 4у2 • V 1 + 4х2 + 4!/' dxdy = 
G 

= J J (1+4х1 + 4g1) dxdy. 
G 

Переходя в полученном двойном интеграле к полярным 
координатам x=pcos ер, g=psin ер, находим 

2Х 1 

s~ (1 + -ix· + 4у1) dxdy = s dcp s (1 + 4р•) pdp = 
о о о 

2n 2n 

= f [ ~1 + р41 ~ dcp = : s d<p = : ер '~ = Зп. 
о о 

З. Определение поверхностиоrо интеграла второrо 
рода. Для того чтобы определить поверхностный интег
рал второго рода, нам необходимо сначала ввести поня
тие стороны поверхности. 

Возьмем на поверхности S произвольную точку М, 
проведем через нее нормаль к поверхности и выберем на 
этой нормали одно из двух возможных направлений. 
Проведем теперь на поверхности S через точку М ка-
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кой-либо замкнутый контур, не имеющий общих точек 
с границей поверхности S, и начнем перемещать точку 
М по замкнутому контуру так, чтобы вектор все время 
оставался нормальным к S и чтобы его направление ме
нялось при этом перемещении непрерывно (рис. 83). 
В прежнее положение точка М вернется либо с тем же 
направлением нормали, либо с прямо противополож
ным. 

Если обход по любому замкнутому контуру, лежа
щему на поверхности S и не пересекающему ее грани-

z 

!/ 

х 

Рис. 82 Рис. 83 

цы, при возвращении в исходную точку не меняет нап

равления нормали к поверхности, то поверхность назы

вается двусторонней. 
Примерами двусторонних поверхностей могут слу

жить плоскость, сфера, любая поверхность, задаваемая 
уравнением z=f (х, у), где f(x, у), f'x(x, у) и f'y(X, у)
функции, непрерывные в некоторой области G плоскос
ти Оху и т. д. 

Если же на поверхности S существует замкнутый 
контур, при обходе которого направление нормали ме
няется после возвращения в исходную точку на проти

воположное, то поверхность называется односторонней. 
Простейшим примером односторонней поверхности 

может служить так называемый лист Мёбиуса*, изоб
раженный на рис. 84. Его можно получить, взяв полос-

• Мёбиус Август Фердииаид (1790-1868) - немецкий мате
матик. 
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ку бумаги ABCD и склеив ее так, чтобы точка А совпа
ла с точкой С, а точка В с точкой D, т. е. повернув 
перед склеиванием один из ее краев на 180°. Легко ви
деть, что при обходе листа Мёбиуса по его средней 
линии на.правление нормали к нему меняется на проти

воположное. 
В дальнейшем мы будем рассматривать лишь дву-

сторонние поверхности. 
Для двусторонней поверхности совокупность всех 

точек с выбранными в них направлениями нормали на-

z 

d -
в с }f 
1 1 L -
А D 

~ о 
!/ 

АС :х 

Рис. 84 Рис. 85 

зывается стороной поверхности, а выбор определенной 
ее стороны - ориентацией поверхности. Двустороннюю 
поверхность называют также ориентируемой, а односто
роннюю - неориентируемой. 

С понятием стороны поверхности тесно связано по
нятие ориентации ее границы. 

Пусть S - ориентированная (сторона уже выбрана) 
поверхность, ограниченная контуром L, не имеющим то
чек самопересечения. Будем считать положительным 
направлением обхода контура L то, при движении по 
которому сама поверхность остается слева по отноше

нию к точке, совершающей обход (рис. 85). Противопо
ложное направление будем считать отрицательным. 
Если изменить ориентацию поверхности, то положи
тельное и отрицательное направления обхода контура 
L поменяются ролями. 

Теперь мы можем перейти к определению поверхно
стного интеграла второго рода. 
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Пусть S - некоторая ориентирумая поверхность, 
заданная уравнением z=f(x, у), и пусть R(x, у, z) -
функция, определенная в точках поверхности S. Выбе
рем одну из двух сторон поверхности, т. е. выберем 
одно из двух возможных направлений векторов нормали 
в точках поверхности (тем самым мы ориентировали 
поверхность). Если векторы нормалей составляют ост
рые углы с осью Oz, то будем говорить, что выбрана 
верхняя сторона поверхности z=f(x, у), если тупые 
углы, то - нижняя сторона поверхности. Разобьем по· 
верхность S произвольно на п частей, не имеющих об
щих внутренних точек. Обозначим через G1 проекцию 
i-й части поверхности на плоскость Оху. Выбрав на 
каждой частичной поверхности произвольную точку 
Mi (si; т~1; ~i), составим сумму 

n 

1: R (~,. ТJ 1 , t,) Лs,, (5) 
i=I 

где Лsi - площадь Gi, взятая со знаком плюс, если 
выбрана верхняя сторона поверхности S, и со знаком 
минус, если выбрана нижняя сторона поверхности S. 
Сумма (5) называется интегральной суммой для функ
ции R (М) =R (х, у, z). Обозначим через Л. наибольший 
из диаметров частей поверхности S и дадим следующее 

Определение. Если интегральная сумма (5) при 
Л.-+О имеет конечный предел /, то этот предел называ
ется поверхностным интегралом второго рода от функ
ции R (х, у, z) по выбранной стороне поверхности S 
и обозначается одним из символов: 

J::;: Jj R(M)dxdy= Jj R(x, у, z)dxdy. 

В этом случае функция R (х, у, z) называется интегри
руемой по поверхности S по переменным х и у. 

Аналогичным образом определяется поверхностный 
интеграл второго рода по ориентируемой поверхности S 
по переменным у и z [z и х] от функции Р (х, у, z)[Q (х, 
у, z) ], определенной на поверхности S: 

JJ Р(х, у, z)dydz[JJ Q(x, у, z)dzdx]. 
s s 
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Сумму 

JJ Р(х, fl, z)dydz + JJ Q(x, у, z)dzdx + J J R(x, у, z)dxdy 
s s s 

принято называть общим поверхностным интегралом 
второго рода и обозначать символом 

J J Р (х, у, z) dydz + Q (х, у, z) dzdx + R (х, у, z) dxdy. (6) 
s 

Поверхностный интеграл второго рода обладает все
ми свойствами поверхностного интеграла первого рода, 
за исключением одного: при изменении стороны поверх

ности (переориентации) интеграл меняет знак. 
К понятию поверхностного ннтеrрала второго рода 

приводит, например, решение так называемой задачи 
о потоке векторного поля, которая будет рассмотрена 
в§ 14. 

Для односторонней поверхности понятие поверхност
ного интеграла второго рода не вводится. 

4. Вычисление поверхностных интегралов второго 
рода. Вычисление и условия существования поверхност
ного интеграла второго рода вытекают из сведения по

верхностного интеграла к двойному. 
Пусть ориентированная (выберем верхнюю сторону) 

поверхность S задана уравнением z=f(x, у), где f(x, 
у) - непрерывная функция в замкнутой области G -
проекции поверхности S на плоскость Оху, а R (х, у, 
z) - непрерывная функция на поверхности S. 

Разобьем произвольно поверхность S на п частей, 
не имеющих общих внутренних точек, и спроектируем 
это разбиение на плоскость Оху (рис. 86). Область G 
разобьется соответственно на части G1, G2, "., Оп. Выбе
рем на каждой части поверхности произвольную точку 
М1 ('i; Т}i; t1) и составим интегральную сумму 

п 

!: R ('1· '11· t1) Лs1, 
i=-1 

где Лs1 - площадь 01. Так как t1=f{,1, ТJ1), то 
п п 

Е R ('1· '11. t1) Лs1 = 1: R ['1· 1],, f ('1· '11)] Лs1. (7) 
i=I i-=\ 
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В правой части равенства стоит интегральная сумма 
дпя двойного интеграла от непрерывной в области G 
функции R[x, у, f (х, у)]. Переходя к пределу в (7) при 
Л-+0, получаем требуемую формулу 

JJ R(x, у, z)dxdy = JJ R[x, у, f(x, y)Jdxdy, (8) 
s о 

выражающую поверхностный интеграл второго рода 
по переменным х и у через двойной. Кроме этого, фор
мула (8) показывает существование поверхностного ин-

z z 

Рис. 86 Рис. 87 

теrрала от функции R (х, у, z), непрерывной на рассмат
риваемой поверхности S. Если выбрать нижнюю сторону 
поверхности, то перед интегралом в правой части (8) 
появится знак минус. 

Аналогично устанавливается справедливость формул 

s s Р <х. и. z> dydz = s I Р rt <и. z>. и. z1 dydz, <9> 
s о. 

J J Q (х, у, z) dzdx = J J Q [х, f (х, z), z) dzdx, (10) 
s о, 

где G1 и G2 - проекции поверхности S соответственно 
на плоскости Oyz и Oxz. 

Для вычисления интеграла общего вида (6) исполь
зуются те же формулы (8) -( 1 О), если поверхность S 
однозначно проектируется на все три плоскости. В более 
сложных случаях поверхность S разбивается на части, 

471 



обладающие указанными свойствами, а интеграл (6) -
на сумму интегралов по этим частям. 

Пр и м е р 2. Вычислить интеграл f J (yl + zZ) dxdy, 
s 

где S - верхняя сторона поверхности z = V 1 - х", 
отсеченной плоскостями у=О, у= 1 (рис. 87). 

Р е ш е н и е. Проекцией G данной поверхности на 
плоскость Оху является прямоугольник, определяемый 
неравенствами -l<:x~l. 0-c;:y<:l. По формуле (8) 
находим 

SS (у" + z2) dxdy = S) [у2 + W 1 х11)1] dxdy = 
s а 

1 1 1 

= J dx S (yl + 1 - х") dy = J [ ~ + у - xZy] >lx = 
-1 о -1 

1 

= J(:-x2)dx=[:x- ~]~1 =2. 
-1 

П р им ер 3. Вычислить интеграл 

J J xdgdz + ydzdx + zdxdy, 
s 

где S - верхняя сторона части плоскости x+z-1 =0, 
отсеченной плоскостями у=О, у=4 и лежащей в пер
вом октанте (рис. 88). 

Р е ш е н и е. По определению 

J S xdydz + ydzdx + zdxdy = J J х (у, z) dydz + 
s о, 

+ J f gdzdx + J J z (х, g) dxdy. 
s а, 

Здесь G, и G2 - проекции поверхности S на плоскости 
Oyz и Оху, а J J gdzdx =О, так как плоскость S парал

s 
лельна оси Оу. По формуле (8) находим 
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4 1 

J J zdxdg = J J (1-x)dxdy = J dy J (1-x)dx = 2. 
s о. о о 

По формуле (9) находим 
4 1 s r xdgdz = s s (1-z) dgdz = r dy s (1-z) d.z = 2. 

§ о, ~ о 

Следовательно, 

S} xduш + ydzdx + zdxdy = 2 +о+ 2 = 4. 

5. Связь между поверхностными интеrрапами пер
воrо и второrо рода. Поверхностные интегралы второго 
рода можно ввести и другим способом, а именно как 
поверхностные интегралы первого рода, в которых под 

z 
z 

Рис. 88 Рис. 89 

знаком интеграла стоят некоторые специальные выра

жения. Обозначим через cos ~. cos f:i, cos у направляю
щие косинусы нормали ориентированной поверхности S 
в произвольной ее точке. Поверхностные интегралы вто
рого рода различаются своими отношениями к коорди

натным плоскостям: 

1) Поверхностный интеграл второго рода для плос
кости Оху от функции R (х, у, z) выражается через по
верхностный интеграл первого рода следующей форму
лой: 

J J R (х, у, z) dxdy = J J R (х, у, z) cos ydS. (11) 
s s 
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2) Поверхностный интеграл второго рода для плос
кости Oxz от функции Q (х, у, z) выражается через 
поверхностный интеграл первого рода следующей фор
мулой: 

Jj Q (х, у, z) dzdx = Sj Q (х, у, z) cos pdS. (12) 

3) Поверхностный интеграл второго рода для плос
кости Oyz от функции Р (х, у, z) выражается через по
верхностный интеграл первого рода следующей фор
мулой: 

S J Р (х, у, z) dgdz = J J Р (х, у, z) cos adS. (13) 
s s 

Суммируя (11), (12) и (13), получаем формулу, вы
ражяющую поверхностный интеграл второго рода об
щего вида по выбранной стороне поверхности через по
верхностный интеграл первого рода: 

J J Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 
s 

= JJ (Pcosa + Qcosp + Rcosy)dS. (14) 
s 

Если выбрать другую сторону поверхности, то направ
ляющие косинусы нормали cos а, cos р, cos у изменят 
знак, и, следовательно, поверхностный интеграл второго 
рода изменит знак. 

Пр им ер 4. Вычислить интеграл J J zcos ydS, где 
s 

S - внешняя сторона сферы x2 +y2+z2=1, расположен
ной над плоскостью Оху, а у - острый угол между нор
малью к поверхности S с осью Oz (рис. 89). 

Р еше н и е. Воспользуемся формулой ( 11), связыва
ющей поверхностные интегралы обоих типов. По этой 
формуле 

J J zcos ydS = J J zdxdg. 
s s 

Проекцией G данной поверхности S на плоскость Оху 
является круг х2 +у2<:1. По формуле (8) получаем 
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s s zdxdy = s s Vl-x1 -y2 dxdy. 
s й 

Переходя в двойном интеграле к полярным координа
там, находим 

2п 1 

S S У 1 - х2 - yz dxdy = S dq> S V 1 - р1 pdp = 
G О О 

2п 2п 

= ) [ - (1 -зр')з12 ] : dq> = + 5 dq> = : n. 
о о 

§ 12. Формула Остроrрадскоrо 

Формула Остроградского• устанавливает связь меж
ду поверхностным интегралом по замкнутой поверхнос
ти и тройным интегралом по пространственной области, 
ограниченной этой поверхностью. Эта формула явля
ется аналогом формулы Грина, которая, как известно, 
связывает криволинейный интеграл по замкнутой кривой 
с двойным интегралом по плоской области, ограничен
ной этой кривой. Формула Остроградского имеет ши
рокое применение как в самом анализе, так и в его 

приложениях. 

Мы выведем эту формулу для замкнутой пространст
венной области, граница которой пересекается с любой 
прямой, параллельной осям координат, не более чем 
в двух точках. При этом мы будем рассматривать 
внешнюю сторону поверхности, ограничивающей эту 
область. Назовем, для краткости, такие области прос
тыми. Предполагается, что поверхность гладкая или ку
сочно-гладкая. 

Т е о р е м а 13.8. Пусть V - простая замкнутая об
ласть, ограниченная поверхностью S, и пусть функции 
Р(х, у, z), Q(x, у, z), R(x, у, z) непрерывны вместе со 
своими частными производными первого порядка в дан.
ной области. Тогда имеет место следующая формула: 

• Остроградский Михаил Васнпьевнч (1801-1861) - выдаю
щийся русский математик. 
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-+-+- dxdydz= Sss ( дР дQ дR ) 
дж ду дz 

v 

= SJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, 
s 

называемая фор1trулой Остроградского. 
Д о к а з а т .е л ь с т в о. z 

1 
1 

(1) 

z =z,{x.y) 

Пусть область G есть про
екция поверхности S (и об
ласти V) на плоскость Оху 
(рис. 90), а Z=Z1 (х, у) и 
z=z2 (х, у) суть уравнения 
соответствующих частей S
нижней части S 1 и верхней 
S2, где z1 (х, у) и z2(x, У) -
непрерывные функции в об-

1 
О;--+-~~~-+-~--. 

ласти G. Преобразуем трой- х 

1 1 

Св:) 
!/ 

ной интеграл 
Рис. 90 

J J J :: dxdydz 
v 

в поверхностный. Для этого сведем его к повторному 
интегралу и по формуле Ньютона-Лейбница выполним 
интегрирование по z. Получим 

z,(.r,g) 

SSS ~~ dxdgdz = JS dxdy 5 :: dz = 
V G z1(.r,g) 

= JJ R[x, у, z2(x, Y)Jdxdy-SJ R[x, у, z1 (x, y)]dxdy. 
G G 

Так как область G является проекцией на плоскость 
Оху и поверхности S2, и поверхности S1, то двойные 
интегралы могут быть заменены равными им поверхно
стными интегралами (см. (8), п. 4, § 11), взятыми со
ответственно по верхней стороне поверхности z=z2(x, 
у) и верхней стороне поверхности z=z1 (х, у), т. е. 

JJJ = dxdydz= SS R(x, у, z)dxdu-)J R(x, у, z)dxdy. 
v ~ ~ 
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Меняя в интеграле по S1 сторону поверхности, получаем 

SSS ~~ dxdydz = fj R(x,y,z)dxdy + 
v s. 

+ .f S R (х, у, z) dxdy = SS Rdxdy, (2) 
S1 S 

где S - внешняя сторона поверхности, ограничивающей 
область V. 

Аналогичным образом доказываются формулы 

sss :: dxdydz= ss Pdydz, (3) 
v s 

SJS ~~ dxdydz = JS Qdzdx. 
v s 

(4) 

Складывая почленно равенства (2), (3), (4), мы и 
приходим к формуле (1) 8 

3 а меч а ни е 1. Формула Остроградского верна 
для любой замкнутой пространственной области V, ко
торую можно разбить на конечное число простых облас
тей. В самом деле, применяя формулу (1) к каждой 
из областей разбиения и складывая результаты, полу
чим слева тройной ин.:геrрал по всей области V, а спра· 
ва - поверхностный интеграл по поверхности S, огра
ничивающей область V, так как поверхностные интег.ра· 
лы по вспомогательным поверхностям берутся дважды 
по противоположным сторонам и при суммировании 

взаимно уничтожаются. 

3 а меч ан и е 2. Можно показать, что формула Ост
роградского справедлива для любой области V, огра
ниченной несколькими кусочно-гладкими поверхностями. 
Но мы не будем на этом останавливаться. 

С помощью формулы Остроградского удобно вы
числять поверхностные интегралы по замкнутым поверх· 

ностям. Рассмотрим 
Пр им ер. Вычислить интеграл 

J J x3dydz + y3dzdx + zSdxdg, 
s 

где S - внешняя сторона сферы x2 +y2+z2=R2. 
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Р еше н и е. Применяя формулу Остроградского, бу
дем иметь 

s s x8dgdz + y3dzdx + z3dxdy = 
s 

= з S is (х2 + и" + r> dxdydz, 

откуда, введя сферические координаты, получаем 

З JJJ (х2 + у2 + z2) dxdydz = 
v 

2п п R 

= з s dcp s sin 6d6 s p4dp = 1: zr.R5• 

о о о 

Мы отмечали (см. п. 1, § 9), что формула Грина дает 
выражение для площади области через криволинейный 
интеграл по ее границе. Точно так же из формулы Ост
роградского легко получить выражение для объема 
области в виде поверхностного интеграла по замкнутой 
поверхности S - границе этой области. Действительно, 
подберем функции Р, Q и R так, чтобы 

дР + дQ + дR ЕЕ l. 
д1' ду дz 

Тогда получим 

v = s ~s dxdydz = SJ Pdgdz + Qdzdx + Rdxdg, 

где v - объем, ограниченный поверхностью S. В част
ности, положив 

1 1 1 
Р= -x,Q =-!/, R =-z, 

з з з 

мы получим для вычисления объема формулу 

v = + SS xdgdz + ydzdx + zdxdy. 
s 
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§ 13. Формула Стокса 

Формула Стокса• устанавливает связь между по
верхностным и криволинейным интегралами. Подобно 
формулам Грина и Остроградского, формула Стокса 
широко применяется как в самом анализе, так и в его 

приложениях. 

Пусть S - поверхность, заданная уравнением z= 
=z(x, у), где функции z(x, у), z'.11(X, у), z'v(x; у) непре
рывны в замкнутой области G - проекции S на плос
кость Оху, L - контур, ограничивающий S, а l - его 
проекция на плоскость Оху, являющаяся контуром, ог
раничивающим область G. Выберем для ориентации 
верхнюю сторону поверхности S (рис. 91). Тогда при 
выполнении сделанных предположений справедлива 
следующая 

Теорем а 13.9. Если функции Р(х, у, z), Q(x, у, z), 
R(x, у, z) непрерывны вместе со своими частными про
изводными первого порядка на поверхности S, то имеет 
место следующая формула: 

ф Pdx + Qdy + Rdz = s s [ ( ~~ - : ) cos у + 
L S 

+ --- cosa+ --- cos р dS, ( дR дQ ) ( дР дR ) 1 
ду дz дt дх 

(1) 

называемая формулой Стокса, где cos а, cos р, cos у -
направляющие косинусы нормали к поверхности S, а 
контур L пробегается в положительном направлении. 
До к аз ат ел ь ст в о. Преобразуем криволинейный 

интеграл t Pdx + Qdg + Rdz, 

взятый по контуру L, в интеграл по поверхности S. Это 
преобразование проведем по следующей: схеме: 

• Стокс Джордж Габриель (1819-1903) - авrпиАскиА физик 
и математик. 
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т. е. I<риволинейный интеграл по пространственному 
контуру L преобразуем сперва в криволинейный интег
рал по плоскому контуру l, затем переведем его в двой
ной интеграл по области G и, наконец, этот поспедннй 
преобразуем в интеграл по поверхности S. 

Рассмотрим сначала криволинейный интеграл вида 

Т Р(х, у, z) dx. 

Так как контур L лежит на поверхности S, то коорди
наты его точек удовлетворяют уравнению z=z(x, у), и 
поэтому значения функции Р (х, у, z) в точках контура 
L равны значениям функ
ции Р[х, у, z(x, у)] в соот
ветствующих точках конту

ра l, являющегося проекци
ей L. Проекции же соответ
ствующих участков разбие
ния контуров L и l на ось 
Ох совпадают. Значит, сов
падают интегральные суммы 

для криволинейных интегра
лов второго рода от функ
ции Р по контурам L и l, а 
значит, равны и интегралы 

х 

z 

(;5. 
1 L- 1 

1 : 
Or-~------4--• 

1 - 1 

~ 
у 

l -
Рис. 91 

f Р(х, у, z) dx = r Р [х, у, z (х, у)] dx. 

Далее, применяя формулу Грина, перейдем к двой
ному интегралу по области G, получаем 

фP[x,g,z(x,y)]dx=-SS (: + д~ z;)dxdg. 
1 G 

Здесь подынтегральная функция равна частной произ
водной по у от сложной функции, получающейся из 
Р(х, у, z) после подстановки z(x, у) вместо z. 

Так как S - верхняя сторона поверхности, т. е. 
cos v>O (у- острый угол между нормалью и осью Oz), 
то нормальный вектор имеет проекции -z'z, -z'9, 1. 
А так как направляющие косинусы нормали· пропорци
онапьны соответствующим проекциям, то 
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' cos р -zy , 
--=--=-Z. 
cosy 1 У 

Поэтому 

Ss ( дР дР ') - -+-z dxdg= 
ду дz у 

G 

= -ss (~ -.2!..... cos р ) dx'dg. 
ду дz cos у 

о 

Теперь, воспользовавшись формулами (8) и (11) § 11, 
можно этот двойной интеграл преобразовать в поверхно
стный. Получаем -sr (!!....-~. cosp) dxdy = J ду дz cos 'У 

G 

= - J J ( : cos у - а;, cos р) dS. 
s 

Итак, 

фР(х, у, z)dx = JJ ( :: cos Р- :: cosy) dS. (2) 
L S 

Аналогично доказывается при соответствующих ус-
ловиях справедливость еще двух формул: 

ф Q(x, у, z)dy = f J ( :~ cosy- :; cosa) dS, (3) 
L S 

tR(x,y,z)dz= Jj(:: cosa- := cosp)ds. (4) 

Складывая почленно равенства (2), (3), (4), полу
чаем доказываемую формулу (1) • 

Формулу Стокса с помощью формулы связи поверх
ностных интегралов (14) § 11 можно переписать в сле
дующем виде: 

фРdх + Qdy +Rdz= ss ( :~ - : ) dxdy + 
L S 

16-5903 481 



+ ( дR - дQ ) dydz + ( дР - дR) dzdx. 
ду дz дz дх 

Формулу Стокса легко запомнить, заметив, что первое 
слагаемое в правой ее части - это то же выражение, 
которое стоит под знаком двойного интеграла в форму
ле Грина, а второе и третье получаются из него цикли
ческой перестановкой координат х, у, z и функций Р, 
Q, R. 

В частности, если поверхность S - область плоско
сти Оху, ограниченная контуром L, то интегралы по 
dzdx и dydz обращаются в нуль, и формула Стокса пе
реходит в формулу Грина. 

Формула Стокса позволяет вычислять криволиней
ные интегралы по замкнутым контурам с помощью по

верхностных интегралов. Рассмотрим 

П р и м ер. Вычислить с помощью формулы Стокса 

интеграл f x"Jfdx + dy + zdz, где L - окружность, за-
данная уравнениями х2+у2= 1, z=O, а поверхностью S 
служит верхняя сторона полусферы x2+y2+z2= 1 (z> 
>0), контур L пробегается в положительном направле
нии. 

Решение. Применяя формулу Стокса, имеем 

дQ - !.!:._ = -Зх1у1 ; дR - дQ =О; .!!:_ _ дR =О. 
дх ду ду дz дz дх 

Тогда 

фxz!fdx + dy + zdz = -3 SS x2y1dxdy = - : . 
L S 

Из формулы Стокса следует, что если 

дQ дР дR дQ дР дR (б) 
дх = ду ; ду = &; дz'" = дх • 

то криволинейный интеграл по любой пространственной 
замкнутой кривой L равен нулю: 

f Pdx + Qdy + Rdz = О. (6) 
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А это _значит, что в данном случае криволинейный ин
теграл не зависит от пути интегрирования. 

Как и в случае плоской кривой, условия (5) явля
ются необходимыми и достаточными для вычисления ра
венства (6). 

При выполнении этих условий подынтегральные вы
ражения Pdx+Qdy+Rdz представляют собой полный 
дифференциал некоторой функции U (х, у, z): 

dV=Pdx+Qdy+Rdz 
и, следовательно, 

(x1:Y1:z1) J Pdx + Qdy + Rdz = U (х1; У1: zJ - U (х0; Уо; z0). 
(x0;y0:zo) 

Это устанавливается так же, как соответствующая фор
мула ( 4), § 8, для функции двух переменных. 

§ 14. Скалярное и векторное поля. 
Понятие потенциального поля 

Понятие поля лежит в основе многих представлений 
современной физики. Изучение теории поля выходит за 
рамки данного курса. Поэтому мы ограничимся кратки
ми сведениями. 

В общем случае говорят, что в пространстве задано 
поле некоторой величины и, если в каждой точке про
странства (или некоторой его части) определено значе
ние этой величины. Так, например, при изучении пото
ка газа приходится исследовать несколько полей: тем
пературное поле (в каждой точке температура имеет 
определенное значение), поле давлений, поле скоростей 
и т. д. 

Поле величины и называется стационарным (или 
установившимся), если и не зависит от времени t. В про
тивоположном случае называется нестационарным (или 
неустановившимся). Таким образом, величина и есть 
функция точки Ми времени t. 

В физических задачах чаще всего приходится иметь 
дело с скалярными и векторными величинами. В соот
ветствии с этим различают два вида полей: скалярньtе 
и векторные. Для простоты будем считать их стацио
нарными. 
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J. Скалярное поле. Пусть G - некоторая область на 
плоскости илн в пространстве. Если в каждой точке М 
из G определена скалярная величина и, то говорят, что 
в области G задано скалярное поле. Понятия скалярно
го поля и функции, определенной в области G, совпа
дают. Обычно используется следующая терминология: 
скалярное поле задается с помощью функции и=F(М), 
которая называется скалярной функцией. Если в про
странстве ввести систему координат Oxyz, то каждая 
точка М в этой системе будет иметь определенные ко
ординаты х, у, z и скалярная величина и станет функ
цией этих координат: и=F(М) =F(x, у, z). 

Примером скалярного поля может служить попе 
температур воздуха в некотором помещении, если тем

пературу рассматривать как функцию точки. В точках, 
расположенных ближе к источнику тепла, температура 
будет выше, дальше от источника тепла - ниже. Ес
ли окажется, что температура везде одинаковая, то в 

этом случае скалярное поле постоянно. 

2. Векторное поле. В полной аналогии с понятием 
скалярного поля вводится понятие векторного поля: если 

в каждой точке М из G определен вектор Р(М), то го
ворят, что в области G задано векторное поле. Функция 
F(M), с помощью которой задается векторное поле, на
зывается векторной функцией.. 

Примером векторного поля может служить поле сил 
любой природы. Каждой точке области соответствует оп
ределенный вектор, имеющий численную величину и на· 
правление силы в этой точке. 

3. ПотенциаJ1ьное поле. Перейдем теперь к опреде· 
лению понятия потенциального поля. Рассмотрим неко· 
торое скалярное поле F (М). Если в каждой точке М из 
G определен вектор grad F, то поле этого вектора назы
вается потенциальным полем. Само скалярное поле на
зывается при этом потенциалом векторного поля, а век· 

тор, определяющий потенциальное поле, часто также 
называют потенциальным вектором, т. е. вектор а(М) 
потенциальный, если найдется такая скапярная функ· 
ция F(M), что 

а== grad F = дF 'f + !!._ J + дF k. (1) 
дz ду дz 
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Естественно возникает вопрос, при каких условиях 
данное векторное поле ii(M) потенциально. Фактически 
этот вопрос мы уже рассмотрели в § 7. Пусть Р, Q и 
R - проекции вектора ii на координатные осн Ох, Оу, 
Oz соответственно, т. е. 

ii=ii(M) =Pi+QJ+Rk. 

В силу соотношения ( l) векторное поле ii (М) будет по
тенциальным, если найдется функция F(M) такая, что 

дF/дх = Р; дF/ду = Q; дF/дz = R. (2) 

В теореме 13.7 было показано, что выражение Pdx+ 
+Qdy+Rdz (где Р, Q, R - непрерывные функции, име
ющие непрерывные частные производные 1-го порядка) 
служит полным дифференциалом некоторой функции 
F(x, у, z) в том и только том случае, если Р, Q, R удов· 
летворяют условиям 

дР/ду = дQ/дх; дQ/дz = дR/ду; дR/дх = дР/дz. (3) 

Но если Pdx+Qdy+Rdz=dF, то справедливы и равен· 
ства (2), т. е. условие (3) как раз и означает, что дан
ное векторное поле потенциально. Функция F (х, у, z) в 
этом случае называется потенциальной функцией поля. 

Примером потенциального поля может служить поле 
сил тяготения. Если в начале координат помещена мас
са т, то эта масса создает поле сил тяготения, так как 

в каждой точке М пространства на помещенную единич
ную массу, по закону Ньютона, действует сила F(M), 
равная по величине km/r2 и направленная к началу ко-

ординат. Здесь r = 1ОМ1 = V х1 + У1 +z' - расстояние 
от начала координат до точки М, а k - коэффициент 
пропорциональности. 

Пусть х, у, z - координаты точки М. Тогда проекции 
Р, Q, R силы F (М) определяются следующим образом: 

Р = !Flcosa = km/r2 (-x/r) = -kmx/r3, 

Q = IFI cos ~ = km/r2 (-y/r) = - kmy/r, 

R = 1F1 cos 'V = km/r2 (- z/r) = - kmz/r, 
где cos а, cos ~. cos у - направляющие косинусы векто
ра F (М). Следовательно, 
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- ктх - кт.у - ктz -F(M)=--i--j--k. r3 ,э ,э 

Легко проверить, что данное векторное поле потен
циально и его потенциальной функцией будет функция 
u(r) =km/r. 

И в заключение данного пункта найдем работу силы 
F(M) при перемещении единичной массы из точки 
В(х1; Yi; z1) в точку С(х2; У2; z2). 

Как мы знаем, работа А выражается криволинейным 
интегралом 

А= J Pdx +Qdy + Rdz, 
вс 

где Р, Q и R - проекции силы F (М) на координатные 
оси. Так как данное силовое поле является потенциаль
ным, то подынтегральное выражение представляет со

бой полный дифференциал, и в этом случае интеграл 
не зависит от пути интегрирования и может быть вычис
лен по формуле 

с 

А = J Pdx + Qdy + Rdz = и (С) - и (В), 
в 

т. е. величина работы сипы F (М) равна разности зна
чений потенциальной функции в точках С и В. В дан
ном случае 

A=u(r2)-u(r1) = (km/r2)-(km/ri) =km[(l/r2)-(l/r1)], 

где r1 и r2 - расстояния точек В и С от начала коор
динат. 

Заметим, что область, в которой определено поле сил 
тяготения, есть все пространство, за исключением нача

ла координат. 

Закончим этот параграф рассмотрением задачи, о 
которой говорилось в п. З § 11. 

4. Задача о потоке векторного поля. Пусть в прост
ранстве задано векторное поле ii(M) скоростей жидко· 
сти, т. е. пространство заполнено движущейся жидко
стью, скорость которой в каждой точке (х; у; z) зада
ется вектором 

ii(M) =Р(х, у, z)i+Q(x, у, z)J+R(x, у, z)li, 
где Р, Q, R - проекции скорости на координатные оси. 
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Пусть Р, Q, R - непрерывные функции координат. Вы
числим количество П жидкости, протекающей за едини
цу времени через некоторую ориентированную поверх

ность S, ограниченную пространственной кривой L, 
считая плотность жидкости р = 1. 

Пусть ii=cos ai+cos ~i+cosyk - единичный вектор 
нормали к поверхности S и пусть его направляющие ко
синусы являются непрерывными функциями координат 
х, у, z точек данной поверхности. 

Разобьем поверхность S произвольно на п частей, не 
имеющих общих внутренних точек, с площадями лs,, 

ЛS2. . .. , ЛS", и в каждой из 
них выберем точку М1 (х1; 
u1; z1). Подсчитаем количе
ство П жидкости, протека
ющей за единицу времени 
через i-ю часть поверхности 
(рис. 92). Обозначим через 
ер угол между векторами iit 
и iii= ii (М1). Приближенно 
можно считать, что при до-

Рис. 92 статочно мелком разбиении 
поверхности S скорость ii во 

всех точках i-й части постоянна и равна ii (М1), а 
частичные поверхности - плоские. Тогда количество П 
жидкости, протекающей через i-ю часть за единицу вре
мени в направлении нормали iif, приближенно равно 
объему цилиндра с основанием ЛSi и высотой h, равной 
проекции вектора iii на нормаль iit. т. е. Пt===::ЛSi·h. 
А так как h=liiilcoscp=liiillntlcoscp=(fit·iii), то 

Пi===:: (iit·iit)ЛSi. 

Проведя аналогичные рассуждения для каждой i-й 
части разбиения, получим приближенное значение коли
чества П жидкости, протекающей через поверхность 
S за единицу времени: 

п 

п:::: ~ <v,. п,> лs,, 
l=I 

т.е. получили интегральную сумму для функции ( v · n). 
Так как проекции Р, Q, R вектора ii и направляю-
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щие косинусы вектора n являются непрерывными функ
циями координат х, у, z точек поверхности S, то скаляр· 
ное произведение v·n=Pcosa+Qcos~+Rcosy есть 
непрерывная функция. Следовательно, предел этой сум
мы при стремлении к нулю наибольшего из диаметров 
частей поверхности существует и численно равен по
верхностному интегралу первого рода по поверхности S 
от функции ( v. n) : 

п 

п = нm Е <~·nt> лs, = J J (v·n)dS, 
)...+() /=\ s 

или, выражая скалярное произведение через координаты 

векторов, 

п 

П = lim ~ [Р (х1 ; у,; z1) cos а1 + Q (х1 ; у1 ; z1) cos~, + 
А-+О /=\ 

+ R (х1; у,; z1)cos у,] ЛS, = J J (Pcosa+Qcosp+ Rcosy)dS. 
s 

Воспользовавшись формулой (14), § 11, связывающей 
поверхностные интегралы, окончательно получим 

П = J J Pdgdz + Qdzdx + Rdxdy. 
s 

(4) 

Таким образом, количество П жидкости, протекающеа 
за единицу времени через некоторую ориентированную 
поверхность S, представляет собой поверхностныа ин
теграл второго рода. 

Для произвольного векторного поля v (М) поверхно
стный интеграл второго рода (4) называется потоком 
вектора v(M) (или потоком векторного поля v(M)) че
рез поверхность S. Для векторного поля иной природы, 
чем в примере, поток, разумеется, имеет другой физи
ческий смысл. 



Часть 111 

РЯДЫ. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Глава XIV 

РЯДЫ 

В настоящей главе мы займемся изучением рядов, 
являющихся очень важным аппаратом, применяемым 

для вычислений и исследований как в различных разде
лах самой математики, так и во многих ее приложени

ях. 

§ 1. Понятие числового ряда 

1. Основные определения. Пусть дана числовая по
следовательность а1, а2, аз, "" an, ". Выражение вида 

00 

а1 + а2 + а3 + " . + ап + ... = !: ап (1) 
11=1 

называется числовьtм рядом или просто рядом. 
Числа а1, а2, .. " an, ". называются членами ряда, 

член an с произвольным номером - общим членом ря
да. 

Суммы конечного числа членов ряда: 

S1=a1, S2=a1+a2, Sз=а1+а2+аз, .. " Sn=a1+a2+ 

+аз+."+аn, ." 

называются частичными суммами Sn ряда (1). Так как 
число членов ряда бесконечно, то частичные суммы ряда 
образуют бесконечную последовательность частичных 
сумм: 

S 1, S2, Sз, .. " Sn, ." (2) 

Ряд (1) называется сходящимся, если последователь
ность его частичных сумм (2) сходится к какому-нибудь 
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числу S, которое в этом случае называется суммой ря
да ( 1). Символически это записывается так: 

00 

S = D1 + а_ + tJз + . . . + Dп + . . . ИЛИ S = !: ап. 
n=t 

Если же последовательность частичных сумм (2) 
расходится, т. е. или не имеет предела, или ее предел 

равен бесконечности, то ряд ( 1) называется расходя
щимся. 

Рассмотрим несколько примеров. 
Пр им ер 1. Покажем, что ряд 

00 

-•-+-•-+-•-+".+ 1 + ~---
1·2 2·3 3.4 п (n+I) · · · = ~ n(n+l) 

n=I 

сходится. Возьмем сумму Sn первых п членов ряда: 

s --•-+_!_+-•-+ + 1 11 - 1 ·2 2·3 3.4 ''' n(n+l) ' 
Легко видеть, что слагаемые могут быть представлены 
в виде 

1 1 1 1 1 1 --=!--;-=---;--= 
1 ·2 2 2·3 2 3 3.4 

1 1 1 1 1 
=з-4: ''.; n(n+I) = -;;- n+l 

Поэтому 

811= (•-+) + (+-+) + (+-+) + 

+ ". + (-· - 1 ) = 1 ---
n п+l n+I 

Отсюда следует, что предел последовательности частич
ных сумм этого ряда равен единице: 

lim sll = lim ( 1 - 1 ) = 1 - lim 1 = 1. 
11-+СО 11-+оо n+ 1 11-+оо n+ 1 

Таким образом, данный ряд сходится, и его сумма 
S равна 1. 
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П р и мер 2. Изучим вопрос о сходимости ряда 

00 

1-1 + 1-1 + ... + <-1>11-1 + ... = L <-1>-1. 
11=1 

Поскольку последовательность его частичных сумм име
ет ВИД S1=1, S2=0, Sз= 1, s.=o, .. " т. е. не сходится ни 
к какому пределу, то данный ряд расходится. 
Пр им ер 3. Рассмотрим ряд, составленный из эле

ментов геометрической прогрессии: 

00 

а+ aq + aqS + ... + aqn-1 + ... = L aqn-1, (3) 
11=1 

п-я частичная сумма Sn этого ряда при q=F 1 имеет вид 

sll = а + aq + aqS + . . . + aqn-1 = а -atf -
1-q 

а =---
1-q 1-q 

Отсюда 

1) При lql < 1 lim S11 = lim _а_ 
11- 11-+00 1-q 

1. atf а 1m--- ==-
n .... oo l -q 1-q' 

т. е. ряд сходится и его сумма S = __ а_ 
1-q 

Например, 

l 
при а = 1, q = - имеем 

2 

l 1 8=2=1+-+-+ 
2 21 

l ... +--+ ... 211-1 

2) При 1q1 > 1 lim Sп = lim _a_-_atf-'- = оо, 
/Н-00 11-+ОО l - q 

расходится. 

т. е. ряд 

3) При q = 1 ряд (3) принимает вид а+а+а+ ... +а+ ... 
в этом случае lim sn = lim (а +а + а + ... +а) = 

n.+oo 11-.00 

= lim па = оо, т. е. ряд расходится. 
11 раз 

4) При q=-1 ряд (3) принимает вид а-а+а-а+ ... 
S а а(-1)11 

Для него п = - - В этом случае Sп=О при 
2 2 
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п четном и Sn=a при п нечетном. Следовательно, 
lim s" не существует и ряд расходится. 
п.+ОО 

Суммируя все изложенное, можем сказать, что ряд 
(3) является сходящимся рядом при 1q\<1 и расходя
щимся при всех остальных q. 

2. Свойства сходящихся рядов. 
Теорем а 14.1. Если сходится ряд 

а1 + а2 + а3 + . . . + ak-1 + ak + а11+1 + 
00 

. . . + ап-1 + а/1 + . . . = 1: а", 
11=1 

то сходится и ряд 

00 

(4) 

а11+ 1 + . . . + а11-1 + а" + . . . - 1: а11 (5) 
11=11+1 

и, обратно, если сходится ряд (5), то сходится и 
ряд (4). 

Другими словами, на сходимость ряда не влияет от· 
брасывание любого конечного числа его первых чле
нов. 

Доказательство. Пусть ряд (4) сходится и име
ет сумму S, т. е. lim S11 = S. Обозначим через S1t сумму 

n.+OO 

отброшенных членов ряда (4), а через O'n-1& - сумму 
n-k первых членов ряда (5). Тогда 

(6) 

где ·S1t - некоторое число, не зависящее от n. Из ра
венства (6) следует 

lim on-1i = lim (S" -S11) = 1im8" - lim 811 = 8 - 811, 
n•oo 11..+оо п-.оо п_,,.оо 

т. е. последовательность частичных сумм. {an-1t} ряда 
(5) имеет предел, что означает сходимость ряда (5). 

Пусть теперь ряд (5) сходится и имеет сумму а, т. е. 
lim 011-11 =а. Тогда из (6) следует 
11-+оо 

Jim 811 = lim (811 + 011-11) = lim S11 + lim Gn-11 = 811 + О', 
n-.oo n-+oo n-1>00 11~ 

т. е. сходимость ряда (4) 8 
491 



Над сходящимися рядами можно выполнять обыч
ные арифметические действия. 

"" 
Теорем а 14.2. Если ряд I: а" сходится и его 

11=1 
оа 

сумма равна S, то и ряд 1: сап, где с - некоторое чис-
n=l 

ло, также сходится и его сумма равна cS. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть S" - частичная сумма 

оа оа 

ряда Е апо а O'n - частичная сумма ряда Е са11 • Tor-

да 

n-=1 11=1 

О'n=Са1+са2+саз+".+саn=с(а1+а2+аз+."+а11) = 
=cS'll. 

Отсюда, переходя к пределу при п~. получаем 

lim а11 = lim cS11 =с lim S11 = cS, 
R-+00 R-+00 n-+ 00 

т. е. последовательность частичных сумм {crn} ряда 
00 

сходится к cS. Следовательно, ~ са11 = cS • 
п-1 

00 00 

Теор е м а 14.3. Если ряды. !: ап и 1: Ь" сходятся 
п-1 n=I 

и их суммы соответственно равны S и а, то и ряд ... 
1: (а"± Ь,.) сходится и его сумма равна S±a. 
n=I 

Доказательство. Пусть Sn и O'n - частичные 
оа оа 

суммы рядов 1: all и Е ьn. а ~11 - частичная сумма 
11=1 n=l 

00 

ряда 1: (ап ± Ьп)· Тогда 
п =-1 

't'n= (a1±b1)+(a2±b2)+".+(an±bn) = (а1+а2+".+ 

+an) ± (b1+b2+".+bn) =Sn±On. 
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Отсюда, переходя к пределу при п~оо, получаем 

lim -rп = lim (Sп ± ап) = lim Sп ± lim ап = S ± а, 
n....,.oo n-+oo п-.,оо n--+oo 

т. е. последовательность частичных сумм {tn} ряда ... 
1: (ап ± b,J сходится к S±a. Следовательно, 
n=I 

" 
Е (a11 ±b,J =S +а• 

n-=I 

Таким образом, установлено, что сходящиеся ряды 
можно умножать на числа, почленно складывать и вы

читать так же, как это обычно делается с конечными 
суммами. 

3. Необходимое условие сходимости ряда. При изу
чении рядов возникают две задачи: 1) исследовать ряд 
на сходимость и 2) зная, что ряд сходится, найти его 
сумму. Мы будем решать в основном первую задачу, 
имеющую теоретический характер. Начнем с необходи
мого условия сходимости рядов. 

00 

Теор е м а 14.4. Е ели ряд !: ап сходится, то его 
n=I 

общий член стремится к нулю, т. е. lim ап = О. 
п-ооо 

00 

Доказательство. По условию ряд Е ап СХО· 
n=I 

дится. Обозначим через S его сумму. Рассмотрим ча
стичные суммы ряда Sn=a1+a2+ ... +an-1+an и Sn-1= 
=a1+a2+."+an-I· Отсюда an=Sn-Sn-1· Так как Sn-+ 
-+S и Sn-1-+S при n-+oo, то 

lim ап = lim (Sп - Sп-i) = lim Sп - lim Sп-1 = S - S = О. 
n~ п ..... оо п-.оо n~oo 

Заметим, однако, что условие lim ап =о ЯВЛЯ· 
п-ооо 

ется лишь необходимым, но не достаточным условием 
сходимости ряда. 

В качестве примера рассмотрим ряд 

1+-1 +-1 + 
2 3 

+-1 + 
п 
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который обычно называют гармони11еским рядом. Оче
видно, что для гармонического ряда выполнено необхо-

димое условие сходимости, ибо lim ап = lim - 1- = о. До-
n-.ао n-,)oo n 

кажем, однако, что этот ряд расходится. Действительно, 
если бы этот ряд сходился, то, обозначая его сумму че
рез S, мы бы имели 

lim (Siп -Sп) = lim S2п -limSп = S-S =О. 
n-+ao n-+ao n-+OO 

Но 

1 1 
Ssп-Sп= + + ··· + -> n+I п+2 2п 

1 1 1 1 1 > ~ +2;" + ... +-;;-- =n·-;;-- =т, 
1 

t. е. S1n -Sп > -. 
2 

Отсюда следует, что равенство lim (S2п-Sп) =О невоз-
n-+оо 

можно. Следовательно, гармонический ряд расходится. 
Таким образом, если общий член ряда стремится к 

нулю, то о сходимости ряда ничего еще сказать нельзя. 

Необходимо дополнительное исследование, которое мо
жет быть проведено с помощью достаточных условий 
(или признаков) сходимости ряда. 

Если же для некоторого ряда его общий член не 
стремится к нулю, то теорема 14.4 позволяет сразу ска
зать, что такой ряд расходится. 

§ 2. Ряды с неотрицательными членами 

Теперь перейдем к рассмотрению некоторых доста
точных условий сходимости рядов с неотрицательными 
членами. Но предварительно докажем теорему, которая 
будет использована в последующих рассуждениях. 

00 

Теорем а 14.5. Для того чтобы ряд !; ап с неот-
=1 

рицательными членами сходился, необходимо и доста
точно, чтобы последовательность частичных сумм этого 
ряда была ограничена. 

495 



До к а з а тел ь ст в о. Необходимость. Пусть ряд 

" 
Е ап сходится. Это значит, что последовательность его 
п-1 

частичных сумм имеет конечный предел. В силу тео
ремы 2.6 всякая сходящаяся последовательность явля
ется ограниченной. 

Достаточность. Пусть последовательность частичных 

" 
сумм {Sn} ряда !: an ограничена. Так как ряд 

n=l ... 
~ ап - с неотрицательными членами, то его частич-

n =1 
ные суммы образуют неубывающую монотонную после
довательность: O<S1<S2< ... <:Sn<Snн< ... В сипу тео
ремы 2.12 о монотонных ограниченных последователь-

"° 
ностях она сходится, т. е. сходится ряд 1: ап 8 

n-=I 

Достаточные условия сходимости ряда. В этом пунк
те мы установим ряд признаков, позволяющих сделать 

заключение о сходимости (или расходимости) рассмат
риваемого ряда. 

1°. Признак сравнения. 
Те о р е м а 14 .6. Пусть даны два ряда с неотрица-

"° 00 

тельными членами L ап и 1: Ьn и для всех п выпол-
n=I n=I 

няется неравенство an<Ьn. Тогда из сходимости ряда 
" ~ 
Е Ьп следует сходимость ряда 1: ап, а из расходимо-
п~ п~ 

00 " 

сти ряда 1: an следует расходимость ряда I: Ьп. 
n=I n=I 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим через Sn и O'n со-
оо 00 

ответственно частичные суммы рядов I: а11 и I: Ьп. Из 

неравенства йп<Ьn заключаем, что 

Sn<O'n. 
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00 

Если ряд 1: bn сходится, то по теореме 14.5 (необхо-
n-1 

димость) последовательность его частичных сумм огра
ничена, т. е. для любого п O'n<:M, где М - некоторое 
число. Но в силу (7) и Sn<:M, откуда по той же теоре-

оо 

ме 14.5 (достаточность) ряд 1: an сходится. 
n=I 

00 00 

Если же ряд I: а11 расходится, то ряд !: Ь11 также 
n=I n=I 

расходится, так как, допустив сходимость ряда 

получим по только что доказанному сходимость 
08 • I: an, а это противоречит условию теоремы 8 
п-1 

Рассмотрим примеры. 
08 

00 

Пр им ер l. Ряд ~ сходится, так как 
~ (п+ J)n+l 
n=I 

сходится ряд из членов геометрической прогрессии 
00 

~ - 1- (q = -1- < l) , а члены данного ряда не боль-~ 211+1 2 
n=I 
ше соответствующих членов ряда сходящейся геометри-

1 1 
ческой прогрессии -(п-+-1)-11-+1- ~ 211+1 • 

00 

П р и мер 2. Ряд ~ - 1- (s < l) расходится, так как. 
~ n' 
11= 1 

его члены не меньше членов гармонического ряда 
08 

~ 1 1 ....... 1 • - : - -..... -- , а гармоническии ряд расходится. 
п п n' 

n=I 

Существуют признаки сходимости рядов, позволяю
щие непосредственно заключать о сходимости (или 
расходимости) данного ряда, не сравнивая его с другим 
рядом, относительно которого известно, сходится он или 
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расходится. На практике такие признаки чаще применя
ются. Рассмотрим два из них. 

2°. Признак Даламбера*. 
00 

Теорем а 14.7. Пусть дан. ряд !; а" с положитель-
11 =1 

н.ыми членами, и существует предел lim ~ = р. Тог-
п-.оо а" 

да а) при р< 1 ряд сходится, б) при р> 1 ряд расходит
ся. 

Доказательство. а) Пусть p<I иlim an+i =р. 
п-.оо а" 

00 

Покажем, что ряд }: а" сходится. На основании oпpe-
n=t 

деления предела числовой последовательности для лю
бого е>О существует номер N такой, что при п";;J:.N вы-

полняется неравенство 1 а::1 - р/ < е. Отсюда следует, 
что 

р _ е < а11+1 < р + е. 
а" 

(8) 

Так как р< 1, то е можем взять настолько малым, что 
будет выполнено неравенство р+е< 1. Полагая р+е= 
=q, на основании правого неравенства (8) имеем 

an+1/an <q, ИЛИ an+t <anq 

для n=N, N+l, N+2, " .. Давая п эти значения, из по
следнего неравенства получаем 

aN+1<aNq. 
aN+2<aN+1q<aNq2, 
aN+з<aN+2q<aNq3, 

т. е. члены ряда 

aN+1+aN+2+aN+з+". (9) 
меньше соответствующих членов геометрической про
грессии 

• Даламбер Жан Лерок (1717-1783) - французский матема
тик, механик и философ-просветитель. 
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aнq+aNq2+aNq3+." (10) 

Так как q<l, то ряд (10) сходится (см. пример 3, § 1). 
Тогда по признаку сравнения ряд (9) также сходится. 

00 

Но ряд (9) получен нз данного ряда L ап путем от-
n =1 

брасывания 1<0нечного числа первых членов, следова-
00 

тельно, по теореме 14.1 ряд I: ап сходится. 
n=\ 

00 

б) Пусть теперь р> 1. Покажем, что ряд Е ап pac-
n=I 

ходится. Возьмем е настолько ма.f!ЫМ, чтобы р-е> 1. 
Тогда при n~N в силу .r~евого неравенства (8) будет 
выполняться неравенство йn+1/an> 1, или йnн>аn. Та
ким образом, члены ряда, начиная с некоторого номера 
N, возрастают с увеличением их номеров, т. е. общий 
член ряда an не стремится к нулю при п-оо. Следова-

оо 

тельно, согласно теореме 14.4 ряд ,Е ап расходится 8 
n=I 

3 а меч а ни е. При р = 1, как показывают примеры, 
00 

ряд L ап может как сходиться, так и расходиться. 
n=I 

В этом случае необходимо дополнительное исследование 
ряда с помощью признака сравнения или других приз

наков. 

00 

Пр им ер 3. Ряд ~ - 1- сходится, так как 
~ nl 
n=I 

lim апн = lim 
п~оо ап п •оо 

nl = 1im _1 _=О< 1. 
(п + 1)1 п ... оо п + 1 

00 

Пр нм ер 4. Ряд ~ ~ расходится, так как 
~ nl 
n,=I 

lim апн = lim (п + l)пт1. nl = lim ( п+ 1 )п = 
п ... оо ап п-.оо (п + 1)1 п11 n-+oo п 
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= lim (1 + -1 )" = е > 1. 
n-ooo n 

00 

Пр им ер 5. Рассмотрим ряд L ; п . Находим 
n=I 

) . Оnн 1. Vn l 1m -- = 1m --'----- = . 
п-ооо ап п-ооо Vп + i 

По признаку Даламбера сделать за1<лючение о сходи
мости или расходимости ряда мы не можем. Однако, 
как было показано ранее (см. пример 2), этот ряд рас
ходится. 

3°. Интегральный признак. 
Теорем а 14.8. Пусть дан ряд 

1 ( 1) + f (2) + f (3) + . . . + / (п) + 
00 

!: f (n), 
n=I 

члены которого являются значениями некоторой функ
ции f(x), положительной, непрерывной, убывающей на 

+оо 

полуинтервале [l, +оо). Тогда, если J f (х) dx сходится, 
1 

оо +оо 

то сходится и ряд ~ f (п); если же f f (х) dx расходится, 
n=I 1 

00 

то ряд !: f(n) также расходится. 
n=I 

Д о к а з а т е п ь с т в о. 
Рассмотрим криволинейную У 
трапецию, ограниченную 

сверху графиком функции 
Y=f(x), с боков прямыми 
Х= 1, x=n, снизу осью Ох. 
Впишем в эту трапецию и 
опишем около нее две сту

пенчатые фигуры, состоя
щие из прямоугольников с ~o:t-~1~2~~3,--1....-~=-----x 
основаниями (1, 2], [2, 3], ... 
... , [п-1, п] и высотами f(l), Рис. 93 
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f(2), f(З), ... , f(n-1), f (n) (рис. 93). Тогда, учитывая 
геометрический смысл определенного интеграла, имеем 

f (2) + f(З) + ". + f (n)< 
п 

< J f (х) dx < f (1) + f (2) + . " + f (п -1), 
1 

или, короче, 

п 

Sn -f (1) < J f (х) dx< Sn -f (n). 

Отсюда получаем 

п 

Sп<f(l)+ Jf(x)dx, (11) 
1 

п 

Sn > f (п) + ~ f (х) dx, (12) 

где S.,. - частичные суммы рассматриваемого ряда. 
ао 

Пусть интеграл J / (х) dx сходится. Это значит, что су-

п 

ществует !~~ J f (х) dx = J. Так как f (х) > О, то ПОСJiедо-
п 

вательность J f (х) dx возрастает с увеличением п и 
1 

п 

ограничена сверху своим пределом: J f (х) dx < J. Из 
1 

неравенства ( 11) следует, что S.,. <f ( 1) +1, т. е. после-
ао 

довательность -час=тичных сумм {Sn} ряда !: / (n) orpa-
"""'1 

00 

ничена. По теореме 14.5 ряд Е f (п) сходится. 
n=l 
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00 

Пусть теперь интеграл J f (х) dx расходится. В этом 
1 

п 

случае J f (х) dx-+ + оо при n-+oo (как монотонно воз-
1 

растающая неограниченная последовательность). Из 
неравенства (12) следует, что Sn-++oo при n-.oo, т. е. 

00 

последовательность частичных сумм {Sn} ряда 1: f (п) 
n=I 

расходится и, следовательно, ряд расходится 8 
Пр и мер 6. Рассмотрим ряд 

00 

1 1 1 L 1 1 + ~ + -а- + " . + -а- + ... = -а- (а > О). 
~ 3 п п 

n=I 

С помощью интегрального признака выясним вопрос о 
поведении данного ряда при а>О. Возьмем в качестве 
функции f(x) функцию 1/х0 (х:> 1); она удовлетворяет 
условиям теоремы 14.8. Члены ряда равны значениям 
этой функции при х= l, 2, 3, ... , п, .... Как мы знаем 
(см. гл. VIII, § 11, п. 1, пример 4), несобственный ин-

+оо 

теграл S ~ при а> 1 сходится, а при а~ 1 расходит-
1 

ся. Следовательно, данный ряд сходится при а> 1 и 
расходится при а~ 1. 

Заметим, что при а~О такие ряды также расходят
ся, так как их общий член не стремится к нулю при n-+ 
-+оо, т. е. нарушается необходимое условие сходимости 
ряда (см. теорему 14.4). 

В частности, при а= 2 получим сходящийся ряд 

при а= 1 - расходящийся гармонический 

00 00 

~-nl., ~ 1 ряд ~ при сх = 1/2 - расходящийся ряд ~ -{ п 
n=I n=I 

и т. д. 
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§ З. Знакочередующиеся ряды 

До сих пор мы изучали ряды с неотрицательными 
членами. Что касается рядов с неположительными чле
нами, то они отличаются от соответствующих рядов с 

неотрицательными членами только множителем -1, 
всл~ствие чего ведут себя относительно сходимости 
аналогичным образом. 

Теперь перейдем к рассмотрению так называемых 
знакочередующихся рядов, члены которых имеют чере
дующиеся знаки. Для удобства будем считать, что пер
вый член такого рЯда положителен. Тогда знакочереду
ющийся ряд можно записать в виде 

а1-а2+аз-а.+".+ (-l)n+1an+ ... , (1) 

где ап>О. 
Для знакочередующихся рядов имеет место очень 

простой достаточный признак сходимости. 
Признак Лейбница. 
Теорем а 14.9. Если абсолютные величины членов 

знакочередующегося ряда ( 1) монотояно убывают: а1 > 
>а2>а3 >". и общий член ряда стремится к нулю: 
liman =О, то ряд сходится. 
n ... oa 
До к аз ат ел ь ст в о. Пусть дан ряд (l) и пусть 

an>an+I И ап-0 ПрИ n-oo. 
Рассмотрим частичную сумму ряда с четным числом 

членов: 

S2n = а1-а2+аз-а.+".+а2п-1-а2n = 
= (а1-а2) + (аз-а4) +."+ (а2п-1-а2п). 

Так как все разности в скобках в силу первого усло
вия положительны, то последовательность частичных 

сумм {S2n} - возрастающая при увеличении п. Дока
жем, что она ограничена. Для этого представим S2п 
следующим образом: 

S2п=а1-[(а2-аз) + (а4-а5) +."+ (a2n-2-a2n-1) +a2n]· 

Отсюда следует, что S2п<а1 для любого п, т. е. {S2n} 
ограничена. 

Итак, последовательность {S2n} монотонно возраста
ющая и ограниченная, следовательно, имеет предел: 

limS211 = S. 
n ... oa 
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Покажем теперь, что и последовательность частичных 
сумм нечетного числа членов сходится к тому же пре

делу S. Действительно, S2n+1 =S2n+a2n+1· Переходя в 
этом равенстве к пределу при n-+oo и используя второе 
условие (an-O при n-+oo), получаем 

lim S2п+1 = lim (8111 + й2п +1) = 
n•oo n-+oo 

= limS1n + lim~11+1 = S +О= S. 
n-.oo fl ... OI 

Таким образом, последовательность частичных сумм 
{Sn} ряда (1) сходится к пределу S. Это означает, что 
ряд (1) сходится• 

Рассмотрим 
Пример. Ряд 

1--1 +-1 __ 1 + ••• +{-l)n+t_l + 
2 3 4 п 

" 
... = L <- l)п+•+ 

n=I 

сходится, так как удовлетворяет условиям признака 

Лейбница: 1) 1 >-1 > -1 > ... ; 2) lim -1 =О. Заме-
2 3 n•oo n 

тим, что этот ряд отличается ot гармонического ряда 

только знаками четны~ членов. 

§ 4. Абсолютная и условная сходимость рядов 

Нам осталось рассмотреть ряды с членами произ
вольных знаков. Такие ряды называются энакоперемен- · 
ными рядами. 

Возьмем какой-нибудь зн·акопеременный ряд 
00 

а1 + а1 + tJa + ... + а11 + ... = 1: ап, (1) 
n=I 

где числа а1, а2, аз, .. " йn, ". могут быть как положи
тельными, так и отрицательными, причем расположение 

положительных и отрицательных членов в ряде совер

шенно произвольно. Одновременно рассмотрим ряд, со
ставленный из абсолютных величин членов ряда ( 1): 
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оа 

1 а1 1 + 1 a2 I + 1 aa I + · · · + 1 ап 1 + · " = 1: 1 ап 1 · (2) 
n=I 

Для знакопеременных рядов имеет место следующий 
признак сходимости. 

Теорем а 14.10. Если ряд (2) сходится, то сходит
ся и ряд (1). 
До к аз а тел ь с т в о. Пусть ряд (2) сходится. Обоз

начим через Sn частичную сумму ряда ( 1), а через 
O'n - частичную сумму ряда (2): 

Sn=a1+a2+aз+".+an; O'n= la1l+la2l+laзl+ 
+."+lanl· 

Так как ряд (2) сходится, то последовательность его 
частичных сумм { O'n} имеет предел lim f1п = а, при этом 

n-toa 
для любого п имеет место неравенство 

O'n<.O', (3) 

поскольку члены ряда (2) неотрицательны. 
Обозначим через S' n сумму положительных членов, 

а через S" n - сумму модулей отрицательных членов, 
содержащихся в сумме Sn. Тогда 

Sn=S'n-S"n (4) 
и 

O'n==S'"+S" n• (5) 

Из равенства (5) следует, что при возрастании п по
следовательности {S'"} и {S" n} монотонно возрастают, 
а из (3) - что они являются ограниченными: S' "<.<Jn<. 
<.а и S""<.an<.O'. Следовательно, существуют 

lim S' п = S' и lim S" = S". 
n-too n-+oo 

Но в таком с.лучае, в силу равенства (4), последователь
ность частичных сумм ряда (1) имеет прЕЩел 

lim S,1 = lim (S~ -s:) = lim S~ - lim s: = S' -S". 
n•oo n-too n-too п_.оо 

Это значит, что ряд (1) сходится • 
Рассмотрим прймеры. 
Пр им ер 1. Ряд 
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1 1 . 1 1 1 1 1----+-+-----+ ... 
21 31 41 51 61 Т' 

на основании доказанного признака сходится, так как 

сходится ряд, состаменный из а6со.пютных величин 
членов ряда: 

l+ ~ +3~ +;1 +5~ +б~ +~ + 

(см. пример 6 § 2). 
Рассмотренный признак сходимости знакоперемен

ного ряда является достаточным, но не необходимым, 
так как существуют знакопеременные ряды, которые 

сходят.ся, а ряды, составленные из абсолютных величин 
00 

их членов, расходятся. Так, например, ряд~ (- I)n+t + 
11=1 

по признаку Лейбница сходится (см. пример из § 3), а 
00 

ряд ~ -;.- , составленный из абсолютных величин его 
11-=l 

членов, расходится (гармонический ряд). 
Поэтому все сходящиеся ряды делятся на абсолют

но сходящиеся и условно сходящиеся. 

К абсолютно сходящимся рядам относятся сход:ящи
еся ряды, для которых ряды, составленные из абсолют
ных величин их членов, также сходятся. 

К условно сходящимся рядам относятся сходящиеся 
ряды, для которых ряды, составленные из абсолютных 
величин их членов, расходятся. 

Пр и м ер . 2. Ряд 

1--1 +-1 __ 1 +-1 ___ 1_+ ... 
2 4 8 16 32 

есть ряд абсолютно сходящийся, так к&к ряд, составлен
ный из абсолютных вели'Чнн: 

1 1 1 1 1 
1 +2+т.+-s+16+ 32 +"., 

тоже сходится (оба ряда - геометрические прогрессии 
со знаменателями, равными - 1/2 и 1/2). 
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П р и м е р 3. Ряд 

1 1 1 
1- Jn + _,r- -_,r- + ... 

у 2 у 3 ·~ 4 

условно сходящийся, так как он сходится по признаку 
Лейбница, а ряд, составленный из абсолютных величин: 

1 1 1 
i + V2 +vз+V"F+ .". 

расходится (см. пример 6, § 2). 
Следует заметить, что деление сходящихся рядов на 

абсолютно и условно сходящиеся весьма существенно. 
Дело в том, что абсолютно сходящиеся ряды обладают 
рядом важных свойств, тогда как условно сходящиеся 
ряды некоторыми нз этих свойств не обладают. Напри
мер, для условно сходящихся рядов сумма ряда не рав
на сумме положительных и сумме отрицательных чле

нов ряда, как это и~еет место для абсолютно сходящих" 
ся рядов, что было показано по ходу доказательства 
теоремы 14.10. 

§ 5. Степенные ряды 

f. Определение и общие замечания. Ряд_ вида 

называется степенным рядом. 
Постоянные числа ао. а1, а2 , аз, .. " an". называются 

коэффициентами ряда. · 
Давая х определенные числовые значения, мы Полу

чаем различные числовые ряды, которые могут оказать

ся сходящимися или расходящимися. Совокупность тех 
значений х, при которых ряд (1) сходится, называется 
областью его сходимости. 

Очевидно, что частичная сумма степенного ряда 
Sn (х) =ао+а1х+".+апх"' является функцией от пере
менной х. Кроме этого, в области сходимости ряда его 
сумма S также является некоторой функцией от пере
мецной х, определенной в области сходимости. ряда. 
Поэтому пишут 
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- 00 s =S(x) = !: апх" (или f(x) = Е v). 
~-о п-о 

2. Интерва.11 схоАимостн стеnенноrо ряда. Докажем 
теорему, имеющую важное значение в теории степен

ных рядов и касающуюся области сходимости степен
ного ряда. 

Теорема 14.11 (Теорема Абеля)•. 1) Если сте
пенной ряд (1) сходится при Х=Хо (Хо=#=О), то он схо
дится, и притом абсолютно, для всех х, удов.сетвор.r~ю
щих условию \xl < \х0 \; 2) ее.ли ряд расходится при Х= 
=х1 , то он расходится для всех х, удовлетворяющих ус
ловию lxl > \х1 \. 

Доказательство. 1). Так как, по условию, чис-
• 

повой ряд I: а" х: сходится, то его общий член ап х: ~ 
11=0 

при n-+oo, а это значит, что поспедоват~ьность 

{апх3} ограничен.а, т. е. существует число М>О такое, 
что 

/anx~l<M, п =0, 1, 2, ... (2) 

Перепишем ряд ( 1 ) в виде 

а0 + aix0 ( ~ ) + a.xg ( ~ ) 1 + ... + 

+a"xi( ~ )11 + ... (3) 

и рассмотрим ряд из абсолютных величин ero членов: 

1 ао 1 + 1 D1Xo 1 / ~ / + 1Ot.ro1 / ~ 1' + 

(4) 

Члены ряда (4). в сипу не·равенства (2). меньше соот
ветствующих членов ряда 

м + м 1 :. 1 + м 1 ~ ,. + . . . + м 1 ~ · /11 + . . . (5) 

• Абель Нильс Хенрик (1802-1829) - иорве•сквl wатематвк. 

508 



При lxl < lxol ряд (5) представляет геометрическую 

прогрессию со знаменателем q = / :. / < 1 и, следова
тельно, сходится. Так как члены ряда (4) меньше со
ответствующих членов ряда (5), то, по признаку срав
нения, rяд (4) тоже сходится, а это значит, что ряд (1) 
при lx <lxol сходится абсолютно. 

2) Теперь докажем вторую часть теоремы. По ус
ловию в некоторой точке х1 ряд ( 1) расходится. Тре
буется показать, что он расходится для всех х, удов
летворяющих условию 1х1>1х,1 · Предположим обрат
ное, т. е. допустим, что при некотором значении х таком, 

что 1х1 >· 1 Х1 1, ряд ( 1) сходится. Тогда по топь ко что 
доказанной первой части теоремы f яд ( 1) должен схо
диться и в точке Х1, так как 1Х11 < х 1 · Но это противо
речит условию, что в точке х1 ряд расходится 8 

-х, о х, 

\@!§/' 1 
-х, о х, х 

Р~ • \ех. 
а 5 

Рис. 94 

Теорема Абеля геометрически утверждает, что если 
х0 - точка сходимости, то во всех точках, расположен

ных на интервале (-'-lxol. lxol) (рис. 94, а), ряд схо
дн'11Ся абсолютно, а еми х1 - точка расходимости, 
то во всех точках, расположенных вне интервала 

(-1 Х1 /, 1 Х1 1) (рис. 94, б), ряд расходится. 
Отсюда вытекает следующа·я 

00 

Теорем а 14.12. Если ряд Е а" Х' сходится не 
n=O 

при всех значениях х, то существует число R>O такое, 
что ряд абсолютно сходится при 1х1 <R и расходится 
при lxl>R. 
До к аз ат ель ст в о. Обозначим через Хо множест-

оо 

во точек Хо, в которых ряд !: a"xti сходится. Покажем, 
п=О 

что множество Х0 ограничено. Действительно, если возь
мем точку х1 , в которой ряд расходится (по условию 
такие точки существуют), то по теореме Абеля для лю-
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бого х0 из Хо выполняется нера~енство 1Хо1<1Х11 · Из
вестно, что у ограниченного сверху множества сущест

вует точная верхняя грань. Обозначим ее через R (О< 
<R<+oo) :R=supXo. 

Возьмем теперь любое х, для которого lxl <R. По 
свойству точной верхней грани найдется х0ЕХ0 такое, 
что lxl < lxol <R, а это по теореме Абеля означает аб
солютную сходимость ряда при данном х. 

Возьмем теперь любое х, для которого lxl >R. Та
кое xEf Хо. Следовательно, при этом х ряд расходит
ся• 

Таким образом, разрешен вопрос об области сходи
мости степенного ряда: интервал (-R, R) называется 
интервалом сходимости степенного ряда. Число R назы
вается радиусом сходимости степенного ряда. 

Отметим, что у некоторых рядов интервал сходимо
сти охватывает всю числовую прямую (в этом случае 
пишут R=+oo), у других вырождается в .одну точку 
(R=O). 

Таким образом, всякий степенной ряд имеет свой 
радиус сходимости R. 

При х= ±R ряд может либо сходиться, либо расхо
диться. Этот вопрос решается индивидуально для каж
дого конкретного ряда. 

Укажем способ определения радиуса сходимости сте
пенного ряда. Этому посвящается следующая 

00 

Теорема 14.13. Пусть дан ряд r апх!'. Тогда, ес
п==0 

ли существует конечный предел lim / ~ 1 :::/=.О, ro ра-
п-+°" Dn 

диусом сходимости ряда будет число 

R= lim1~1. 
n-ooc Dn+t 

00 

До ка за тел ь ст в о. Рассмотрим ряд !: la"x"I. 
п=О 

По условию существует lim 1 а" ... 1 1 +. О. Обозначим его 
п-ооо а,. 

1 
через т· Тогда 

lim 1 йп+1 ra+1 1 = \ х \ lim 1 ап+1 \ = .Ш., 
" ... ,.. а11 х" п ... оо а" R 
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При каждом конкретном значении х степенной ряд ста
новится числовым. Поэтому по признаку Даламбера 

00 

ряд 1: 1а11 х1'1 сходится, если l=.l < 1, т. е. 1х1 < R. 
11~ R 

Следовательно, по теореме 14.10 о сходимости зна-
оо 

копеременных рядов, ряд }: а,.)(' также сходится при 
11=0 

00 

lxl <R, причем абсолютно. При lxl >R ряд !: а11х" 
11=0 

расходится, так как lim \ a"+ixn+i / = J!.L > 1 и, следо-
11-+ оо a"xn R 

вательно, общий член ряда anxn не стремится к нулю 
при п-оо. 

Таким образом, данный ряд сходится внутри интер
вала (-R, R) и расходится вне его, т. е. радиус сходи-

мости равен R = lim 1~1 • 
n-+• an+1 

00 

Пр им ер 1. Рассмотрим ряд ~ : . Здесь 
n=I 

1 
а"=- И йn+I =--

n п+I • 

Поэтому 

R = lim ~ = lim п + 1 = lim ( 1 + -1 ) = 1. 
11-+оо а,.+1 11- В 11-+ОО В 

Следовательно, данный ряд сходится на интервале (-1, 
1). Исследуем поведение ряда на концах интервала схо
димости, т. е. в точках х= ± 1. При х= 1 получаем гар
монический ряд 

00 00 

}J +· а при х = -1 ряд~ (- 1)11 -!;-. 
11~ n~ 

который сходится в силу признака Лейбница. Таким 
образом, данный ряд сходится в любой точке полуинтер
вала [-1, 1) и расходится вне его. 
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... 
Пр и м ер 2. Ряд !: nl r1 расходится на всей чнс-

11"1 
ловой прямой, кроме точки х=О, так как его радиус схо
димости 

R 1. tln 1· nl 1· О = 1m -- = 1m = 1m --- = . 
11 ... ОО 0,. ~1 /1 ... 00 (п + 1)1 /1-+00 1 + п -Пр и м ер 3. Ряд ~ ....!'_ абсолютно сходится на всей 

~ nl 
/1 ==1 

числовой прямой, так как его радиус сходимости 

R = lim ~ = lim (п + l)I = lim (п + 1) = + оо. 
" .... оо ап+1 " .... оо nl ,....." 

3. Свойства степенных рядов. Пусть функция 
f(x} является суммой степенного ряда 

f(x} =ао+а1х+"2х2+ ... +апхn+ ... , (6) 

интервал сходимости которого (-R, R). 
В этом случае говорят, что функция f (х) разлагает

ся в ряд по степеням х. 

Имеют место две теоремы о свойствах степенных ря
дов, которые приведем без доказательства. 

Теорема 14.14. ЕсАи функция f(x) на интерваАе 
(-R, R) явАяется суммой ряда (6), то она дифферен
цируема на интерваАе (-R, R) и ее производная f'(x) 
находится почАенным дифференцированием ряда (6), 
т. е. 

f'(x) = (ао+а1х+"2х2+".+апхn+".)'=а 1 +2а2х+ 
+Зазх2+".+папхп-1 +". 

АнаАогично могут быть вычислены производные Аю
бого порядка. При этом все они имеют rот же интервал 
сходимости, что и ряд (6). 

Теорема 14.15. Ес11и функция f(x) на интервале 
(-R, R) явАяется суммой ряда (6), то она интегрируе
ма в интервале (-R, R) и интеграл от нее находится 
поч.ленным интегрированием ряда (6), т. е. если х1, х2е 
e(-R, R), то 
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х. х, J f (х) dx = J (а0 + а1х + а2х2 + ... + а11х" + ... ) dx = 

х. х. z. 

= J а0 dx + J а1 х dx + ... + J апх" dx + ... 

При этом ряд, полученный после интегрирования ря
да (6) по [О, х], lxl <R, имеет тот же интервал сходи
мости, что и ряд (6). 

Сформулированные теоремы о дифференцировании и 
интегрировании степенных рядов имеют важное значе

ние. Ими будем неоднократно пользоваться. 
Представляет интерес интегрирование степенного ря

да по отрезку [О, х], где 1х1 <R. так как результатом 
интегрирования каждого члена ряда будет не число, а 
функция от переменного верхнего предела х: 

% 

S f (х) dx = аоХ + а1.х' + а,.х3 + , , . + _а....;.;п.х_п_н_ + . " 
2 3 n+l 

о 

В этом случае получаем снова степенной ряд, сумма 
которого, по теореме 14.15, равна интегралу по [О, х] 
от суммы f(x) ряда (6). 

Отметим, что в ряде случаев рассматриваются сте
пенные ряды более общего вида 

а0 + а1 (х - а) + а2 (х - а)2 + ... + ап (х - а)11 + 
00 

= !: а.~ (х-а)11 • (7) 
11=0 

Ряд вида (7) приводится к виду (1) заменой перемен
ной x-a=t. 

Если функция f (х) является суммой ряда (7), то в 
этом случае говорят, что функция f (х) разлагается в 
ряд по степеням (х-а). 

Все изложенное полностью переносится и на ряды 
вида (7). Поэтому для простоты последующие рассуж
дения будут проводиться для рядов вида ( 1). 

4. Раз.ложение функций в степенные ряды. Пусть 
функция f (х) является суммой степенного ряда ( 1), ин-
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тервал сходимости которого (-R, R). Тогда функция 
f(x) может быть разложена в степенной ряд, причем, 
как показывает следующая теорема, это разложение 

единственно. 

Теорем а 14.16. Если функция f ( х) на интервале 
(-R, R) разлагается в степенной ряд 

f(x) =ao+a1x+a2x2+".+anxn+ .. " (8) 

то это разложение единственно. 
Доказательство. По условию ряд (8) сходит

ся и функция f(x) - его сумма. Следовательно, по 
теореме 14.14 его можно почленно дифференцировать 
любое число раз. 

Дифференцируя, получим 

f'(x)-= l ·a1+2a2x+3aзx2+4a4x3+ ... +nanxn-•+ ... , 
f"(x) = 1 ·2·а2+2"3азх+3·4а4х2+4·5а5х3+ ... + 

+n(n-l)anxn-2+ ... , 
f"'(x) = 1 ·2·3аз+2·3·4а4х+ ... +n(п-1) (n-2)anxn-з+ .. " 

Полагая в полученных равенствах и в равенстве (8) 
Х=О, получим 

f (О)= а0, f' (О) = 1 ·а1 , f (О) = 21 ~. 

f"' (О) = 31 tJa, • . • , f<n> (О) = nl ап, . • . , 

откуда находим 

ао = f (О), 
f' (О) 

а1 = -11-· а:= 
f' (О) 

21 

f"' (О) f<п> (О) 
аа = 31 ' • • • ' ап = nl ' • • • (9) 

Из. (9) следует, что все коэффициенты ряда (8) опреде
ляются единственным образом формулами. (9), что и 
доказывает теорему 8 

Подставляя полученные выражения коэффициентов в 
равенство (8), получим 
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f' (О) t• (О) 11 
f(x)=f(0)+-11-x+-21-x + ." 

t<"1(0) 
."+-n-1-x"+". 

Таким образом, если функция f (х) разлагается в 
степенной ряд, то этот ряд имеет вид 

f' (О) .,. (О) s /<"1 (О) (10) 
f(O) +-11-х + 21 х + ... + nl х" + ." 
Ряд (10) называется рядом Маклорена для функции 
f (х). 

Пусть теперь f (х) - произвольная бесконечно диф· 
ференцируемая функция. Для нее можно составить ряд 
(10). Как всякий степенной ряд, он будет иметь интер
вал сходимости и сумму. Возникает вопрос, при каких 
условиях сумма ряда ( 10) будет совпадать с функцией 
f (х). Ответ на поставленный вопрос может быть получен 
с помощью формулы Маклорена. В § 3, гл. VI, ч. 1 мы 
показали, что для любых бесконечно дифференцируе
мых функций справедлива формула Маклорена 

f' (О) f' (О) 11 f (х) = f (О) + - 11- х + - 2-1- х + ... 
t<n> (О) . . . + nl х" + R" (х), 

rде 

t<"+11 ш n 1 Rn(x)= (n+l)I х+, 6=6х, О<6<1. (11) 

Если обозначим через Sn (х) частичную сумму ряда 
Маклорена, то формулу Маклорена можно записать 
так: 

f (х) =Sn (х) +Rn (х). (12) 
Теорем а 14.17. Для того чтобы ряд МаКАорена 

(10) сходился на (-R, R) и имел своей суммой функ
цию f (х), необходимо и достаточно, чтобы остаточный 
член формулы Маклорена ( 11) стремился к нуАю при 
п-оо, т. е. lim Rn (х) = О для любого хе (-R, R). 

11 ... " 

До к аз ат ель ст в о. Необходимостб. Пусть функ-
ция f (х) есть сумма ряда Маклорена на (-R, R), т. е. 
limS11 (х) = f (х). Тогда из равенства (12) следует, что 
11....., 

limR11 (x) =0 для любого xe(-R, R). 
11-+СО 

17* 
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Достаточность. Пусть lim Rn (х) =О для любого хе: 
п ... оо 

e:(-R, R). Тогда из того же равенства (12) следует, 
что lim[f(x)-Sn(x)J =О, т. е. limSn(x) =f(x). Это и 

n-t>oo n~• 

означает, что ряд Маклорена (10) сходится на (-R, 
R) и сумма его равна f (х) 8 

Из теоремы вытекает, что вопрос о разложении функ
ции в ряд Маклорена сводится к исследованию поведе
ния остаточного члена Rn (х) при п-ню. 

Рассмотрим разложения в ряд Маклорена некоторых 
элементарных функций. 

Разложение функции f (х) = ех. Имеем f' (х) = f" (х) = 
= ... =f<n>(x) =ех, откуда при х=О получим f (О)= 
= f' (О) =f" (О) = ... = f<n> (О)= 1. По формуле ( 1 О) для 
функции f (х) = е" составим ряд Маклорена 

l+x/l 1+x2;21+ ... +xn/nl+... (13) 

Найдем интервал сходимости ряда ( 13): 

R l. ап 1. nl (п + 1) + = 1m -- = 1m = оо. 
n-+oo antl п ... оо nl 

Следовательно, ряд абсолютно сходится на всей чи~ю
вой прямой. 

Теперь покажем, что ряд (13) имеет своей суммой 
функцию е". 

Отметим, что в силу необходимого условия сходимо
сти ряда для любого х справедливо равенство 

lim ....=::__ =О. 
п ... оо nl 

(14) 

Так как f<n+ 1> (6) = ~. то 

1<n+I> ( ') е' Rn (х) = -,.--,........,.,,.,.._ xn+I = xn+i, 
(п + 1)1 (п + 1)1 

где 6 = 6х, О< 6 < 1. Отсюда, учитывая, что~< elzl, 
получим 

ei elxl 
Rn (х) = (п + 1)! xn+I < (n + 1)! xn+1. 

. xn xn+i 
Так как в силу (14) l1m - =О, то и lim =О. 

n-+oo n! п .... оо (n + l)! 
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Поэтому, переходя к пределу в последнем неравенстве 
при n-+oo, получим, что lim Rn (х) =О при любом х, 

n-+-00 

и, следовательно, функция е" является суммой ряда 
(13). 

Таким образом, при любом х имеет место разложе
ние 

х х' xn 
е"=1+-+-+ ... +-+ ... 

11 21 nl 

Разложение функции f(x) =sinx. Имеем 

f' (х) = соэ х = s1n ( х + ; ) , 

r (х) = - sin х = sin (х + 2 ; ) ' ... 

• " , f<n> (х) = sln ( х + п ; ) 

(см. п. 2, § 10, гл. V, ч. 1), откуда, полагая х=О, полу
чим f(O)=O, f'(O)=l, f"(O)=O, f"'(0)=-1, /<4>(0)=0, ". 
По формуле (10) для функции sin х составляем ряд 
Маклорена 

х-~ + ...!_ _~ + . " + (- l)n-lxln-1 + ... 
31 51 71 (2n- l)I 

Легко проверить, что полученный ряд абсолютно схо
дится на всей числовой прямой. Исследуем остаточный 
член 

1<n+•> (') хп+1 = sin [' + (п+ 1) ~ ] 
Rn (х) = (п + 1)1 (n + 1)1 хп+•, 

где ~ = 6х, О< 6< 1. Так как 

/ sin [; + (п + 1) ; ] 1 < 1, то 1 Rn (х) / < 1х1п+1 

(п+ 1)1 • 

1х1п+1 
В силу (14) lim =О. Следовательно, limR (х) =0 

п ... оо (п + 1)1 n-+oo п 

при любом х. А эrо означает, что функция sin х являет
ся суммой ряда и имеет место разложение 
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sin х = х _ ~ + ~ _ .i!__ + . . . + (- 1 )п-1 z•п-1 + • ... 
31 51 71 (2п -1)1 

Разложение функции f ( х) =eos х. Аналогично пре
дыдущему можно получить разложение функции cos х 
в ряд Маклорена, справедливое при любом х. Однако 
еще проще разложение cos х получается путем почлен
ного дифференцирования ряда для siп х: 

(sin х)' = (х)' - ( ;: ) ' + ( :r ) ' - ( ;; ) ' + 

". + + ... ' [ 
(- l)n-1 х•п-1 ] ' 

(2n- l)I 

откуда получаем разложение, справедливое при лю

бом х: 

C:OSX= 1-~ +~-~ + ... + (-1)11~ + 
21 41 61 (2n)I 

Кроме рассмотренных функций ех, sin х, cos х в ряд 
Маклорена могут быть разложены и многие другие функ
ции. Вместо ряда Маклорена можно было бы рассмот
реть более общий ряд Тейлора по степеням (х-а), где 
a:;ii::O, т. е. ряд вида 

f (а) + 1' (а) (х - а) + f • (а) (х - а)1 + 
11 ~ 

1<n> (а) п ". + nl (х-а) +." 
.Но мы делать этого не будем, так как все изложенное 
полностью переносится и на эти ряды. 

При разложении функции cos х в ряд Маклорена бы
ло использовано свойство почленной дифференцируемо
стн степенных рядов. Аналогичным образом можно ис
пользовать и другое свойство степенных рядов - их 
почленную интегрируемость. ·В качестве примеров по
лучим разложение в степенные ряды функций Jn ( 1 +х) 
и arc tg х с помощью почленного интегрирования. 

Рассмотрим ряд l+x+xz+x3+ ... +xn+ ... Очевидно, 
данный ряд является геометрической прогрессией с пер
вым членом, равным единице, и со знаменателем q= 
= х. Как известно, при 1х1 < 1 данный ряд сходится и 
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1 
его сумма равна Следовательно, 

1-х · 

- 1 - = 1 + х + х1 + х3 + " . + х" + ( 15) 
1-z 

Равенство (15) является разложением функции 

1 
f (х) = 1-х 

в степенной ряд. 
Подставляя в равенство (15) -t вместо х, получим 

равенство 

-1 _l - = 1 - t + t8 - t3 + " , + (- 1 )11 t11 + , . , , 
+t 

справедливое при 1t1 < 1. Проинтегрируем этот степен
ной ряд почленнв в пределах от О до х. 1х1 < 1: 

z 

S _!!.._ = ln (1 + t) lж = ln (1 + х) = 
1 +t о 

о 

z 

=S(l-t+t1 -t1 + ... +<-1>"""+ .")dt= 
о 

z z .'! z z 

= J dt-itdt+ Jt8 dt-~t•dt+ ... +(-l)"~t"dt+".= 

= t/z -~/z + ~11С _..!!.._IZ + ". 
о 2о Зо 4о 

. "+ (-1)" + ". = 
111+1 lz 

п + 1 о 

zl ха хе 1\ ,lftf-1 
=х--+---+ ." +(-1) + ". 

2 З 4 n+l 
Отсюда 

ln ( 1 + х) = х - ;• + : - ~ + " . 
z11+1 + (-1)" + . . . (16) 

n+l 
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Равенство ( 16) есть разложение функции ln (1 +х) в 
степенной ряд. Оно справедливо при 1х1 < 1. Впрочем, 
можно доказать, что (1 б) верно и для х = 1. 

Действительно, при х=-1 равенство (16) теряет 
смысл, а при х= 1 сохраняет его, так как функция 
ln(l+x) обращается в число lп2, а ряд - в сходящий
ся по признаку Лейбница числовой ряд 

1 - _1 + _1 - . . • + (- 1)11-1 _1 + . . . ( 17) 
2 3 п 

Осталось проверить справедливость равенства 

ln2= 1--1 +-1 - ••• + (-1)11- 1 - 1 + ". (18) 
2 з п 

Для этого проинтегрируем от О до 1 следующее выра
жение: 

_l _ = } - t + tt - t3 + ... 
1 +t 

... + (- J)n-1 tn-1 + (- 1)11 ~. 
1 +t 

полученное в результате деления единицы на 1 +t. 
Имеем 

1 

1 

r ~= 1п(1+t>I~=1п2 = J 1 + t 
о 

= s ( 1 - t + t1 - t8 + . . . + (- } )11-l tn-1 + (- J )" /:t) dt = 
о 

1 1 1 1 

= s dt - r t dt + 5 t' dt - s t• dt + . " 
о ~ о о 

1 1 

... + (- l)11- 1J tn-1 t1t + <-l>"S~dt= 
1 +t 

о о 

1 1 1 = 1--+---+ 2 3 4 ••• 

510 



Оrкуда 

1 

+ {- l)n-1 _ + {-1)" -- dt. 1 s 1" 
п 1+1 

о 

1 1 1 
ln2= 1--+---+ ... 

2 3 4 
1 

, , , + (- l)n-1 _I + (- 1)" s t"d/ . (19) 
п 1 +1 

о 

В равенстве (19) справа сумма первых п слагаемых яв
ляется частичной суммой Sn ряда (17). Запишем {19) 
в виде 

1 

~ tndJ 
ln2-S = {-1)" -. 

п 1 +t 
о 

tn 
Так как при О< t< 1 --< tn, то 

1 +t 
1 1 

1 {- 1)" s tn d/ 1 = s t" d/ <" 
1 +t 1 +t 

о о 

1 

< St" dt = ~1 1 = - 1--+0 при n-+oo. 
п+I о п+I 

о 

{20) 

Отсюда заключаем, что интеграл в правой части (20) 
стремится к нулю при п-оо, а следовательно, limS"= 

n-
= Jn 2, что и означает справедливость равенства ( 18). 

Получим теперь разложение функции arc tg х. Под
ставляя в (15) -t' вместо х и интегрируя по t от О до 
х, будем иметь 

х8 ж' zllt+l 
arctg х = х - - + - - " . + (- 1)" + .•. 

3 5 2n+I 
{21) 

Равенство (21) справедливо при 1х1<1. Однако можно 
показать аналогично предыдущему, что оно верно и 

ДЛЯ Х= ±1. 
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В заключение заметим, что степенные ряды имеют 
самые разнообразные приложения. С их помощью, на
пример, с любой задаflной точностью вычисляют значе
ние функций, в частности вычисляют значения таких чи
сел, как п и е. С помощью степенных рядов вычисляют 
приближенные значения определенных интегралов, ко
торые или не выражаются через элементарные функции, 
или слишком сложны для вычислений. Так, например, 

11 . s sinx интеграл -"- dx не берется в элементарных функци-
о 

sin х 
ях, так как первообразная функция -- .не является 

х 

элементарной функцией. В то же время эта первооб
разная легко выражается в виде суммы степенного ря

да. Действительно, так как 

• х1 х& х' 
SIDX=X- -+-·--+ 

31 61 71 

то, умножая этот ряд на -1-, получим 
х 

~=1-~+~-~+ 
" 31 51 71 

. . . ' 

.. • . ' 
причем последний ряд сходится при любом х. Интегри
руя его Почленно от О до а, получаем 

11 

S sin"x dx = а _ _.!!___ + __!!_ _ _!!__ + 
х 31·3 Бl·Б 71·7 

о 

С помощью этого равенства можно при любом а с лю
бой степенью точности выч~rслить данный интеграл. 

Наконец, значительное место отводится степенным 
рядам в при6лиженных методах решений диффе.ренци· 
альных уравнений. 

§ 6. Комплексные ряды 

J. Краткие сведения о комплексных числах. Определе
ние комплексного числа и ero геометрический смысл. 
Комплексным числом z называется упорядоченная пара 
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вещественньtх чисел (х; у), т. е. z= (х; у). При этом х 
называется вещественной частью, а у - мнимой частью 
комплексного числа. 

Геометрически комплексное число z= (х; у) изобра
жается на плоскости Оху или точкой М с координатами 

(х; у), или вектором ОМ, проекции которого на осн Ох 
и Оу соответственно равны х и у (рис. 95). Плоскость 

о 

Оху в этом случае называется 
условно комплексной плоскостью. 

Н(х;у) Комплексное число вида (х; 
z={XiY) О) отождествляется с веществен-

ным чис.лом х, т. е. (х; О) =х. 
Это позволяет рассматрив·ать 

Рис. 95 

х множество всех вещественных 

чис.ел как подмножество мно

жества комплексных чисел. На 
комплексной плоскости вещест
венные числа изображаются точ-
ками на оси Ох, которая называ
ется вещественной осью. 

Комплексное число (х; у) при 
y=FO называется мнимым. Мнимое число (О; у) называ
ется чисто мнимым и символически обозначается z=iy. 
Чисто мнимое число (О; 1) называется мнимой единицей 
и обозначается буквой i, т. е. i= (О; 1). Чиото мнимые 
числа на комплексной плоскости изображаются точками 
на осн Оу, которая называется мнимой осью. 

Два комплексных числа z1 =1 (х1; У1) и z2= (х2; У2) 
называются равными, если х1 =Х2, у1 =у2. Отсюда век
торы, изображающие равные комплексные числа, также 
равны между собой. Комплексное число 0= (О; О) назы
вается нулем. 

Действия над комплексными числами. Определим ал· 
гебраические действия над комплексными числами. 

Суммой комплексных чисел z1 = (х1; У1) и Z2= (х2; 
У2) называется комплексное число z вида 

z= (х1+х2; 111+У2). 

Произведением комплексных чисел z1 = (х1; У1) и 
z2 = (х2; У2) называется комплексное число z вида 

z= (х.~-У1У2; X1Y2+X21J1). 
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Действие вычитания комплексных чисел определяет
ся как действие, обратное сложению, т. е. число z иа
.зывается разностью чисел z1 и z2, если z+z2=Z1. Из 
этого определения вытекает, что комплексное число z 
вида 

Z= (Х1-Х2; У1-У2) 

является разностью комплексных чисел z1 = (х1 ; У1) и 
Z2 = (Х2; У2) • 

Действие деления комплексных чисел определяется 
как действие, обратное умножению, т. е. число z назы
вается частным чисел z1 и z2*0, если Z·Z2=Z1. Из это
го определения вытекает, что комплексное число z 
вида 

( 
%1%1 + !/1!11 X1Z1 - Х1У1 ) 

Z= 2 2 ; 2 . .2 
.Х2 + 112 .Х2 + 112 

является частным комплексных чисел z1 = (х 1 ; у 1 ) и 
Z2= (Х2; У2). 

В действиях с комплексными числами особую роль 
играет мнимая единица i = (О; 1). Умножая ее саму на 
себя (т. е. возводя ее в квадрат), получим в силу оп
ределения произведения комплексных чисел: (О; 1) · (О; 
1) = (-1; О) =-1, т. е. i2=-l. Заметив это, мы можем 
любое комплексное число z= (х; у) представить в виде 

z='(x; у)= (х; О)+ (О; у)= (х; О)+ (у; О) -(О; 1) = 
=x+iy (1) 

и производить над комплексными числами действия по 
обычным правилам алгебры многочленов. Запись ( 1) 
называется алгебраической формой комплексного чис· 
ла. 

l(омплексное число i= (х; -у) =x-iy называется 
комплексно сопряженным числу z= (х; у) =x+iy и 
изображается на комплексной плоскости точкой, сим
метричной точке z относительно оси Ох. 
Пр и м ер. Найти произведение сопряженных чисел 

z=x+iy и i=x~iy. 
Решен не. Имеем: 

Z·i= (x+iy). (x-iy) =xx+ixy-iyx+yy=x2+y2. 

Тригонометрическая форма комплексного числа. Вве
дем на комплексной плоскости Оху полярную систему 
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координат так, чтобы полюс находился в начале О пря· 
моугольной системы, а полярная ось была направлена 
вдоль положительного направления оси Ох (рис. 96). 
Рассмотрим комплексное число z=x+iy. Воспользовав
шись формулами х=р cos ер, у=р sin ер, связывающими 

полярные и прямоугольные коорди-

!/ паты, получим так называемую 

тригонометрическую форму записи 
комплексного числа z=x+iy: 

z=p (cos ep+i sin ер). 

Число р называется модулем, 
о " а число ер - аргументом комплекс

ного числа z и обозначаются 
р= lzl, ep=Arg z. Отметим, что ар-

Рис. 96 гумент ер определен неоднозначно, 
а с точностью до слагаемого 2л:n, 

где n=O, ±1, ±2, ... , а модуль имеет определенное зна
чение: 

Р = 1z1 = 1ОМ1 = V х• +у•. 
Значение аргумента, удовлетворяющее неравенствам О<: 
<ep<2n, называется главным и обозначается ep=arg z. 
Следует заметить, что аргумент комплексного числа z= 
=0 не определен, а его модуль равен нулю. 
Пр им ер. Представить в тригонометрической форме 

следующие числа: 1) z = 2 + l2VЗ; 2) z=5; 3) z=i. 
Р е ш е ни е. 1) Для числа z = 2 + i 2 VЗ имеем 

х= 2, и =2VЗ. 
1/ % 1 . g 

р=, (2)• +(2V3)2 =4, caiq>=p-=т· sшер=р-= 
_д 
- 2 • 

Этим значениям косинуса и синуса соответствует значе· 
ние аргумента ep=n/3. Следовательно, 

z = 2 + i 2УЗ = 4 ( caJ ; + lsin ; ) • 

2) Для числа z=5 имеем х=5, у=О, р=5, cos ер= 1, 
sin ер=О. Таким образом, 

z=5=S(cos O+i sin О). 
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З) Для числа :z=i имеем х=О, у= l, р= l, cos ср=О, 
sin ер= 1. Следовательно, 

z=i= 1 · (cos n/2+i siп п/2). 

В тригонометрической форме удобно производить 
действия умножения и деления комплексных чисел. 
Пусть z1 =p1 (coscp1+isiпcp1) и z2=p2(coscp2+isincp2). 
Тогда 

z=p(coscp+isiпcp) =Z1·Z2= 
=р1 (cos ч>1+i sinq>1) ·p2(cos ч>2+i sincp2) = 

=р1 · p2[cos q>1 cos cp2+i cos q>1 sin ч>2+ 
+i sin ср1 cos cp2-siп q>1 sin q>2] = 

=p1p2[cos ( ср1 +Ч>2) +i sin (ср1 +11'2) ]. 

Таким образом, 

т. е. при умножении комплексных чисел их модули пе· 

ремножаются, а аргументы складываются. В случае де
ления комплексных чисел при p2 ::;l=O имеют место со
отношения 

р=р1/р2, q>=q>1-q>2. 

В частности, если перемножаются п равных комплекс
ных чисел, то zn=pn(cosп<p+isinпcp). Если положить 
р= 1, то получим формулу 

(cos cp+i sin ер) n=cos п чi+i sin п q>, 

называемую формулой Муавра*. 
Предел последовательности комплексных чисел. Те

ория пределов, рассмотренная нами ранее для последо-

вательностей вещественных чисел, обобщается и на 
случай последовательностей комплексных чисел, при 
этом многие определения, связанные с предельным пе

реходом, полностью повторяются. 

Рассмотрим последовательность комплексных чисел 
Z1, Z2, ... , Zn, ... , rде :Zn=(xn+iYп) (п= 1, 2, ... ). 

• Муавр Абрахам де (1667-1754) - анrлиАскиl! математик, 
француз по происхожде1;1ию. 
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Комплексное число a=xo+iYo называется пределом 
последовательности {zn}, если для любого г>О сущест
вует номер N такой, что при n>N выполняется неравен
ство \zn-al <s. Последовательность {zn} в этом слу
чае называется сходящейся к числу а, что записывает
ся в виде lim Zn =а или Zn-a при п-оо. ,._ 

Геометрически это означает, что для любого г>О, 
начиная с некоторого номера N, зависящего от г, все 
элементы последовательности {zn} попадут в круг ради
уса в с центром в точке а, и точки Zn с возрастанием п 
будут неограниченно приближаться к точке а, так как 

1 z11 -al = \ (хп -хо) + l (у11 - Уо) 1 = 
= V (х11 -хо)1 + (у11 - У0)1 = Р (М11 ; М0) < г, 

где р (М11, М0) есть расстояние между точками Мп (xn; Yn) 
и М0 (х0 ; у0), т. е. между точками, изображающими ЧИ·С· 
ла Z11 и а. 

Поскольку каждое комплексное число Zn есть упо
рядоченная пара вещественных чисел (xn; Yn), то по
следовательности {zn} соответствуют две последователь
ности вещественных чисел {xn} и {Yn}, составленные 
соответственно из вещественных и мнимых частей эле
ментов Zn последовательности {zn}. 

Имеет место следующая 
Те о р е м а 14.18. Необходимым и достаточным ус

ловием сходимости последовательности {zn} = {xn+ 
+iYn} является сходимость последовательностей веще· 
ственных чисел {xn} и {Yn}· 

Доказательство. Необходимость. Пjсть zn-a= 
=xo+iyo. Тогда для любого s>O. lxn-Xo < lzn-al < 
<в, \Yn-Yol < \zn-al <е при n>N и, следовательно, 
Xn-Xo И Yn-YO· 

Достаточность. Пусть Xn-Xo, Yn-Yo и пусть а= 
=xo+iy0• Тогда из соотношения 

1 Z11 - а 1 = V (х11 - Хо)1 + (У11 - Уо)1 
следует, что Zn-a при n-+-oo 8 

Доказанная теорема позволяет перенести основные 
результаты из теории пределов для последовательностей 
вещественных чисел на последовательности комплекс

ных чисел. 
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2. Числовые ряАы с: комппекс:ными членами. Соста
вим ряд из комплексных чисел 

• 
Z1 + Z1 + . . . + Zn + . . = 1: z", (2). 

11-=1 

где Zn=Xn+iYn· Ряд (2) называется сходящимся, если 
сходится последовательность {Sn} его частичных сумм 

Sn=z1+z2+ ... +zn = (f х11) + i (f У11) при n-+oo, 
sr-1 к-1 

а предел S = lim S 11 называется суммоа ряда. 
. /\-

Ряду (2) с комплексными членами соответствует два 

"" " 
вещественных ряда I: х11 и 1: у11 • Так же, как для по-

11-1 n-=I 
следовательности комплекеных чисел (см. теорему 14J8), 
легко показать, что для сходимости ряда (2) необходи-. "" 
мо и достаточно, чтобы сходились ряды 1: хп и r Уп· 

п-1 n-1 

При этом если . "" . 
~ Х11 = S' И L Уп = ~. ТО S = L %11 = S' + iS''. 
n-1 11 ... 1 n=I 

Для изучения сходимости ряда (2) полезна следую
щая 

Теор е м а 14.19. Пусть дан ряд с комплексными 
членами 

00 

Z1 + Zs + . . . + Z11 + . . . = I: Z11• (3) 
11=1 

Тогда если сходится ряд, составленный из модулей v~е
нов ряда (8) 

00 

1Z11 + 1 z, \ + · · • + 1Z11 1 + · · = ~ 1Z11 1 , (4) 
n=I 

то сходится ряд (3). 
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До к аз а тел ь ст в о. Пусть z11 =xn+iYп, тогда 

1 z11 / = V х; +у; и, очевидно, что lx11 1 ~ V х; + !Рп , 
1У11 1 < V х~ + ~ . Отсюда в силу признака сравнения 

рядов с вещественными членами (см. теорему 14.6) из 
сходимости ряда (4) вытекает, что неотрицательные ря-

00 00 

ды ~ 1х"1 и Е 1 !J,. I сходятся. Следовательно, сходят-
11,..1 п ... \ 

00 С11 

ся, н притом абсолютно, ряды I: х11 и I: у11 , а этого 
n-1 11-1 

достаточно для сходимости ряда (3) 8 
Если ряд (4) сходится, то говорят, что ряд (3) схо

дится абсолютно. 
Доказанная теорема позволяет применять при ис

следовании сходимости рядов с комплексными члена

ми все достаточные признаки сходимости рядов с не

отрицательными вещественными членами. 
Пр им ер. Исследовать на сходимость ряд 

00 

~ (1+1)11 • 
~ nl 

Реш е н и е. Данный ряд сходится абсолютно, так как, 
применяя к ряду, составленному нз модулей его членов, 
признак Даламбера, получим 

1. IZnнl 1. 11+1111+1.nt 1. 11+11 1m -- = 1m = tm -
11-+ОО l 2'tJ] 11-+оо (n'+ 1)111+i111 11~ п + 1 

1. i 11 + 11 у2 = 1m = lim--=O< 1. 
11-+ОО п + 1 11-+ОО п + 1 

З. Степенные ряды с комплексными членами. Ряд 
вида 

00 

+ ... = I: а11 (z-a) 11 , 

11=0 

(5) 

где z - комплексная переменная, an - комплексные 
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числа, а - некоторое комплексное число, называется 

степенным рядо1tt. 
Как и для вещественных чисел, мы ограничимся рас

смотрением степенных рядов вида -а0 + a1z + a2zl + . . . + ant' + . . . = !: а~. (6) 
п-0 

Ряд (5) приводится к виду (6) с помощью подстановки 
z-a=t. 

Для определения области сходимости степенного ря· 
да (6) используется теорема Абеля (см. теорему 14.11), 
которая формулируется и до·· 
казывается аналогично веще

ственному случаю. Приведем 
формулировку теоремы. 

Теорема 14.20. 1) Если 
степенной ряд (б) сходится 
при Z=Zo (zo*O), то он схо
дится, и притом абсолютно, 
для всех z, удовлетворяющих 
условию 1z1 <· 1zo1 ; 2) если ряд 
(6) расходится при z=z1, то он 
расходится для всех z, удовле
творяющих условию 1z1 > 1 z1 1. 

Рассмотрим геометричес- Рис. 97 
кое .истолкование теоремы 

Абеля. Если z0 - точка сходимости ряда (6), то во 
всех точках, расположенных внутри круга радиуса /z0 / 

с центром в начале координат, ряд сходится абсолютно, 
а если z1 - точка расходимости, то во всех точках, рас

положенных вне круга радиуса 1z11 с центром в начале 
координат, ряд расходится (рис. 97). 

Аналогично тому, как это было сделано для сте
пенных рядов в вещественном случае, можно устано

вить вид области сходимости ряда (6). 
Теорем а 14.21. Если ряд (6) сходится не при всех 

значениях z, то существует число R>O такое, что ряд 
абсолютно сходится при 1z1 <R и расходится при 1z1 > 
>R. 

Доказательство теоремы аналогично доказательству 
теоремы 14.12. Круг на плоскости комплексного пере
менного z с центром в начале координат и радиусом R 
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называют кругом сходимости степенного ряда (6), а 
число R - радиусом сходимости. На границе круга схо· 
димости ( / z 1 = R) вопрос о сходимости ряда решается, 
как и в вещественном случае, дополнительным исследо

ванием. 

Если степенной ряд (6) сходится только в точке Z= 
=0, то полагают R=O, если же ряд сходится при лю· 
бом значении z, т. е. во всей комплексной области, то 
полагают R = оо. 

Радиус сходимости можно находить так же, как и в 
вещественном случае. 

П р и м е р. Найти радиус сходимости степенного -ряда~..!!..... 
~ nl 
п-1 

Решение. Находим 

R = lim lE!!.L = lim (n + l)I = lim (п + 1) = оо, 
n-+oo l ai.+1 1 n-+oo n\ n-+oo 

следовательно, ряд сходится при любом значении z. 
Рассмотрим ряд 

00 

f (z) = ао + a1z + a,zZ + . . . + a"z" + . . . = r anz". (7) 
n=O 

Очевидно, внутри круга сходимости ряда (7) его сум
ма f (z) есть функция комплексной переменной. Такие 
функции, т. е. функции, представимые в виде степенных 
рядов, называются аналитическими. Таким образом, мы 
пришли к понятию· функции комплексной переменной. 
Изучение таких функций выходит за рамки данного 
курса. 

4. Формулы Эйлера*. В заключение данного параг
рафа с помощью степенных рядов установим две форму
лы, которые будут нам полезны в дальнейшем. 

В § 5 было получено разложение функции еж в сте
пенной ряд, сходящийся прн любом значении х: 

• Эllлер Леонард ( 1707-1783) - нзвестныА математик, меха
ни.к, физик .и астроном, член Петербург~:коА Академии наук, боль
шую часть жизни провел в России, по происхождению швейцарец. 
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х х3 xn 
еж= 1 + - + - + " . + - + . . . (8) 

11 21 nl 

Если в нем вещественную переменную х заменить комп
лексной переменной z, то получим ряд по степеням z: 

z zZ zn 
1 +-+-+ ... +-+ ... , 

11 21 nl 

сходящийся, как это следует из только что рассмотрен· 
ного примера, при всех значениях z. Обозначим его сум
му через ez. Таким образом, по определению для лю
бого комплексного числа z 

z z' ez=l+-+-+ . 
11 21 

ztl . +-+ ... 
nl 

(9) 

Естественно сумму ряда (9) назвать показательной 
функцией комплексной переменной z, так как при веще
ственных значениях z (z=x) сумма ряда равна ех. 

Аналогично определяются тригонометрические функ
ции sin z и cos z комплексной переменной z: 

• . zl z& " zln-1 
S1П Z = Z - - + - - . . . + (- 1) -1 + ... , ( 10) 

ЗI 51 (2п -1)1 

zl z4 zl11 
cos z = 1 - - + - - ... + (- 1)11 - + " . ( 11) 

21 41 (2n)I 

Между показательной функцией ez и тригонометри
ческими функциями sin z и cos z существует простая 
связь. Подставим в (9) iz вместо z и сгруппируем от
дельно в ряде все слагаемые, содержащие множитель i, 
и отдельно - не содержащие множителя i: 

;sz ·11 ·•z& ·ss 
e1z= 1 +iz + ~ +...:.:..._ +-'-+~ +". = 

21 31 41 51 

= 1 +iz-Ё--i~ +~ + i~- .. . = 
21 31 41 51 

~ ( 1- ;~ + : - ... ) + i (z- ;: + : - . 

Сравнивая полученный результат с формулами 
(11), получаем 

sз:z 

. ) . 
(10) и 

(12) 



Дал.ее, подставляя в (9) -iz вместо z, получим 
e-iz = cos z-i sin z. ( 13) 

Формулы (12) и (13) называются формулами Эйлера. 
Они устанавливают связь между показательной и три
гонометрическими функциями комплексной переменной 
z. Если почленно сложим и вычтем равенства (12) и 
(13), то получим другую запись тех же формул Эйлера: 

elz + e-lz , elz _ e-lz 1 
COSZ = ' SIПZ = ---2 • 2l 

Таким образом, функции ez, sin z, cos z тесно связа
ны. 

Заметим, что при z=x (х - вещественная перемен
ная) определенные выше функции комплексной пере
менной совпадают соответственно с функциями еж, sin х 
и cos х вещественной переменной. 

§ 7. Ряды Фурье 

1. ТригонометрическиА ряд и его основные свойства. 
Ряд вида 

~ +a1 cosx +b1 sinx +a2 cos2x +b2 sin2x + ... + 
2 

+a11 cosnx + bnsinnx + ... = 
00 

= ~ + Е (апсоsпх + bnsinnx) 
n-1 

(1) 

называется тригонометрическим рядом. Числа а0, а 1 , 
Ь1, а2, Ь2, "., an. bn, ". называются коэффициентами три
гонометрического ряда. 

В отличие от степенного ряда, рассмотренного ранее, 
в тригонометрическом ряду вместо простейших функ
ций - степеней х: l, х, х2 , .", xn, ". выбраны другие функ
ции - тригонометрические: 

1/2, cos х, sin х, cos 2х, sin 2х, ... , cos пх, siп пх, .",, (2) 

которые также являются достаточно простыми и хорошо 

изученными. 
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Прежде всего отметим, что все функции системы (2) 
являются периодическими с периодами 2п. В самом де
ле, 1/ 2 имеет любой период, а период функций sin пх и 
cos пх (n= 1, 2, ".) равен 2п/п• и, следовательно, число 
2n=n(2n/n) также является их периодом. Очевидно, 
что каждый член тригонометрического ряда (1) явля
ется периодиче~кой функцией периода 2n. Но тогда и 
частичная сумма ряда ( 1) должна быть 2п-периодична 
(если все члены ряда не меняются от замены х на х+ 
+2п, то и сумма его не меняется от этой замены). От
сюда следует, что если ряд (1) сходится на отрезке [-п, 
n], то его сумма, будучи пределом периодической ча
стичной суммы, является периодической функцией f (х) 
с периодом 2п. Поэтому тригонометрические ряды осо
бенно удобны при изучении периодических функций, 
математически описывающих различные периодические 

процессы, происходящие в природе и технике. Примера
ми периодических процессов могут служить колебатель
ные и вращательные движения различных деталей ма
шин и приборов, периодическое движение небесных тел 
и элементарных частиц, акустические и электромагнит

ные колебания и многие другие. 
Другим важным свойством функций системы (2) яв

ляется их ортогональность на отрезке [-n, n] в следу
ющем смысле: интеграл по отрезку [-n, n] от произ
ведения любых двух различных функций этой системы 
равен нулю, а интеграл по отрезку [-n, n] от квадрата 
любой функции этой системы отличен от нуля. 

Действительно, 

n n n 

5 -~ coskxdx = -~-sinkx =0; J +sinkxdx = 
-n -n -ic 

=- - 1-coskxl "=О. 
2k -n 

(3) 

Далее, 

n n 

S coskx·cosnxdx = + J [cos (k + п)х + cos (k-n) х] dx=-- -
• Действительно, sln [ п (" ± 2nn ) ] = sln (ш ± 2n) = sln 11%. 
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1 {s/n (k+ п) х + sin (k-n) х] п О k~ = - = при т-n. 
2 k+n k-n -п 

(4) 

Аналогично находим 

" п > J sinkx·sinnxdx =О, J sinkx·cosnxdx =О при k= п. 
~ ~ < 

(5) 
Наконец, 

п п J cos2 kxdx = + S (l + cos2kx)dx = 
-п -п 

=- Х +-SIП.иц =rt, 1 [ 1 . 1")1.-] п 
2 2k -п 

п п 

S sin2 kxdx = + S (l -cos2kx)dx = (6) 
-п -п 

= - Х--SIПиц =rt, 1 [ 1 . 1")1.-] п 
2 2k -п 

ё ( 1 ) 8 1 J 2 dx=4x 

п 

~ =-. 
2 

-п -п 

что и требовалось. 
2. Ряд Фурье. Аналогично степенному ряду для три

гонометрического ряда имеет место следующая 

Теорем а 14.22. Если функция f(x), определенная 
и непрерывная на отрезке Г-л, л], разлагается в три
гонометрический ряд 

00 

f (х) = ~ + I: (а" cos пх + ь" sin пх), (7) 
11-1 

который можно интегрировать почленно, то это разло
жение единственно. 
До к а з ат ел ь ст в о. Интегрируя (7), получим 

Lf(x)dx - ~ L dx + ~ [а. L coonxdx +ь{•innxdx ]· 
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откуда, с учетом (3), находим 
1 11 

ао =-;- J f (х) dx. 
-11 

(8) 

Для нахождения коэффициента а11. при cos kx (k - на
туральное число) умножим равенство (7) на cos kx и 
проинтегрируем по х от -n до n. Тогда в силу (3) -
(6) получим 

11 11 

j f(x)coskxdx= ~ S coskxdx+ 
-11 -11 

+ ~ [а. L cos k . ..coS пх d!: + Ь. L cos kx. sin пх d!:] -
" = akf,oos2kxdx= ak1t, 

откуда _" 
1 11 

а"= -;- J f (х) cos kx dx. (9) 
-11 

Аналогично, умножая равенство (7) на sin kx и интег
рируя в пределах от -п до п, на основании (3)-(6) 
получим 

п J f (х) sin kx dx = ь. п, 
-11 

откуда находим выражения для коэффициентов Ь11.: 

1 п 
ь"=-;-s f(x)slnkxdx. (10) 

-11 
Таким образом, свободный член ао ряда (7) и его 

коэффициенты а11. и Ь11. определяются единственным об
разом формулами (8)- ( 10), что и доказывает теоре
му 8 

Эта теорема дает основание ввести следующее 
Определение. Пусть f(x) - функция, определен

ная и интегрируемая на отрезке [-п, п]. Тогда числа 
ао. an, Ьn. найденные по формулам (8)-(10), называ
ются коэффициентами Фурье, а ряд ... 

~ + I (an cos п.х + bn sin пх) 
2 n-1 

536 



с этими коэффициентами называется рядоJ.t Фурье• 
функции f(x). 

З. Сходимость ряда Фурье. Естественно возникает 
вопрос, является ли ряд Фурье сходящимся, и если он 
сходится, то каким условиям должна удовлетворять 

функция f(x), породившая этот ряд, чтобы он сходил
ся к самой этой функции? 

Аналогичный вопрос ставился при изучении степен
ных рядов. 

Ответ на поставленный вопрос дает следующая 
Теорем а 14.23. Пусть функция f(x) и ее производ

ная f'(x) - непрерывные функции на отрезке [-n, л:] 
или же имеют на нем конечное число точек разрыва 1-го 
рода. Тогда ряд Фурье функции f(x) сходится на всей 
числовой прямой, причем в каждой точке хе (-n, п), 
в которой f(x) непрерывна, сумма ряда равна f(x), а в 
каждой точке х0 разрыва функции сумма ряда равна 

f (Хо-)+ Г<.tо +> 
2 

где f (х0 -) = lim f(x) и f(xo +) = lim f (х). 
1t-+1to- (. :tt-+:tto+ 

Наконец, на концах отрезка [-л:, n] сумма ряда равна 

f (- n) + f (n) 

2 

Доказательство теоремы опускается. 
4. Ряды Фурье для четных и нечетных 

Пусть функция f (х) определена на отрезке 
является четной, т. е. f(-x) =f(x). Тогда ее 
енты Фурье bn равны нулю. Действительно, 

функций. 
[-n, n] и 
коэффици-

n [о Ьп =-!;-S f(x)sinnxdx =-; J f (x)sinnxdx + 
- -п 

+ I f (x)sinnxdx]. 

• Фурье Жан Батист Жозеф (1768-1830) - французский ма
тематик и физик. 
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В первом интеграле в квадратных скобках сделаем за
мену переменной. Положим x=-t. Тогда dx=-dt; если 
х=-п, то t=n; если х=О, то t=O. Пользуясь четностью 
f (х) и нечетностью синуса, получим 

о о J f (х) sin пх dx = - J f (- t) sin п (- t) dt = 

-п " 
" =-Jf(t)sinntdt. 
о 

Следовательно, 

Ь,, = - - J f (t) sin nt dt + J f (х) sin пх dx =О, 1 [ " 1'1 ] 

п ~ о 

так как определенный интеграл не зависит от обозначе
ния переменной интегрирования. 

Аналогично, пользуясь четностью f (х) и четностью 
косинуса, получим следующие выражения для коэффи
циентов an: 

2 " 2 1'1 
а0 = - f f (х) dx, ап = -J / (х) cosnxdx. (11) 

п о п о 

Пусть теперь функция f (х), определенная на от-
резке [-n, п], нечетна, т. е. f(x) =-f (-х). Тогда, ис
пользуя рассуждения, ~налогичные приведенным выше, 

можно показать, что в этом случае коэффициенты Фу
рье an равны нулю, а коэффициенты bn определяются 
выражениями 

2 1'1 

Ьп = -J f (х) sin nxdx. 
п о 

(12) 

Таким образом, если функция f (х) четная, то _ряд 
Фурье содержит только косинусы, а если функция f(x) 
нечетная - только синусы. Формулы ( 11) и ( 12) поз
воляют упрощать вычисления коэффициентов Фурье, 
когда заданная функция является четной или нечетной. 
Пример 1. Рассмотрим функцию f(x)=x. Эта 

функция удовлетворяет условиям теор~мы 14.23 и, сле
довательно, может быть разложена в ряд Фурье. Так 
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как она нечетная, то ее коэффициенты Фурье an=O, а 
bn находятся по формуле ( 12). Имеем 

2 п 2 [ 1 111 
Ьп = -; J х sin пх dx = -; - -;; х cos пх 

0 
+ 

1 п 1 2 
+ -J cosnxdxJ = (- t)n+i - . 

п о п 

Таким образом, получаем ряд Фурье данной функции 

Х = 2 ( sin х _ ~sln2x + sin 3х _ sin.4x + 
1 2 3 4 

+ . . . + (- l)n+i sin ;" + . . . ) . 

·Это равенство справедливо для любого ХЕ (-n, n). 
В точках х= ±n сумма ряда Фурье по теореме 14.23 не 
совпадает со значениями функции f (х) =х, а равна 

f (- п) + f (п) = -п + п =О. 
2 2 

Вне отрезка [-л:, n] сумма ряда имеет периодическое 
продолжение, график которого изображен на рис. 98, а. 

Q 

Рис. 98 

1 g 
1 
\ 

-J1r-23t-3l о 3f 28 ~:!f х 

5 

Пр им ер 2. Рассмотрим функцию f (х) =х2. Эта 
функция удовлетворяет условиям теоремы 14.23 и, сле
довательно, может быть разложена в ряд Фурье. Так 
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как она четная, то ее коэффициенты Фурье Ьn=О, а an 
находятся по формулам ( 11). Имеем 

2 п 2n3 2 ~ 
fa0 = - J Х2 dx = -- ; ап = - \ х2 cos пх dx = 

1t 3 1tи 
о о 

=- -- xsшnxdx = (-l)n-. 2 [ х' sin пх 111 2 sn . ] 4 
n п о n 0 n1 

Значит, ряд Фурье данной функции имеет вид 

x:i = ~ _ 4 (~ _ cos 2х + cos Зх _. . • ) • 
3 1 22 31 

Это равенство справедливо для любого хе:[-п, n], так 
как в точках х= ±n сумма ряда по теореме 14.23 сов
падает со значениями функции f (х) =-х2, ибо (f (-n) + 
+f(n) )/2= (n2+n2)/2=n2=f (n) =f(-n.). Графики функ
ции f (х) =х2 и суммы данного ряда Фурье изображены 
на рис. 98, б. · 

5. Ряд Фурье для функции с периодом 2/. В ряд 
Фурье можно разлагать функции, период которых отли
чен от 2п. 

Пусть f (х) есть периодическая функция с периодом 
21 (l - произвольное положительное число) и на отрез
ке [-L, lJ удовлетворяет условиям теоремы 14.23. Раз
ложим ее в ряд Фурье. 

Введем новую переменную s по формуле 
x=ISfn 

и. рассмотрим функцию <p(s) =fЩ,/п.) =f.(x). Покажем, 
что QJ (s) есть функция с периодом 2n. Из последнего ра
венства следует, что 

ер (6 + 2ri) = f [--!; (6 + 2n) J = f [ + 6 + 21 J = f (х + 21). 

Но Т1а1к к.а1к f(x) им-еет период 2/, то f (х+21) =f(x) = 
=icp (s). Следовательно, <р (s+2n) =<JJ (6), что и требова
лось показать. 

Таким образом, функция ер (s) определена на отрез
ке [-п., n] и удовлетворяет на нем условиям теоремы 
14.23, поскольку замена х новой переменной s линейна 
и не может привести i< нарушению требований теоремы. 
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Разложим функцию <р (~) на отрезке [-n, n] n ряд. 
Фурье: 

00 

q>(,)= ~ + L (апсоsп' +bnsinn~). (13) 
n=I 

где 

1 п 

Ьп = -;- J ер (~) sin п' d~. 
-п 

Вернемся теперь от ' обратно к старой переменной х: 
l п n 

х=-,, '=х-, d'= -dx. Тогда формула (13) 
п l l 

примет вид 

00 

йо ~ ( ппх . ппх ) f(х)=т+ ~ ancos-1-+bnsin-·-1- , 

nz=I 

(14) 

где 

1 1 1 1 ппх ао = - J f (х) dx; ап = -J f (х) cos - dx; 
l_, l_, l 

• s' . ппх Ьп =- f(x)sш--dx. 
l _, l 

Формула ( 14) и есть ряд Фурье для периодической функ
ции с периодом 2/. 

Пр им ер 3. Разложить в ряд Фурье функцию f (х) 
с периодом 2/, которая на отрезке [-l, /] задается фор
мулой f(x) = lxl. 

Решение. Так как функция f (х) = 1х1 - четная, 
то 

2s' 2 x'I' Ьп = О; ао = -1 xdx = -l . 2 о = l; 
о 
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1 [Jxsin~ 
а =- xcos--dx= -2 j" птсх 2 l 
п l l l птс о 

о 

- _l_ s' sin ппх dx] = ~cos~ 1 
-

n1t l n2 ТС1 [ 
о о ! О при п четном 

=~[(-l}n-1]= 41 
n1 тс1 - --· - при п нечетном. 

n1n 1 

Следовательно, ряд Фурье функции f (х) имеет вид 

lxl =--- cos - +-cos-- +-cos- + .... l 4l [ пх 1 Зтсх 1 Sтсх ] 
2 n• l 31 l 51 l 

Функция lxl удовлетворяет условиям теоремы 14.23, и 
полученное равенство справедливо для любого хе 
e[-l, l], а это значит, что ряд сходится на всей чис
ловой прямой и имеет своей суммой функцию, график 
которой изображен на рис. 99. 

у 

-41 -Зl -2/ -/ О 21 Jl 41 х 

Рис. 99 

В заключение заметим, что ряды Фурье имеют очень 
широкое применение как в теоретических исследовани

ях, так и в практических задачах. 

Глава XV 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 

В математике дифференциальные уравнения занима
ют особое место. Дело в том, что математическое иссле
дование самых разнообразных явлений, происходящих 
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в природе, часто приводит к решению таких уравнений, 
поскольку сами законы, которым .подчиняется то или 

иное явление, записываются в виде дифференциальных 
уравнений. 

Дифференциальные уравнения - это уравнения, в 
которые неизвестная функция входит под знаком про· 
изводной. Основной задачей теории дифференциальных 
уравнений является изучение функций, являющихся ре
шениями таких уравнений. 

Дифференциальные уравнения делятся на обыкновен· 
ные дифференциальные уравнения, в которых неизвест
ные функции являются функциями одной переменной, и 
на дифференциальные уравнения в частных производ· 
ных, в которых неизвестные функции являются функци
ями двух и большего числа переменных. 

Теория дифференциальных уравнений в частных про· 
изводных более сложна и изучается в полных или спе· 
циальных математических курсах. С элементами тео
рии обыкновенных дифференциальных уравнений мы 
познакомимся в настоящей главе. В дальнейшем, гово· 
ря о дифференциальных уравнениях, будем иметь в 
виду только обыкновенные дифференциальные уравне
ния. 

§ 1. Дифференциальные уравнения первого порядка 

Изучение теорин дифференциальных уравнений нач
нем с наиболее простого уравнения - с уравнения пер· 
вого порядка. 

1. Определение дифференциального уравнения пер
вого порядка 

Определение 1. Уравнение вида 

F(x. у, у') =0, (1) 

где х - независимая переменная, у - искомая функ
ция, у' - ее производная, называется дифференциаль
ным уравнением первого порядка. 

Если уравнение (1) можно разрешить относительно 
у', то его можно записать в виде 

y'=f (х, у). (2) 

Уравнение (2) называется уравнением первого поряд-
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ка, разрешенным относительно производной. Мы будем 
рассматривать именно такие уравнения. 

В некоторых случаях уравнение (2) удобно записать 
в виде dy/dx=f (х, у) или в виде f(x, y)dx-dy=O, яв
ляющемся частным случаем более общего уравнения 

Р(х, y)dx+Q(x, y)dy=O, (3) 

где Р (х, у) и Q (х, у) - известные функции. Уравнение 
в симметричной форме (3) удобно тем, что переменные 
х и у в нем равноправны, т. е. каждую из них можно 

рассматривать как функцию другой. 
Приведем примеры дифференциальных уравнений 

вида (2) и (3): 

у'=хе11, у'=(у·lпх)/х, у'=х+у, xdx+ydy=O и т. д. 

2. Решение уравнения. Задача Коши 
Определение 2. Решением дифференциального 

уравнения первого порядка называется всякая функция 
у=ср(х), которая при подстановке в уравнение обра
щает его в тождество. 

Так, например, функция у=х3 является решением 
уравнения Зу-ху' =О, т. е. при подстановке в уравне
ние обращает его в тождество: Зх3-х3х2 ::0. 

График решения дифференциального уравнения на
зывается интегральной кривой. 

Возникает вопрос, при. каких условиях уравнение 
(2) имеет решение. Ответ дает теорема Коши, назы
ваемая теоремой о существовании и единственности 
решения дифференциаJiьного уравнения (2) и явля
ющаяся основной в теории дифференциальных урав
нений. 

Теорема 15.1. (Теорема Коши}. Если в уравнении 
g'=f (х, у) функция f(x, у) и ее частная производная 
f' 11 (x, у) определены и непрерывны в некоторой области 
а плоскости Оху, то какова бы ни была внутренняя 
точка (х0 ; у0) области а, существует единственное ре
шение у=ср(х) данного уравнения, удовлетворяющее 
условию 

У= Уо при х= Хо. (4) 

Теорема принимается без доказательства. 
Геометрически теорема утверждает, что через каж

дую внутреннюю точку (хо; Уо} области G проходит 
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единственная интегральная кривая. Очевидно, что в об
ласти G уравнение (2) имеет бесконечное число раз
личных решеций. 

Условия (4), в силу которых функция y=q>(x) при
нимает заданное значение у0 в заданНJJй точке х0, назы
ваются начальными условиями решения и записываются 

обычно так: 

(5) 

Отыскание решения уравнения (2), удовлетворяюще
го начальным условиям (5), является одной из важней
ших задач теории дифференциальных уравнений. Эта 
задача называется задачей Коши. С геометрической 
точки зрения решить задачу Коши - значит из мно
жества интегральных кривых выделить ту, которая про

ходит через заданную точку (хо; Уо) плоскости Оху. 
Точки плоскости, в которых не выполняются условия 

тедремы Коши, называются особыми точками. Через 
каждую из них может проходить либо несколько интег
ральных кривых, либо ни одной. 

3. Общее и частное решения уравнения. Дадим те
перь два основных определения. 

Определен и е 3. Общим решением уравнения (2) 
в некоторой области G называется функция y=q>(x, С). 
зависящая от х и одной произвольной постоянной С, 
если она является решением уравнения (2) при любом 
значении постоянной С и если при любых начальных 
условиях (5) таких, что (х0 ; y0)e:G, существует един
ственное значение постоянной С=Со такое, что функция 
у=<р (х, С0) удовлетворяет данным начальным условиям: 
qi(xo. Со) =уо. 

О п р еде л е н и е 4. Частным решением уравнения 
(2) в некоторой области G называется функция у= 
=qi(x, С0}, которая получается из общего решения 
y=w(x, С) при определенном значении постоянной 
С=Со. 

Геометрически общее решение y=qi(x, С) представ
ляет собой семейство интегральных кривых на плоскости 
Оху, зависящее от одной произвольной постоянной С, 
а частное решение y=q> (х, С0) - одну интегральную 
кривую этого семейства, проходящую через заданную 
точку (хо; Уо). 

Иногда начальные условия (5) называют условиями 
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Коши, а частным решением - решение какой-нибудь 
задачи Кошй. 

Обратимся к примерам. 
Пр им ер 1. Рассмотрим уравнение у'= Зх2 • 
Данное уравнение является дифференциальным урав

нением первого порядка. Оно удовлетворяет всем усло
виям теоремы Коши, так как функции f(x, у) =3х2 и 
f'11 (x, у) =0 определены и непрерывны на всей плоскости 
Оху. 

Легко проверить, что функция у=х3+С, где С -
прризвольная постоянная, является общим решением 
данного уравнения во всей плоскости Оху. 

Ри1... !00 

Геометрически общее решение предст.авляет собой 
семейство кубических парабол у=х3+С. При различ· 
ных значениях постоянной С получаются различные ре· 
шения данного уравнения. Например, если С=О, то 
У=х3, ее.ли С= -1, то y=x3-l, если С=2, то 
у=х3+2 и т. д. 

Для решения какой-нибудь задачи Коши, т. е. отыс
кания частного решения, зададим любые начальные ус· 
ловия: Х=Х0, у=у0• Подставляя эти значения в общее 
решение у=х3+С вместо х и у, получим у0=х3о+С, 
откуда С=у0-х30, и соответствующее частное решение 
у=х3+g0-ХЭ0• Геометрически это означает, что нз се· 
иейства кубических парабол g=x3+C выбрана одна па
рабола, проходящая через заданную точку (х0; g0) 

(рис. 100). 
Пример 2. Рассмотрим уравнение у'= -у/х. 
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Данное уравнение есть дифференциальное уравнение 
первого порядка. Функции f(x, у)= -у/х и f'9 (x, у)= 
= -l/x непрерывны при х+О. Следовательно, во всей 
плоскости Оху, кроме осн Оу, данное уравнение удов
летворяет условиям теоремы Коши. Точки, лежащие на 
осн Оу, являются ~>собымн. 

Нетрудно проверить, что общим решением данногQ 
уравнения в областях у>О и у<О является функция 
у=С/х, где С - произвольная постоянная. При раз
личных значениях постоянной С: С= 1/2, С= -1, С= 1, 
С=2 и т. д. получаются различные решения. 

~~·1 
~~g 

Рис. 101 

Найдем частное решение, удовлетворяющее, IНЗiП!РИ
мер, начальным условиям Хо= 1, у0= 1. Имеем 1 =С/1. 
Отсюда С= 1 и искомое частное решение у= l/x. 

Геометрически общее решение данного уравнения -
семейство гипербол у= С/ х, каждая из которых изобра
жает частное решение данного уравнения. Задавая на
чальные условия х0= 1, Уо= 1, мы выделим из всего 
семейства ту гиперболу, которая проходит через точку 
(1; 1) плоскости Оху (рис. 101). 

Заметим, что через особые точки, лежащие на оси 
Оу, не проходит ни одна интегральная кривая. 

4. Геометрический смысл уравнения. Пусть дано днф
ференциал1>ное уравнение первого порядка y'=f(x, у) 
и пусть функция y=q>(x) есть решение данного уравне
ния. График решения есть непрерывная интегральная 
кривая, через каждую т~>чку которой· можно провести 
касательную. Из уравнения ~едует, что угловой коэф
фициент у' касательной к интегральной кривой в каж-
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дой ее точке (х; у) равен значению в этой точке правой 
части уравнения f (х, у). Таким образом, уравнение 
y'=f(x, у) устанавливает зависимость между координа
тами точки (х; у) и угловым коэффициентом у' каса
тельной к графику интегральной кривой в той же точке. 
Зная х и у, мы можем указать направление касательной 
к этой интегральной кривой в точке (х; у). 

Сопоставим каждой точке (х; у) интегральной кри
вой направленный отрезок, угловой коэффициент кото
рого равен f (х, у). Получим так называемое поле на
правлений данного уравнения, 
раскрывающее геометрический 
смысл дифференциального 
уравнения первого порядка. 

Итак, с геометрической 
точки зрения уравнение у'= 
= f (х, у) определяет на пло
плоскости Оху поле направ
лений, а решение этого урав
нения есть интегральная кри

вая, направление касатель

ной к которой в каждой точке 
совпадает с направлением по

ля в этой точке. 

Рис. 102 

Построив на плоскости поле направлений данного 
дифференциального уравнения, можно приближенно 
построить интегральные кривые и по их форме опреде
лить решения уравнения. 

Пр им ер 3. Рассмотрим уравнение у'=у/х. 
Функция f(x, у) =у/х не определена при х=О, сле

довательно, поле направлений для данного уравнения 
можно построить на всей плоскости, кроме оси Оу. 

В каждой точке (х; у) (x::;i6::0) угловой коэффи· 
циент у' касательной к интегральной кривой равен у/х 
и совпадает с угловым коэффициентом прямой, направ
ленной из начала координат в точку (х; у). На рис. 102 
изображено поле направлений данного уравнения. Оче
видно, что интегральными кривыми будут прямые 
у=Сх (С - произвольная постоянная), т. е. направ.пе
ние этих прямых всюду совпадает с направлением поля. 

Теперь перейдем к изучению методов нахождения ре
шений дифференциальных уравнений первого порядка 
Сразу отметим, что общего метода нахождения решений 

548 



не существует. Обычно рассматриваются отдельные 
типы таких уравнений, для каждого нз которых дается 
своА способ нахождения решения. 

5. Уравнения с разделяющимися переменными. 
Оп ред еле ни е 5. Уравнение вида 

y'=ft(X) f2(y), (6) 

где f1(x) и f2(y) - непрерывные функции, зависящие 
только от одного аргумента, называется дифференциаль
ным уравнением с разделяющимися переменными. 

Для отыскания решения уравнения (6) нужно, как 
говорят, разделить в нем переменные. Для этого заме
ним в (6) у' на dy/dx, разделим на f2 (y) (предполага
ется f2 (y) =FO) и умножим на dx. Тогда уравнение (6) 
преобразуется в уравнение 

dy/f2(Y) =ft(X)dx, (7) 

в котором переменная х входит только в правую часть, 

а переменная у - только в левую (в таком случае го
ворят, что переменные разделены). 

Предполагая, что функция y=q>(x) является реше
нием уравнения, и подставляя ее в (7), получим тож
дество. Интегрирование этого тождества дает соотно
шение 

S dy/f2(Y) = Sf1(x)dx+c, (8) 

где С - произвольная постоянная. 
Соотношение (8) определяет неявным образом общее 

решение уравнения (6). 
Пр им ер 4. Решить уравнение у'=у/х (сравните с 

примером 3). 
Р е ш е н и е. Данное уравнение есть уравнение вида 

(6), где f1(x) = 1/х и f2(Y) =у. Разделяя переменные, 
получим dy/v=dx/x. Интс;.грируя, бrдем иметь fdy/y= 
=fdx/x+lпjC1I. С1:#=О*, или ln ul=lпlx/+lп/C1/. 
Потенцируя, находим IYI = /C1/ lxl, что эквивалентно 
уравнению u=±C1x. Полагая ±С1 =С, окончательно 
получим 

• Для упрощения полученного решения мы обозначили произ
вольную постоянную через JnlC1I, что законно, так как JnlC1\ 
может принимать любое значение от -оо до +оо. 
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у=Сх (9) 

- общее решение данного уравнения, где С - произ
вольная п.остоянная, которая может принимать как по

ложительные, так и отрицательные значения, но С*О. 
Замет.им, однако, что у=О является решением уравне
ния, оно было потеряно при делении на у. Это решение 
можно включить в (9), если ~читать, что постоянная С 
принимает и значение С=О. Геометрически общее реше
ние (9) представляет собой семейство прямых, проходя
щих через начало координат. 

Пусть требуется выделить из общего решения (9) 
частное решение, уд.овлетворяющее начальным услови

ям: Хо= 1, у0=2. Подставляя эти значения в общее ре
шение (9) вместо х и у, получим 2=С· 1, отсюда С=2. 
Таким образом, искомое частное решение у=2х. 

6. Линейные уравнения 
Оп ред еле ни е 6. Уравнение вида 

y'+p(x)y=f(x), (10) 

где р(х) и f(x) - непрерывные функции, называется ли
нейным дифференциальным уравнением первого по
рядка. 

Название уравнения объясняется тем, что неизве
стная функuия у и ее производная у' входят в уравне
ние линеАно. т. е. в первой степени. 

Если J(x) ;;;;;;:0, то уравнение (10) называется линей
ным однородным уравнением. Если f(x) ФО, то урав
нение (10) называется линейным неоднородным урав
нением. 

Для нахождения общего решения уравнения ( 1 О) 
может быть применен так называемый метод вариации 
постоянной. 

Сначала находится общее решение линейного одно
родного уравнения 

у'+р(х)у=О, (11) 

соответствующего данному неоднородному ( 1 О). Урав
нение (11) - уравнение с разделяющимися перемен
ными. Разделяя переменные и интегрируя, будем иметь. 

dy/y= -p(x)dx, ln\g\ = -S p(x)dx+lnlCil· 
Отсюда, потенцируя, находим общее решение урав
нения (11): 
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с -J р(.с) dx 
У=± 1е , 

или 

у = сг J р (.с) dJ&' (12) 

где С= ±С1 - произмльная постоянная. 
Теперь с помощью (12) найдем общее решение ли

нейного неоднородного уравнения ( 10). Будем искать 
общее решение уравнения (10) в виде (12), где С будем 
считать не постоянной, а функцией от х (в этом смысл 
метода!), т. е. в виде 

Y=C(x)Гf P<X)dx, (13) 

где С(х) - новая неизвестная функция от х. Ч11обы 
найти функцию С(х) и тем самым решение в виде (13), 
подставим функцию ( 13) в уравнение ( 10). Получим. 

или 

С' (х) Г S Р (.с) dx - С (х) р (х) е- S Р lx> dx + 
+ р(х)С(х)Г J p(.c)dx =f(x), 

С' (х) = f (х) ef р(.с) dx. (14) 

Чтобы соотношение ( 13) было решением уравнеЮJЯ ( 10), 
очевидно, функция С(х) должна удовлетворять урав
нению ( 14). Интегрируя его, находим 

С (х) = J f (х) ef p(x)dx dx + С1 , 

где С1 - произвольная постоянная. Подставляя найден
ное выражение в соотношение (13), получаем общее ре
шение линейного уравнения (10): 

у(х) = С1Г J p(.c)d.c + Г J p(x)dx f f(x)eS p(.c)dx dx. (15) 

Заметим, что при решении конкретных примеров 
проще повторять каждый раз все приведенные выше 
выкладки, чем пользоваться громоздкой формулой ( 15). 

Пр им ер 5. Найти общее решение уравнения 
у'+3у=е2х. 

Решение. Данное уравнение является линейным. 
Здесь р(х) =3, f (х) =е2х. Решаем сначала соответ-
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ствующее однородное уравне}{ие у'+Зу=О. Разделяя 
переменные dy/y= -Зdх и интегрируя, находим 

lп/Уl=-Зх+Iп/С1/, или У=±С1е-3х=се-эх. 
Ищем общее решение данного уравнения в виде 
У= С (х) е-3х. Дифференцируя, нах()дим у'= С' (х) е-эх_ 
-ЗС(х)е-зх. Подставляя в данное уравнение выраже
ния для у и у', получаем 

С' (х) e-3z=e2x, с' (х) =e5z, или dC=e5zdx, 
откуда С (х) = 1/бе5х+с2, где С2 - произвольная посто
янная. Следовательно, общее решение данного уравне
ния имеет вид 

у=С(х)е-Зх= (1/5е5z+С2)е-Зх или у= 1/5е2z+С2е-.зх. 
7. Уравнение в полных дифференциалах 
Оп ред еле ни е 7. Уравнение вида 

Р(х, y)dx+Q(x, y)dy=O, (16) 
где левая часть представляет собой полный дифферен
циал некоторой функции F(x, у) в некоторой области 
G, называется уравнением в полных дифференциалах. 

Если уравнение ( 16) является уравнением в полных 
дифференциалах, то его можно записать следующим 
образом: 

dF(x, у)=О, 

где F(x, у) - такая функция, что dF(x, у) =Р(х, y)dx+ 
+Q(x, y)dy. Отсюда следует, что общее решение урав
нения (16) в неявном виде рпределяется уравнением 

F(x, у)=С, 
где С - произЩ>льная постоянная. Действительно, если 
у=ср(х) является решением уравнения (16), то 
dF(x, ср(х)) аО, т. е. F(x, ср(х)) =С, и, наоборот, для 
любой функции g=cp (х), обращающей в тождество 
уравнение F(x, у) =С, получим dF(x, ср(х))=О, т. е. 
у=ср(х) - решение уравнения (16). 

Таким образом, нахождение решения уравнения (16) 
сводится к отысканию такой функции F(x, у), диффе
ренциал которой равен Р(х, y)dx+Q(x, y)dy. 

Как известно (см. теорему 13.7), для того чтобы 
выражение Р(х, y)dx+Q(x, y)dy было ПJJлным диффе
ренциалом некоторой функции F(x, у), необходимо и 
достаточно, чтобы 

дР/ду=дQ/дх. (17) 
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Допустим, что условие ( 17) выполнено. Тогда су· 
ществует функция F (х, у) такая, что 

dF = дF dx + дF dy= Р(х, y)dx +Q(x, y)dy. 
дх ду 

Отсюда 

дF/дх=Р(х, у), дF/ду=Q(х, у). (18) 

Из соотношения дF/дх=Р(х, у) находим 

F(x, у)= S Р(х, y)dx+C(y), (19) 

где С (у) - произвольная функция от у. Теперь подбе· 
рем функцию С(у) так, чтобы выполнялось вт,ррое из 
соотношений (18). Для этого продифференцируем най 
денную функцию F(x, у) по у и результат приравняем 
Q(x, у): 

~ (J Р (х, у) dx) +С' (J/) = Q (х, у). (20) 

Из полученного уравнения (20) определяем С' (у) и, 
интегрируя, находим С (у). Подставляя найденную функ
цию С (у) в соотношение ( 19), получаем в не·явном виде 
общее решение уравнения (16). 

Чтобы выделить из общего решения частное, удов
летворяющее начальным условиям х=х0, у=у0, надо в 

общем решении F(x, у) =С х и у заменить начальными 
значениями. Т.Рrда C=F(xo, Уо), и F(x, у) =F(xo, Уо) 
будет искомым частным решением. 
П р и м е р 6. Найти общее решение уравнения 

(x+y+l)dx+(x-y2+З)dy=0 и выделить из него 
частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 

Xo=l, Уо=О. 
Решение. Здесь Р(х, y)=x+y+l, Q(x, у)= 

=х-у2+з. Так как 

д(х+u+l)/ду= l=д(х-у2+з)/дх, 

то выражение (x+u+l)dx+(x-y2+З)dy является пол
ныы дифференциалом некоторой функции F(x, у). 
Имеем 

F(x, у)= S Р(х, y)dx+C(y) =J(x+y+l)dx+C(y) == 
=х2/2+ху+х+С(у). (21) 
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Ищем функцию С (у) по формуле (20): 

~ (~ +ху + х +С(у)) =х-у1 + 3, 
ду 2 

С'(у) = -у2+з. dC/dy= -у2+3, dC= (-у2+З)dу, 

С(у) =J(-y2+з)dy+C1= -у3/з+зи+С1. 

Подставляя найденное С (у) в (21), получаем 

F(x, у) =х2/2+ху+х-у3/З+зу+С1. 

Данное уравнение принимает вид dF(x, у) =0, а его 
общее решение определяется уравнением 

F(x, у) =С2, или х2/2+хu+х-у3/З+зu+С1=С2. 

Объединяя произвольные постоянные С1 и С2 в одну, 
получаем окончательное уравнение, определяющее неяв

ным образом общее решение исходного дифференциаль
ного уравнения: 

Зх2+6ху+6х-2уэ+ 18у= С3• 

Найдем теперь значение постоянной С3 , при котором 
частное решение удовлетворяет заданным начальным 

условиям: 3· 1+6· 1·О+6·1----2·0+18·0=С3, отсюда 
Сз=9, и искомое частное решение определяется урав
нением 

Зх2+6ху+6х-2уз+ 18у=9. 

8. Приближенное решение дифференциальных урав· 
нениА первого порядка методом Эйлера. Мы познако
мились с несколькими из способов наХl>ждени·я точн1~1х 
решений дифференциальных уравнений первого поряд
ка. А как быть, если ни один нз них не приводит к цели 
или требует сложных вычислений? В таких случаях 
прибегают к приближенным методам решений уравне
ний. Здесь мы познакомимся с простейшим нз них, с 
так называемым методом Эйлера. 

Суть этого метода состоит в том, ЧТС1 искомая ин
тегральная кривая, являющаяся графиком частного ре
шения, приближенно заменяется ломаной. 

Пусть даны дифференцнальщ:>е уравнение 

y'=f(x, у) 
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и начальные условия у l.c-.c, = Уо· Найдем приближен
но решение уравнения на отрезке [х0, Ь], удовлетво
ряющее заданным начальным условиям. 

Разобьем отрезок [х0, Ь] точками х0<х1 <х2< .•. 
<Xn=b на п равных частей. Обозначим х1-х0= 
=Х2-Х1= ." =Xn-Xn-i=Лx. Через Yt обозначим приб

лиженные значения ис-

!/ 

о х, х, 

Рис. 103 

комого решения в точках 

Xi (i= 1, 2"", п). Прове
дем через точки разбие
ния х1 прямые (р-ис. 103), 
параллельные оси Оу, и 
последовательно продела

ем следующие однотип

ные операции. 

Подставляем значе-
ния Хо и Уо в правую 

X11"'/J х часть уравнения у'= f (х, 
у) и вычисляем угловой 
коэффициент у'=! (хо, Уо) 
касательной к интеграль-

ной кривой в точке (х0 ; у0). Для вычисления прибли
женного значения У1 искомого решения заменяем на от

резке [хо, х1] интегральную кривую отрезком ее каса
тельной в точке (хо; Уо). При этом получаем 

Y1-Yo=f (хо, Уо) (х1-хо), 

откуда, так как величины х0, Х1, у0 известны, находим 

Y1=Yo+f(xo, Уо) (х1-Хо), или Y1=Yo+f(xo, Уо)Лх. 
Подставляя значения х1 и У1 в правую часть урав

нения y'=f(x, у), вычисляем угловой коэффициент 
y'=f(x1, У1) касательной к интегральной кривой в точ
ке ( х1 ; У1). Далее, заменяя на отрезке [ Х1, х2] ните· 
гральную кривую отрезком ее касательной, находим 
приближенное значение решения у2 в точке х2 : 

Y2=Y1+f(x1, У1) (х2-Х1), или Y2=Y1+f(x1, У1)Лх. 
В этом равенстве известными величинами являются 
х1, Yi. х2, а У2 определяется через них. 

Аналогично вычисляем 

Уз=У2+f(х2, У2)Лх, 

Yn=Yn-1+/(Xn-1, У-s)Лх. 
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Таким образом, мы приближенно построили иско
мую интегральную кривую в виде ломаной и получили 
приближенные значения Yi искомого решения в точках 
х1 • При этом значения у; вычисляются по формуле 

y1=Y1-1+f (хн, Ун)дх (i= 1, 2, "., п). (22) 

Формула (22) есть основная расчетная формула метода 
Эйлера. Ее точность тем выше, чем меньше разность дх. 

Следует отметить, что степень точности метода Эйле
ра, в,ообще говоря, невелика. Существуют гораздо более 
точные метоцы приближенного решения дифференци
альных уравнений. С ними можно познакомиться в спе
циальных курсах. 

Пр им ер 7. Найти приближенное решение уравне
ния у'= у+х на отрезке [О, 1], удовлетворяющее на
чальным условиям Хо= О, Уо= 1, и вычислить у при 
X=l. 

Решение. Разделим отрезок [О, 1] на 10 равных 
частей точками х0=0, Х1=0, 1, х2=0, 2, "., х10= 1. 
Обозначим через У11 У2. "., У10 приближенные значения 
решения, которые будем некать по формуле (22). 
Имеем 

Y1=l+(l+O) ·0,1=1,1, 
У2= 1,1+ (l,l+O,l) ·0,1=1,22. 

Аналогично находятся остальные значения у, причем 
результаты вычисления удобно расположить в виде 
таблицы, заполняя последовательно одну строку за 
другой. 

Jt 11 , (Jt, 1/) л Jt 

%о=0 Уо= 1 0,1 
%1 =0,1 У1 = 1,1 0,12 
х1 =0,2 У1 = 1,22 0,142 
.ка= 0,3 У1= 1,36 о, 1662 
х,= 0,4 у,= 1,5282 0,1928 
Ха= 0,5 Уа= 1,7210 0,2221 
.к, =0,6 у,= 1,9431 0,2543 
%7=0,7 у,=2,1974 0,2897 
х. = 0,8 У•= 2,4871 0,3287 
".=0,9 У•= 2,8158 0,3715 
.ЖJо = 1 У10 = 3,1873 
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Второй столбец таблицы содержит приближенные 
значения у1 искомого решения данного уравнения на 

[О, 1], удовлетворяющего заданным начальным усло
виям. 

Приближенное значение функции у при х= 1: У10= 
=3,1873. 

Чтобы сравнить приближенный результат с точным, 
найдем точное решение данного уравнения при тех же 
начальных условиях. Так как уравнение линейное, то 
применяем метод вариации поС"ГОянной. Вначале нахо
дим общее решение однородного уравнения: 

dy/dx=y, dy/y=dx, lnlul=x+lnlCI, у=Се". 
Варьируем постоянную: у=С(х)е", у'=С'(х)е"+С(х)е" 
и, подставляя в данное уравнение, получим 

С' (х)е"+С(х)е"=С(х) е"+х, 
С'(х) =хе-", С(х) = -хе-"-е-.с+с1 , 

y=C1e"-x-I 

- общее решение данного уравнения. Подставляя вмес
то х и у начальные условия Хо= О, у0= 1, находим 
С1=2, и точное решение данного уравнения, удовлетво
ряющее заданным начальным условиям, у=2е"-х-1. 
Значение точного решения при х= 1 равно: у ( 1) = 
=2(е-1) ~3.4366. Сравнивая с приближенным значе
нием, видим, что абсолютная ошибка не больше 0,2293. 

9. Некоторые применения дифференциальных ура11-
нениА первого порядка. К дифференциальным уравне

N 

Рис. 104 

т 

Н>ИЯМ первого порядка при

водят различные задачи 

из физики. Основную труд· 
ность при решении таких 

задач представляет состав-

ление самих дифференци
альных уравнений. Здесь 
нет универсального метода. 

Каждая задача требует 
х индивидуального подхода, 

основанного на глубоком 
понимании соответствую

щего закона физики и 
умения переводить физи

ческие задачи на математический язык. 



Рассмотрим несколько таких задач. 
1°. Задача о прожекторе. Определить форму зерка· 

ла, обладающего тем свойством, чтобы все лучи, выхо
дящие из источника света, помещенного в точке О на 
оси вращения, отражались бы зеркалом параллельно 
этой оси. 

Для решения задачи будем рассматривать пщ:>ское 
сечение зеркала, проходящее через ось вращения. По
местим источник света в начале координат, и пусть ось 

вращения совпадает с осью Ох (рис. 104). Обозначим 
через а угол, образованный осью Ох и касательной AS 
в произвольной точке сечения М (х; у). Наша цель -
найти форму сечения, т. е. зависимость координаты у 
от координаты х: у=у(х). Ломаная ОМТ изображает 
путь луча, исходящегр из источника света в точке О и 
отражающегося в точке М от поверхности зеркала па· 
раллельно оси Ох. Проведем нормаль MN и опустим из 
точки М на ось Ох перпендикуляр МР. Так как 
LAMO=LTMS (угол падения равен углу отражения), 
имеем LOMN=LNMT=LONM. Следовательно, 
ЛNОМ - равнобедренный и поэтому ОМ= ON. Кроме 
этого, по построению LPMN=a. Можно переходить к 
составлению дифференциальног1> уравнения: 

ON=PN-PO, PN=ytga, РО= -х, 

0N=0M='fx2+y2, 

ON=ytg а+х="}'х2+у2. 

Учитывая геометрический смысл производной: dy/dx= 
=tg а, получаем для определения зависимости у от х 
дифференциальное уравнение первого порядка 

x+dy/dxy="}'x2+y2• 

Для нахождения решения уравнения преобразуем его 
следующим образом. Умножаем обе части равенства на 
2dx: 

2xdx+2ydy=2'fx2+y2 d~ или d(x2+y2) =2yx2+y2 dx. 

Подстановкой z=x2+y2 приводим уравнение к уравне· 
нню с разделяющимися переменными: 

dz=Zfzdx, 
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которое nреобразуется к виду 

z-t/2 dz= 2dx. 

Отсюда находим 

)'z=x+c. 
Заменяя переменную z ее выражением через х и у, по-
луча ем 

ух2+у2=х+с. 

Упр,рщая полученное уравнение возведением в квадрат 
обеих его частей, получаем 

Таким образом, искомая кривая - парабола с пара· 
метром р=С и вершиной, лежащей на расстоянии С/2 

влево от начала координат 

(рис. 105). Следовательно, 
искомая отражательная по

верхность параболоид 
вращения. 

с 2 х 2°. Задача о радиоактив-
""'_,L.14-~-'-~~-

ном распаде. Эксперимен-
тальным путем установле

но, что скорость распада 

радиоактивного вещества 

Рис. 105 прямо пропорциональна его 
количеству. Найдем закон 

изменения массы т радиоактивного вещества в зависи· 

мости от времени t, считая, что начальное количество 
вещества при t =О было т0• 

Сначала определим скорость радиоактивного распа
да как скорость изменения массы т в зависимDстн от 

времени t. Пусть в момент времени t была масса т, в 
момент времени t+Лt - масса т+Лт. За время дt 
распалась масса Лт. Отношение Лт/Лt есть средняя 

1. Лm dт 
скорость распада, а 1m - = - есть мгновенная 

лt-+О ЛJ dt 
скорость распада в момент времени t. Но по условию 
задачи 

dm/dt= -kт, (23) 

где k - коэффициент пропорциональности (знак «МИ· 
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нус» поставлен потому, что масса. вещества убывает, а 
производная убывающей функции 1JТрицательна). По
лучили дифференциальное уравнение первого порядка, 
из которого надо найти значение массы т в зависи
мости от времени t. 

Решая уравнение, получим 

dm/m= -kdt, ln m= -kt+ln С, 
откуда 

(24) 

Формула (24) и дает значение массы веще'ства как 
функцию времени. В условиях нашей задачи произволь
ная постоянная С имеет вполне определенное значение, 
а именно, при t=O m0=Ce0 =C. Подставляя это зна
чение С в формулу (24), П1Jлучим искомую зависи
мость массы радиоактивного вещества от времени: 

(25) 

Заметим, что равенство (24) представляет собой об
щее решеt~ие дифференциального уравнения, а равен
ство (25) - частное решение, отвечающее начальным 
условиям данной задачи. 

Коэффициент k определяется эксперименталь,но. 
Например, для радия k~0,000447. Промежуток време
ни Т, за который распадается половина первоначальной 
массы радиоактивного вещества, называют спериодом 

полураспада» этого вещества. Подставляя в формулу 
(25) вместо т значение m0/2, вместо k - значение 
0,000447, получим уравнение для определения периода 
полураспада Т для радия: 

т0/2=т0~.000~1т,-о,ООО447Т= -ln 2, 

откуда 

Т"- ln 2/0,00044 7 ~ 1550 лет. 

3°. Задача о законе «естественного роста». Закон 
сестественного роста» - это закон, при котором ско

рость роста вещества пряМIJ пропорциональна его ко

личеству. Найдем формулу для определения изменения 
количества вещества у в зависимости от времени t, 
оечит.ая, что 1В НЗJЧJ&лын·ый ~момент nри ;t=O .количеаN10 
вещества было Уо· 
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Здесь независимой переменной является. время t, а· 
искомой функцией __,. количество вещества в любой 
момент времени. Скорость роста вещества есть скорость 
изменения величины у в зависимости от переменной t. 

Используя, как и в предыдущей задаче, физический· 
смысл проиэводШ>й, можно записать закон «естествен
ного роста» следующим образом: 

dy/dt=ky, (26) 

где k>O - коэффициент пропорциональности. Урав· 
пение (26) (отличается от уравнения (23) лишь знаком 
правой части) описывает многие процессы сразмноже· 
ния:.. 

Решение уравнения (26), удовлетворяющее задан· 
ным начальным условиям t0=0, у=у0, имеет вид 

Y=Yoe~t. (27) 
Формула (27) и является формулой, выражающей закон 
сестественногр роста». По этому закону, например, про· 
исходит сразмножение:. числа нейтронов в ядерных ре· 
акциях, размножение числа бактерий, рост кристаллов, 
населения и т. п. 

На этом закончим изучение дифференциальных урав
нений первого рода. 

§ 2. Дифференциальные уравнения второrо порядка 

1. Основные понятия. О п р е д ел е н и е. Уравнение 
вида 

F(x, у, у', у")=О, 

где х - независимая переменная, у - искомая функция, 
у' и у" - ее производные, называется .дифференциаль· 
ным уравнением второго порядка. · 

Обычно изучают уравнения, которые могут быть за
писаны в виде, разрешенном. относительно второй нро· 
изводной: 

y"=f(x, у, у'). (1) 

Так же, как и для дифференциального уравнения 
первого порядка, решением уравнения ( 1) называется 
всякая функция у=с:р(х), которая при подстановке в 
уравнение обращает его в тождество. График решения 
также называется интегральной кривой. 
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Для уравнения второго порядка имеет место теоре· 
ма существования и единственности решения (теорема 
Коши), аналогичная соответствующей теореме для урав
нения первого порядка, которую мы приведем без дока
зательства. 

Теорем а 15.2 (Теорема Коши). Если в уравнении 
g"=f(x, у, у') функция f(x, у, у') и ее частные произ
водные f~ (х, у, у') и f~. (х, у, у') определены и не
прерывны в некоторой области G пространства перемен
ных: (х; у; у'), то, какова бы ни была внутренняя точка 
(хо; Уо; u'o) области а, существует единственное реше
ние y=q>(x) данного уравнения, удовлетворяющее усло
виям 

У=Уо, у'=и'о при х=Хо. (2) 

Геометрически это означает, что через заданную точку 
(х0 ; у0) плоскости с заданным угловым коэффициентом 
у'0 касательной проходит единственная инrеrральная 
кривая. 

Условия (2) называются начальными условиями ре
шения и часто записываются в виде 

(3) 

Как и для уравнения первого порядка, задачу оты
скания решения по заданным начальным условиям на· 

зывают задачей К.оши. 
Дадим теперь определения общего и частного реше· 

ний уравнения ( 1), удовлетворяющего условиям теоре· 
мы Коши. 

Функция у=ср(х, С1, С2). зависящая от х и двух про
извольных постоянных С1 и С2, называется общим реше
нием уравнения (1) в некоторой области G, если она 
является решением уравнения ( 1) при любых значениях 
постоянных С1 и С2 и если при любых начальных усло
виях (3) существуют единственные значения постоянных 
С1 =с;, С2 =с; такие, что функция у= с:р (х, с;. с;) 

удовлетворяет данным начальным условиям. 

Всякая функция у= с:р (х, с;, с;), получающаяся 
из общего решения у=ср(х, С1 , С2) уравнения (1) при 
определенных значениях постоянных С1 = с;, С2 =с;, 
называется частным решением. 
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Обратимся к примеру. Рассмотрим уравнение g"=2. 
Данное уравнение есть уравнение второrо порядка. 

Так как функции 

f (х, у, у') = 2, t; (х, у, у')= О и t;. (х, у, у') =О 

определены и непрерывны во всем пространстве 

(х; у; у'), оно удовлетворяет всем требованиям теоремы 
Коши. 

Общее решение данного уравнения найдем путем его 
двукратного последовательного интегрирования. После· 
довательно интегрируя, находим сначала первую произ

водную g'=2x+C1, а затем и 1>бщее решение 

у=х2+С1х+С2, 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. Геометрически 
общее решение представляет собой семейство парабол, 
причем так как оно зависит от· двух произвольных 

постоянных, то через каждую точку плоскости проходит 

бесконечное множество парабол, имеющих различные 
касательные. Поэтому для выделения одН1>й параболы 
нз их множесrва помимо точки (х0 ; у0), через которую 
проходят параболы, задают еще угловой коэффициент 
у~ касательной к искомой кривой. 

Найдем, например, частное решение данного урав· 
нения при начальных условиях y/x=1=l, g'/x=1=l. 
Подставляя эти значения в выражения для общего ре· 
шения у=х2+С1х+С2 и его произвцrщrой у'=2х+С1 , 
получим для Dпределения С1 и С2 .систему уравнений 

{ 1 = l+C1+C2, 
1=2+С1, 

откуда находим С1= -1 и С2= 1. Следовательно, иско
мым частным решением будет 

y=x2-x+l 

- парабола, проходящая через точку ( 1; 1) с угловым 
коэффициентом, равным единице. 

2. Уравнения второго порядка, допускающие пониже
ние порядка. Отметим три частных вида уравнения ( 1), 
когда решение его с помощью замены переменной сво· 
дится к решению уравнения первого порядка. Такое 
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преобразование уравнения ( 1) называется понижением 
порядка. Рассмотрим эти частные случаи. 

1°. Уравнение вида у" =f(x). Уравнение не содержит 
у и у'. Введем новую функцию z(x), положив z(x) =у'. 
Тогда z' (х) =у", и· уравнение превращается в уравнение 
первого порядка: z' (х) =f(x) с искомой функцией z(x). 
Решая его, находим z(x) =ff (x)dx+C1 или, так как 
z(x)=y', y'=ff(x)dx+C1. Отсюда, интегрируя еще раз, 
получим искомое решение: 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. 
П р и м ер 1. Найти общее решение уравнения у"= х. 
Решение. Полагая z (х) =у', получаем уравнение 

первого порядка z'(x) =х. Интегрируя его, находим: 
z(x) =х2/2+С1 • Заменяя z(x) на у' и интегрируя еще 
раз, находим искомое общее решение: 

y=f[x2/2+C1]dx+C2=x3/6+C1x+c2• 

2°. Уравнение вида y"=f(x, у'). Уравнение не содер
жит у. Положим, как и в предыдущем случае, z(x) =!/, 
тогда z'(x) =у", и уравнение преобразуется в уравнение 
пермго порядка относительно z(x): z'=f(x, z). Решив 
его, находим z(x) =ср(х, С1 ) или, так как z(x) =у', 
у'=ср(х, С1). Отсюда, интегрируя еще раз, получим ис
комое решение: 

У= S ср(х, C1)dx+C2, 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. 
П р и м ер 2. Найти общее решение уравнения 

у"-Зу'/х=х. 
Решение. Положив z(x)=y' и z'(x)=y", получим 

линейное уравнение первого порядка z'-Зz/x=x. Решив 
его, найдем z(x) =С1х3-х2 . Тогда у'=С1х3-х2 и у= 
= С1х"'/4-х3/З+С2. 

3°. Уравнение вида y"=f(y, у'). Уравнение не содер
жит х. В этом случае вводим новую функцию z(y), по
лагая у' =Z. Тогда 

у"= d(y') = dy' . dy = ~. dy = _!!=_z(y). 
dx dy dx dy dx dy 
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Подставим в уравнение выражения у' и у", получим 
уравнение первого порядка относительно z как функции 
от у: 

dz f Z-= (y,z). 
dy 

Решив его, находим Z=q>(y, С1) или, так как z=dy/dx, 
dy/dX=q>(y, С1). Отсюда dy/<p (у, С1) =dx. Получили 
уравнение с разделяющимися переменными, из которого 

находим общее решение данного уравнения: 

r dy =х + с2. 
J <р(у,С1) 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. 
Пр и м ер 3. Найти общее решение уравнения 

уу" -2у'2 = о. 

Решение. Полагая y'=z(y) и у•= z d%, по.лучим 
dy 

zy ~ - 2z2 = О. Это уравнение первого порядка с раз-
dу 

деляющимися переменными. Приводя его к виду dz/z= 
=2dy/y и интегрируя, получим lnlzl=2ln/yl+lnlC1I, 
т. е. Z= С1у2• Вспоминая, что z=dy/dx, находим dy/y1= 
=C1dx, J:>Ткуда приходим к искомому решению: 

-l/y=C1x+C2, или у= -l/(C1x+C2). 
Следует заметить, что при сокращении на z было 

потеряно решение уравнения z=g'=O, т. е. у=С= 
= const. В данном случае оно содержится в общем ре
шении, так как получается нз него при С1 =0 (за и~
ключением решения у=О). 

З. Дифференциальные уравнения высших порядков. 
Здесь мы ограничимся только основными определениями 
и общими замечаниями, относящимися к дифференци
альным уравнениям п-го порядка. 

Дифференциальные уравнения п-го порядка имеют 
ВИД 

F (х, у, у',.", y<n>) =0, 

или, если они разрешены относительно старшей пр.оиз
водной, 

y<n>=f(x, у, у', ... , y<n-t>). 
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Решением уравнения ( 4), как и для уравнений 1-го 
и 2-го порядков, называется всякая функция у=~ (х), 
которая при подстановке в уравнение обращает его в 
тождество. 

Теорема существования и единственности решения 
уравнения ( 4) аналогична соответствующим теоремам, 
приведенным ранее для случаев n= 1 и n=2~ 

Общее решение уравнения ( 4) зависит от х и п про
извольных постоянных и может быть запнсаНD в виде 

у=~ (х, С1, С2, ""Сп). 
Решения, получающиеся из общего при определен

ных значениях постоянных С1, С2, •• "Сп, называются 
частными решениями уравнения (4). Чтобы выделить 
частное решение из общего решения уравнения ( 4), 
необходимо задать начальные условия: 

У lx=x. = Уо• У' lx=x. = у~. у" lx=x. = У~. · .. , у<п-1> \х=х. = УА11-1' • 
(5) 

Отыскание решения уравнения ( 4), удовлетворяюще
го заданным нача,11ьным условиям (5), называется ре
шением задачи Коши для этого уравнения. 

Простейшим уравнением (4) является уравнение, в 
котором правая часть зависит только /JT х, т. е. урав

нение вида 

у<п>=f(х). (6) 

Это уравнение легко решается. Действительно, произ
водя последовательно п интегрированиА:, получим 

у<п-1>= ff (х) dx+C1., 

y<11-'l'J=f[Jf(x)dx+C1.]dx+C2=fdxff(x)dx+C1x+c2, 

У= dx dx ... f(x)dx +С1 -- + С2 -- + ... +Сп, S S S хп-1 хп-• 

(п-1)1 (п-2)1 
(7) 

где С1., С2 , ••• ,Сп - произвольные постоянные. Функция 
(7) и является общим решением уравнения (6). 
Пр им ер 4. Найти общее решение уравнения треть

его порядка у"'= ех и выделить нз него частное реше
ние, удовлетворяющее начальным условиям 

У \s=O = О, У' \х=О = О, у" lx=0 = 1. 
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Решение. Последовательно интегрируя, находим 
у"=ех+с1, у'=ех+с1х+С2 • Интегрируя еще раз, полу
чим общее решение данного уравнения: 

х' 
у = ех + С1 - + С,х + С3, 

2 

где С1 , С2 , Сз - произвольные постоянные. 
Подставляя в выражение для у, у', у" начальные ус

ловия, получим О=l+Сз, 0=1+С2, l=l+C1, откуда 
находим С1=0, С2= -1, С3= -1 и искомое частное 
решение у=ех-х-1. 

§ 3. Линейные дифференциальные уравнения второго 
порядка 

Линейные дифференциальные уравнения второго по
рядка в теории дифференциальных уравнений занимают 
важное место не только потому, что они представляют

простой и хорршо изученный тип уравнений, но и в свя
зи с тем, что значительное количество практических за

дач физики, мех.аники, тех.инки и особенно э.л·ектротех
ники приводят к решению этих уравнений. 

1. Основные понятия. О п р еде л е н и е. Уравнение 
вида 

у" +Р (х) у' +q (х) Y=f (х), (1) 

где у - искомая функция, а р(х), q(x) и f(x) - непре
рывные функции на некотором интервале (а, Ь), назы
вается линейным дифференциальным уравнением второ
го порядка. 

Если f(x)==O, то уравнение (1) называется линейным 
однородным уравнением. Если же f(x) ф0, то уравнение 
(1) называется линейным неоднородным уравнением. 

Разрешая уравнение ( 1) относительно у": у"= 
= -p(x)y'-q(x)y+f(x), видим, что оно является част
ным случаем уравнения у" =f (х, у, у'). Следовательно, 
уравнение (1) удовлетворяет условиям теоремы о су
ществовании и единственности решения. Действительно, 
.функция f(x, у, у')= -p(x)y'-q(x)y+f(x) непре
рывна как функция трех переменных х, у и у' (она за
висит от у и у' линейно, а функции р (х), q (х) и f (х) 
непрерывны по условию), частные производные 
f' 11 (x, у, y')=-q(x) и f'y-(x, у, у')=-р(х) также яв-
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ляются непрерывными функциями трех переменных х, 
у и у' (от у и у' р(х) и q(x) не зависят, а как функции 
х непрерывны по условию). Поэтому при любых на-

чальных условиях У lx=x, = У0 , У' 1 х=х,= У~. где Хое (а, Ь), 
уравнение ( 1) имеет единственное решение задачи Ко
ши, удовлетворяющее этим условиям. 

Изучение линейных дифференциальных уравнений 
мы начнем с однородных уравнений. 

2. Линейные однородные дифференциальные уравне
ния второго порядка. Рассмотрим некоторые свойства 
решений линейных однородных уравнений. 

Т ·ео р~ м а 15.3. Если функции у, (х) и У2(х) - ре
шения уравнения 

у" +р(х)у' +q(x)y=O, (2) 

то функция у=С1У1(х)+С2у2 (х) при любых значениях 
постоянных С 1 и С2 также является решением уравне
ния (2). 

До к а з а тел ь ст в о. Продифференцировав дважды 
функцию у=С1У1(х)+С2У2(х) и подставив выражения 
для у, у' и у" в левую часть уравнения (2), получим 

С1У7 (х) + С2У; (х) + р (х) (С.у; (х) + С2у~ (х)) + 
+ q(x)(C1Y1 (х) + С2у2 (х)) =С 1 [у; (х) + р (х) У~ (х) + 
+ q (х) У1 (х)] + С2 [у; (х) + р (х) у; (х) + q (х) У2 (х)]. 

Так как функции у 1 (х) и у2 (х) по условию ивляются 
решениями уравнения (2), то выражения в квадратных 
скобках тождественно равны нулю, а это значит, что 
функция у=С1у1(х)+С2у2 (х) является решением урав
нения (2) 8 

Итак, доказано, что функция вида у= С1у1 (х) + 
+С2у2 (х) с произвольными постоянными С1 и С2 явля
ется решением уравнения (2). Естественно возникает 
вопрос, не является ли это решение общим решением 
уравнения (2). Будет доказано, что при некоторых усло
виях функция у=С1у1(х)+С2у2 (х) является общим 
решением уравнения (2). Для выяснения этих условий 
введем понятия линейной зависимости и линейной неза
висимости функций У1 (х) и У2(х). 

Функции Yt (х) и У2(х) называются линейно-зависи
мыми на (а, Ь), если существуют такие числа а1 и а2 , 
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из которых хотя бы одно отлично от нуля, что для лю
бого хе (а, Ь) имеет место равенство 

(3) 

Очевидно, что если функции У1 (х) и у2 (х) линейно
зависимы, то они пропорциональны. Действительно, если 
а1У1 (х)+а2У2(х) =0, причем а1*О и У2(х) *О, то 
У1(х)/У2(х) = -a2/a1=const. Верно и обратное. 

Функции. У1(х) и у2 (х) называются линейно-незави
симыми на (а, Ь), если не существует таких чисел а1 и 
а2, из которых хотя бы одно отлично от нуля, что для 
любого хе (а, Ь) имеет место равенство (3). 

Другими сл.овами, равенство (3) выполняется сразу 
для всех хе(а, Ь), только если а 1 =а2=0. 

Очевидно, что если функции У1 (х) и у2 (х) линейно
независимы, то их отношение ...У1(х}/у2 (х) *const, т. е. 
они не пропорциональны. Так, например, функции 
у1 (х) =Х2 и у2 (х) =х3 линейно-независимы на любом 
интервале (а, Ь), так как Y1(x)/Y2(x)=lfx*const, а 
функции у1 (х) =4х2 и у2 (х) =х2 линейно-зависимы в лю
бом промежутке, так как У1(х)/у2 (х) =4=const. 

Предположим теперь, что функции У1 (х) и у2 (х) яв
ляются решениями уравнения (2). Как узнать, явля
ются ли они линейно-зависимыми или линейно-независи
мыми. Удобным аппаратом для исследования этого мп
роса является так называемый определитель Вронско
го*, составленный из этих решений: 

1 
у~ у~ 1 = У1У;-У2У;. (4) 
У1 У2 

Определитель Вронского (или вронскиан) является 
функцией, определенной на (а, Ь}, и обозначается 
W (У1, У2) или просто W (х). 

Теорема 15.4. Если функции У1(х) и у2 (х) линей
но-зависимы на (а, Ь), то определитель Вронского, со
ставленный из них, равен нулю на этом интервале. 
До к аз ат ел ь ст в о. Так как по условию функции 

у1 (х) и у2 (х) линейно-зависимы, то по определению 
существуют числа а1 и а2, из которых одно обязательно 
отлично от нуля, такие, что имеет место равенство (3): 

• Вронский Ю3еф (1775-1853) - польский математик. 
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а1 У1 (х) +а2У2 (х) =0. Пусть, например, а 1 :#=О. Тогда из 
равенства (3) следует, что 

as , а. , 
У1 (х) = --У2(х),У1(х) = --У2(х). 

а1 «1 

Подставляя выражения для У• (х) и у'1 (х) в определи
тель Вронского, получаем 

аа 
--У2 У1 

W (х) = 1 у~ у~ 1 = а, = О 8 
У1 У2 -~и; у; 

а~ 

Теорема 15.5. Если решения У1.(х) и у2 (х) уравне
ния (2) линейно-независимы на (а, Ь), то определитель 
Вронского, составленный из них, отличен от нуля на 
этом интервале. 

До к а з ат ел ь ст в о. Допустим обратное, т, е. пред
положим, что существует точка ХоЕ (а, Ь), в которой оп
ределитель Вронского W (х0) =0. Составим систему 
уравнений 

{а1У~ (хо) + а2У~ (хо) = О, 
а1У1 (х0) + as112 (х0) = О, 

(5) 

в которой а1 и а2 - неизвестные числа. Так как опре
делитель этой системы W(x0 ) =0, то система (5) имеет 
(см. гл. Х, § 4, п. 2) ненулевое решение а1 и а2 . Рас
смотрим функцию 

у(х) =<Х1У1 (х) +а2У2(х). 

По теореме 15.3 эта функция яВJJяется решением 
уравнения (2). Кроме того, поскольку а1 и а2 - реше
ния системы (5), функция g(x) удовлетворяет нулевым 
начальным условиям 

У lx=x1 = О, у' \х=х, = О. (6) 

Таким начальным условиям, очевидно, удовлетворяет 
решение у(х) =0. По теореме о существовании и един
ственности решения, решение у(х) =0 является един
ственным решением уравнения (2) с начальными усло
виями (6). Следовательно, <Х1У1 (х) +а2у2 (х) =0, а это 
означа~т. что функции у1 (х) н у2 (х) линейно-зависимы 
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на (а, Ь), что противоречит условию теоремы. Таким 
образом, W(x) =FO для всех хе: (а, Ь) 8 

Итак, установлено, что если функции У1 (х) и у2 (х) 
являются на (а, Ь) решениями линейного однородного 
уравнения (2), то составленный из них определитель 
Вронского либо равен нулю на (а, Ь) (У1 (х) и У2(х) 
линейно-зависимы), либо отличен от нуля на (а, Ь) 
(У1 (х) и У2 (х) линейно-независимы). 

Теперь мы, наконец, можем доказать, при каких 
условиях функция у=С1у1(х)+С2у2 (х) будет общим 
решением лннейногр однородного уравнения (2). 

Теорем а 15.6. Если функции У1 (х) и у2 (х) - ли
нейно-независимые на (а, Ь) решения уравнения (2), 
то функция 

(7) 

где С 1 и С2 - проЩJвольные постоянные, является об
щим решением уравнения (2) на (а, Ь). 
До к а з ат ел ь ст в о. Прежде всего напомним, что 

в силу теоремы 15.3 функция u=C1Y1(x)+C2112(x) при 
любых значениях постоянных С1 и С2 является реше
нием уравнения (2). Для того чтобы доказать, что эта 
функция является общим решением уравнения (2), 
достаточно установить, что из него можно выделить 

частНРе решение, удовлетворяющее заданным начальным 

условиям. 

Пусть х0е:(а, Ь) и 

1 ' • У х=х0 = Уо И У \х=-х1 = Уо (8) 

произвольные начальные условия. Покажем, что 
постоянные С1 и С2 можно подобрать так, что решение 
(7) при этих значениях постоянных будет частным ре
шением, удовлетворяющим заданным начальным усло

виям (8). 
Сосгавим систему уравнений: 

{ у~= С1У~ (хо) + С2У~ (хо), (9) 
Уо = С1У1 (хо) + С2У2 (хо), 

в которой С1 и С2 - неизвестные числа. Определитель 
этой системы есть определитель Вронского W (х0). Так 
как по условию функции У1(х) и у2 (х) - линейно-неза
висимы на (а, Ь), то, в cиJiy теоремы 15.5, W(Xo)+O. 
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Поэтому система (9) имеет един~етвенное решение, кото
рое обозначим С1 =Со1, С2=С02. Подставляя С01 и С02 в 
равенство (7), получим искомое частное решение урав
нения (2) у= Со1у 1 (х) +со2у2 (х), удовлетворяющее ус
ловиям (8). Это и означает, что решение (7) является 
общим решением уравнения (2) • 

Из доказанной теоремы следует, что для отыскания 
общего решения уравнений (2) достаточно найти два 
линейно-независимых частных решения и составить вы
ражение (7) с произвольными постоянными. 

Пр им ер 1. Рассмотрим уравнение у"-у=О. 
Имеем линейное однородное уравнение. Легко заме-

тить, что частными решениями будут у1(х) =е" и 
у2 (х) =е-". Так как определитель Вронского 

W(x) = = -2 ' е" е-"1 
е" - е-" 

отличен от нуля, то эти решения линейно-независимы на 
всей числовой прямой. Следовательно, общее решение 
данного уравнения можно записать в виде у= С1е"+ 
+С2е-", где С1 и С2 - произвольные постоянные. 

В заключение покажем, как можно найти общее 
решение уравнения (2), если известно только одно част
ное решение этого уравнения. 

Пусть Yt (х) - частное решение уравнения (2). Вве
дем нов,rю ~ункцию z, полагая y=y1z. Тогда y'=y'1z+ 
+y1z', у'= у '1z+2y',z' +y,z". Подставляя выражения для 
у, у' и у'' в уравнение (2) и группируя слагаемые, полу
чаем 

[У1 + р (х) у; + q (х) У1] z + z' [2у; + р (х) У1] + Y1z" =О. 

Так как Yt (х) - решение уравнения (2), то выражение 
.е первых квадратных скобках равно нулю, и уравнение 
примет вид 

Порядок этого уравнения можно понизить, положив 
z'=и, где и - новая искомая функция: 

и [2у; + р (х) У1] + и' У1 = О. 
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Получили уравнение первоrд порядка с разделяющими
ся .переменными относительно функции и. Решая его, 
находим 

J ~ = - 2 s :~1 -s р (х) dx' 

ln 1и1 = - 2ln1У1 1- S р (х) dx + ln 1 С/, 

и = ± _2__ е- s p(x)dx или и = ..Е!_ е- s p(x)dx 
2 ' 2 ' 

У1 У1 

где С1 - произвольная постоянная. Возвращаясь к пе· 
ременной z и умножая выражение для z на у1, получаем 
общее решение уравнения (2): 

У= С1У1 J-1- е- J p(X)dx dx + С2У1, 
~ 

где С1 и С9 - произвольные постоянные. 
В качестве примера предлагается самостоятельно 

найти общее решение только что рассмотренного урав· 
нения у" -у= О (см. пример 1), беря ддно из его част
ных решений за известное. 

Заметим, что линейное однородное уравнение вида 
(2) в общем виде не решается, поэтому рассмотренный 
выше метод отыскания общего решения представляет 
определенный интерес. 

3. Линейные неоднородные дифференциальные урав
нения второго порядка. Рассмотрим теперь ОС·Новные 
свойства решений линейного неоднородного дифферен· 
циального уравнения второго порядка ( 1) : 

у" +р(х)у' +q(x)y=f (х). 

Имеет место 
Тед рем а 15.7. Общее решение уравнения (1) есть 

сумма любого его частного решения и общего решения 
соответствующего однородного уравнения. 

Доказательство. Пусть у(х) - частное решение 
уравнения (1), а У(х) =С1У1 (х) +С2у2 (х) - общее ре· 
шение соответствующего однородного уравнения (2), где 
С1 и С2 - произвольные постоянные. Пдкажем, что 
функция 

у=у(х) +У(х) ( 10) 
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является ~ешением уравнения ( 1). Для этого найдем 
у'= у' (х) +У' (х), у"= у" (х) +У" (х) и подставим их в 
уравнение ( 1) : 

у" (х) +У" (х) +Р (х) [у' (х) +У' (х)] +q (х) [у (х)+ 
+У (х)] =[У" (х) +р(х) Yz(x) +q(x) У(х)] + 

+[у" (х)+р(х)у' (х) +q(x)y(x)] =O+f (х) =f (х). 

Отсюда следует, что функция у=у(х)+У(х) действи
тельно является решением уравнения ( 1). 

Покажем теперь, что функция (10) является общим 
решением уравнения ( 1). Для этого возьмем решение у 
уравнения ( 1) и рассмотрим разность у-у (х). Оказы
вается, эта разность является решением однородного 

уравнения (2). Действительно, 

[у-у(х) ]" +р(х) [у-у(х) ]'+q(x) [у-у(х)] = 
= [y"+p(x)y'+q(x)y]-[y"(x) +p(x)ii'(x)+ 

+q(x)ii(x)] =f(x)-f(x) =0. 

Это значит, что разность у-у(х) может быть записана 
в виде 

,.., о ,./) 
У -У (х) = С1У1 (х) + t.2Y1 (х), 

или у= у(х) + Cfu1 (х) + с°211, (х), 
гд~ ео. и С02 - определенные значения постоянных с, 
и С2• Отсюда заключаем, что любое решение у уравне
ния (1) получается из решения (10) при соответ
ствующем подборе произвольных постоянных С1 и С2 
в решении У(х) т. е. решение (10) является общим ре
шением уравнения ( 1) 8 

Таким образом, чтобы найти общее решение линей
ного неоднородного уравнения, необходимо знать общее 
решение сw:>тветствующего однородного уравнения и 

хотя бы одно его частное решение. В общем случае 
задача отыскания частного решения является сложной. 
Поэтому мы покажем, как можно найти частное реше
ние неоднородного уравнения методом вариации произ

вольных постоянных, если известно общее решение со
s:>тветствующего однородного уравнения. 

Пусть у=С1у1(х)+С2У2(х) - общее решение одно
родного уравнения. Будем искать частное решение неод
нородного уравнения ( 1) в виде 
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у=С1(х)у1(х)+С2(х)у2(х), (11) 

рассматривая С1 и С2 как некоторые искомые функции 
от х. Продифференцируем равенство ( 11) : 

у' =с; (х) У1 (х) + С1 (х) у; (х) + с; (х) у2 (х) + С2 (х) у; (х). 
(12) 

Будем подбирать функции С1(х) и С2 (х) так, чтобы 
выполнялось равенство 

с; (х) У1 (х) +с; (х) у, (х) =о. (13) 

Тогда равенство ( 12) примет вид 

у' = С1 (х) у; (х) + С1 (х) у; (х). 
Дифференцируя теперь- это равенство, найдем у": 

, , . , / . 
у" = С1 (х) У1 (х) + С 1 (х) У1 (х), + С2 (х) У2 (х) + С" (х) У2 (х). 
Подставляя выражения для у, у' и у" в уравнение ( 1) 
и группируя слагаемые, получим 

С1 (х) [у; (х) + р (х) у; (х) + q (х) у1 (х)] + 
+ С1 (х) [У; (х) + р (х) у; (х) + q (х) у1 (х)] + 

+с; (х) у; (х) +с; (х) у; (х) = f (х). 
Выражения, стоящие в квадратных скобках, равны 
нулю, так как У1(х) и у2 (х) - решения однородного 
уравнения. Поэтому последнее равенство принимает вид 

с; (х) у; (х) +с; (х) у~ (х) = f (х). (14) 

Таким образом, функция (11) будет решением урав· 
нения (1), если функции С1(х) и С2 (х) удовлетворяют 
уравнениям ( 13) и ( 14). Объединяя их, получаем систе
му уравнений 

{с; (х) У1 (х) +с; (х) У2 (х) =о, (15) 

с; (х) у; (х) + с; (х) у; (х) = f (х), 
в которой С'1 (х) и С'2 (х) неизвестны, а У1 (х), у2 (х), 
У'1 (х), у'2(х) и f (х) известны. Так как определителем 
Э'ТОЙ системы является опреде.литель Вронского 
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W (х) = 1 у~ (х) у~ (х) 1· 
У1 (х) У'1 (х) 

составленный из линейно-независимых ,решений Yt (х) н 
у2 (х) однородного уравнения (2), то он по теореме 15.5 
не равен нулю, а значит, система (15) имеет единствен
ное решение отНS>сительно С'1 (х) иС'2 (х). Решив эту 
систему, получим 

с; (х) = 'Р1 (х), с; (х) = Ч>2 (х), 

где ср 1 (х) и qi2 (х) - известные функции, откуда, интег
рируя, найдем С1 (х) и С2 (х). Подставляя полученные 
выражения С1 (х) и С2 (х) в равенство ( 11), получим нс· 
ко мое частное решение уравнения ( 1). 

Пр им ер 2. Найти частное решение уравнения 
у''-у=х. 

Решение. В примере 1 п. 3 было найдено общее 
решение У (х) = С1ех+ С2е-х соответствующего однород
ного уравнения у"-у=О. Поэтому частное решение не
однородног'J уравнения будем искать в виде 

у(х) =С1(х)ех+С2(х)е-х. (16) 

Система (15) для нахождения С'1 (х) и С'2 (х) в данном 
слуЧае имеет вид 

1 с; (х) ех + с;е-% =о, 
с; (x)ez-c; (х) е-х = х. 

ОКJ1а111.ы1вая эти у~ра~внения, ~находим 
• 1 

С1 (х) = - хе-х . 
2 

Отсюда, интегрируя, получаем 

1 
С1 (х) = --(х + l)e-x. 

2 

Произвольную постоянную мы не пишем, так как ищем 
какое-нибудь частное решение. Подставляя выражение 
С'1 (х) в первое уравнение системы, находим 

с; (х) = - -1 xez, 
2 

откуда, интегрируя, получаем 
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С2(х) = --1 (х-1) гх. 
2 

Подставляя найденные выражения С1 (х) и С2 (х) в ра
венство ( 16), получим частное решение у данного неод
нородного уравнения 

у(х) = [-+ (х + 1) гх] гх + [-+ (х-1) eJC ]г-.с=-х. 

Заметим, что, найдя частнде решение неоднородного 
уравнения и зная общее решение соответствующего од
нородного уравнения, мы на основании равенства (10) 
можем напис.ать общее решение данноrо 'HeQJJIHOipoднoro 
уравнения 

у=у(х) +У(х) = -х+С1е.с+С2е-х, 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. 

§ 4. Линейные дифференциальные уравнения второго 
порядка с постоянными коэффициентами 

В данном параграфе мы рассмотрим важный частный 
случай линейных дифференциальных уравнений второго 
порядка, в к.оторых функции р(х) и q(x) являются 
постоянными величинами. Такие уравнения называются 
линейными уравнениями с постоянными коэффициен
тами. 

1. Линейные однородные дифференциальные уравне
ния второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Рассмотрим линейное однородное уравнение второгQ 
порядка 

y"+PY'+qy=O, (1) 

где р и q - вещественные числа. 

Теорем а 15.8. Если число k является корнем урав
нения 

(2) 

то функция У= ekx является решением уравнения ( 1). 
До к аз ат ель ст в о. Пусть y=ek.c (k= const). Тог

да y'=ke11x, y"=k2e11.c. Подставляя у, у' и у" в уравне
ние ( 1), получим 

19-5903 

ekX(k2+pk+q) =0. 
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Так как е•х+о, то, сокращая на ekx, получим урав-
пение 

k2+pk+q=O. 

Следовательно, если k будет к.орнем уравнения ®, то 
функция g=ekx будет решением уравнения (1) 8 

Уравнение (2) называется характеристическим урав
нением данного уравнения ( 1). 

Характеристическое уравнение (2) является квад
ратным уравнением, имеющим два корня. Обозначим их 
через ki и k2. 

Т ео рем а 15.9. Общее решение уравнения (1) мо
жет быть записано следующим образом: 

1) если корни характеристического уравнения вещест
венные и различные (k1=Fk2), то общее решение имеет 
вид 

у= C1eAi1Z + C,ek.x; 

2) если корни характеристического уравнения вещест
венные и равные (k1=k2), то общее решение имеет вид 

у = C1fll1" + C~e}sx; 
3) если корни характеристического уравнения ком

плмсные (k1=a+ip, k2=a-ip, P=i=O), то общее реше
ние имеет вид 

у = еи (С1 cos рх + с, sln рх). 

До к аз ат ель ст в о. 1) Пусть к.орни k1 и k2 раз
личны. По теореме 15.8 функции 

У1 = ei1" и У1 = ~ 

являются частными решениями уравнения ( 1). Эти ре
шения линейно-независимы, так как 

.J!!. = ~k.-k,>x :# const (k1 + k.J. 
V1 

Сr~едовательно, по теореме 15.6 общее решение уравне
ния ( 1) имеет вид 

У = C1ei1" + С,~. 
2) Пусть корни k1 и k2 равны: k1=k2• По теореме 

15.8 функция у1 - е"1" является частным решением 
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уравнения ( 1). Требуется найти второе частное решение, 
линейно-независимое с первым. Положим у2 = хе"•" 
и покажем, что эта функция является вторым частным 
решением уравнения ( 1). Для этого найдем ее производ
ные: у;= ek•" + k1xek•", и;= 2k1ek" + k1xe"•x. Подстав
ляя у2 , у~ н u; в левую часть уравнения ( 1), полу
чаем 

2k1ek•" + k1xek•" + р (ek•" + k1xek•x) + qxeJl•x = 

= e}lix [ Х (k! + pk1 + q) + 2 ( kl + : ) ] . 

По условию k1 + pk1 + q =О. Кр.оме того, k1 = k2 = 

= - L, поэтому k1 + ...L =О. Следовательно, фу~н•кция 
2 2 

y=xek,x является вторым частным решением уравнения 
( 1). Решения у1 и у2 линейно-независимы, так как 

У1 1-L t - = --,-cons, 
У2 " 

и по теореме 15.6 общее решение уравнения ( 1) имеет 
ВИД 

у= с1е/'1Х + c.,xek•". 

3) Пусть k1 и k2 - комплексно-сопряженные корни, 
т. е. имеют вид ki=a+ip, k2=a-ip (~+О). Тогда по 
теореме 15.8 функции 

у1 = е"•х = e<a+IP>x И Ys = e"oZ = e(c:&-/ji)x 

будут частными решениями уравнения (1). Общее же 
решение уравнения ( 1) будет иметь вид 

у = ёle(ci-f-i/i)x + c"/z.-/ji)1'' 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. Отсюда 

у= ~ (С1еФ + с,г'Рх). 
Применяя формулы Эйлера (см. п. 4, § 7, гл. XIV), по
следнее равенство можно записать в виде 

у= ez.x [С1 (cos рх + i sln рх) + С1 (cos рх- i 8fп рх)], 
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аrкуда 

Обозначив С1+С2=С1, i.(~1-C2) =С2 , получим оконча
тельный вид ,общего решения у=еах(С1 cos рх+ 
+C2 sin рх) 8 
Пр им ер 1. Найти общее решение уравнения 

у"+у'-2у=0. 
Р е ш е н и е. Характеристическое уравнение имеет 

вид k2+k-2=0, его корни k1= 1, k2= -2 - веществен
ные и различные. Соответствующие частные решения 
уравнения: у1 =е", у2=е-2". Общее решение уравнения 
имеет вид у=С1е"+С2е-2". 

П р им ер 2. Найти общее решение уравнения у" -
-2у'+у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение имеет 
вид 'k2-2k+1=0, его корни k1=k2=l - вещественные 
и равные. Соответствующие частные решения уравнения: 
у1 =е", У2=Хе". Общее решение уравнения имеет вид 
у=С1е"+С2хе"=е"(С1+С2х). 

П р и м е р 3. Найти общее решение уравнения 
у"-4у'+1Зу=0. г-

ре ш е н и е. Характеристическое уравнение имеет 
вид k2-4k+13=0, его корни k1 =2+iЗ, k2=2-i3 -
комплексные. Соответствующие частные решения урав
нения: у1 = е2х cos Эх, у2= е2х sin Зх. Общее решение 
уравнения имеет вид у=е2х(С1 cos3x+C2 sin3x). 

2. ЛинеА~ые неоднородные дифференциальные урав
нения второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Рассмотрим линейное неоднородное уравнение второго 
порядка 

Y11+PY'+qy=f(x), (3) 

где р и q - вещественные числа, f (х) - непрерывная 
функция. 
Мы уже знаем, чт.о общее решение такого уравнения 

представляет собой сумму частного решения неоднород
ного уравнения и общего решения соответствующего 
однородного уравнения. Поскольку общее решение одно
·родного у~раВ1Нения мы ,н.а•ходить умеем, то остае'ОСя рас

см.отреть вопрос о нахождЕ:нии частного решения. Для 
нахождения частного решения можно применить метод 

варнации произвольных постоянных. Однако если в 
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правой части уравнения (3) стоит многочлен, или пока
зательная функция, или тригонометрическая функция 
cos ~х или sin рх, или, наконец, линейная ком~инация 
из названных функций, то частное решение может быть 
найдено методом неопределенных коэффициентов, не 
содержащим прsщесса интегрирования. 

Рассмотрим различные виды правых частей уравне· 
ния (3). 

1°. Пусть правая часть имеет вид 

f (х) = Рп (х), 

где Рп(х) =а0хn+а1хп-1+ ." +ап-1х+ап - многочлен 
степени п. Тs:>гда частное решение у можно искать в· 
виде 

у=Qп(х)х', 

где Qп (х) - многочлен той же степени, что и Рп (х), а 
r - чисJiо корней характеристического уравнения, рав· 
ных нулю. 

Пр им ер 4. Найти общее решение уравнения у" -
-2y'+y=x+l. 

Ре ш е н и е. Общее решение соответствующего рдно
род11юго у1ра.в~нения имеет вид У=·(С1+С2х)е-- (.см. nри
мер 2). Так как правая часть уравнения является мно· 
гоч.Леном первs:>й степен_и и ни один из корней характе
ристического уравнения k2-2k+ 1 =0 не равен нулю 
(k2=k1=1), то частное решение ищем в виде 

у= (Ах+ В) х°=Ах+в, 

где А и В - неизвестные коэффициенты. Дифференци
руя дважды у=Ах+В и подставля·я у, у' и !}" в данное 
уравнение, находим 

~2A+Ax+B=x+l. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х 
в обеих частях равенства 

A=l, -2A+B=l, 

находим А= 1, В=3. Итак, частное решение данного 
уравнения имеет вид у=х+3, а его общее решение -

у= (С1+С2х)ех+х+3. 
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2°. Пусть правая часть имеет вид 

f(x) =ea1'Pn(X), 

где Рп(х) - многочлен степени п. Тогда частное реше
ние у следует искать в виде 

D= Qп (х) Х' еа1', 

где Qп(Х) - многочлен той же степени, что и Рп(х), а 
r - число, показывающее, скольк.о раз а является кор

нем характеристического уравнения. При а=О f(x) = 
=Рп(х), т. е. имеет место случай 1°. 
П р и м ер 5. Найти общее решение уравнения 

у"-4у'+Зу=хе". 
Р е ш е н и е. Здесь характеристическое уравнение 

k2-4k+3=0 имеет корни k1=1, k2=3. Значит, общее 
решение соответствующего однородного уравнения име· 

ет вид У= С1е"+С2е3". В правой части данного уравне
ния стоит произведение многочлена первой степени на 
показательную функцию еа1' при а= 1. Так как среди 
корней характеристического уравнения имеется тольк.о 
один корень k1=a= 1, то r= 1. Рп(х) - многочлен 
первой степени. Поэтому частное решение данного урав
нения ищем в виде 

D= (Ах+В)хе"= (Ах2+вх)е". 

Дифференцируя и подставляя в уравнение, получаем 

-4Ах+2А-2В=х. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х 
в обеих частях равенства 

-4А= 1, 2А-2В=0, 

1 1 
находим А = - 4 , В = - 4 . Подставляя найденные 

значения А и В в выражение для у, найдем частное ре-
- 1 шение данного уравнения у= -- (х2 + х) е", и общее 

4 
решение запишется в виде 

- 1 
У= У+ У= С1е" + С2е3"--(х1 + х) е". 

4 
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3°. Пусть правая часть имеет вид 

f(x) =а cos рх+Ь sin рх, 

где а, Ь и р - известн.ые числа. Тогда частное решение 
fj надо искать в виде 

D= (А cos рх+в sin рх) х', 

где А и В - неизвестные коэффициенты, а r - число, 
равное числу корней характеристического уравнения, 
совпадающих с ip. 

П р и м ер 6. Найти общее решение уравнения 
y"+y=slnx. 

Решение. Здесь характеристическое уравнение 
k2+1=0 имеет корни k 1=i, k2= -i. Поэтому общее 
решение соответствующего однородного уравнения бу
дет У= Ct cos х+С2 sin х. В правой части стоит триго
нометрическая функция sin х, т. е. а=О, Ь= 1, Р= 1. Так 
как ip=i является корнем характеристического уравне· 
ння, то r= 1, и частное решение надо искать в виде 

fj= (А cos х+В sin х) х. 

Дифференцируя и подставляя в уравнение, получим: 

2(-А sin х+В cos х) =sin х, 
1 

откуда А = - -, В =О. Таким образом, частное ре· 
2 

- 1 шение у= - 2 х сов х, а общее решение уравнения 

- 1 g = у + У = С1 cos х + С2 slп х - - х oos х. 
2 

Пр им ер 7. Найти общее решение уравнения у" +У= 
=sin2x. 

Р е ш е н и е. Данное уравнение отличается от преды
дущего только тем, что Р=2. Так как ip=i2 не являет
ся корнем характеристического уравнения, то r=O, и 
частное решение надо искать в виде 

§=А cos 2х+в sin 2х. 

Дифференцируя и подставляя в уравнение, получим 

-ЗА cos 2х-ЗВ sin 2x=sin 2х, 
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1 
откуда А =О, В = - - , т. е. частное решение 

3 
- 1 
у= -- sln 2х, а общее решение уравнения 

3 
- 1 У= У+ У= С1 cosx + C2 slnx--sln 2х. 

3 

4°. Пусть правая часть имеет вид 

f (х) =еах[Р11(Х) cos ~х+Рт (х) sin ~х], 

где Р11(х) - многочлен степени п, а Рт(х) - многочлен 
степени т. Тогда частное решение следует искать в виде 

O=xrea"[Q1 (х) cos ~x+Q2 (х) sin ~х], 

где Q1 (х) и Q2(x) - многочлены степени s, s= 
=max{n, т}, а r - число, равное числу корней характе
ристического уравнения, совпадающих с a+i~. 

П р и мер 8. Найти общее решение уравнения 
у" -у= Зе2" cos х. 

Решение. Здесь характеристическое уравнение 
k2-l =О имеет корни k1 = 1, k2= -1. Общее решение 
однородного уравнения имеет вид У=С1е"+С2е-". 
В правой части уравнения стоит произведение много
члена нулевой степени, показательн.ой и тригонометри· 
ческой функции, так что Р11(х) =3, Рт (х) =0, s=O. 
Так как число a+i~=2+il не является корнем харак· 
теристического уравнения, то r=O, и частное решение 
ищем в виде 

D=e2"(A oos х+В sin х). 

Дифференцируя и подставляя в уравнение, получим 

(2А+4В) cos х+ (2В-4А) sin х=З cos х. 

Приравнивая коэффициенты при cos х и sin х, находим 

2А+4В=З, -4А+2В=0, 

3 3 
отсюда А= w' В= 5 . Таким образом, частное ре· 

шение у= е1" -cosx + -slnx , а общее решение ...., ( 3 3 ) 
10 5 

уравнения 

- ( 3 з ) У= у+ У= е'" -cosx + -sln х + С1е" + C,e-z. 
10 б 
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При решении линейных днфференциальных уравне
ний обычно возникают трудности при составлении част
ных решений. В связи с этнм рассмотрим 

П р и м ер 9. По данным корням характеристическ.о
го уравнения и данной правой части f (x) написать вид 
частного решения у линейного неоднородного уравне
ния: 

а) k1=3+i2, k2=3-i2, f(x) =8е3х sin 2х; 
б) k1=k2= -3, f(x) =2хе-3х sinx; 
в) k1= 1, k2= -3, f(x) =ex(l-x) cos 3х; 
г) k1=l+i2, k2=1-i2, f(x)=ex(cos2x-3sin2x); 

д) k1 = 2 + / +· ~ = 2 - i +· f (х) = еЬ [ (х8 -
-1) сов..=....+ х sin-=-J. 

2 2 

Решение: а) Имеем: а=З, fl=2, Рп(х) =0, 
Рт(х) =8, s=O. Так как число a+ifl=З+i2 является 
корнем характеристического уравнения, то r= 1. Поэто
му y=xe3x(Acos2x+Bsin2x). 

б) Имеем: сх= -3, Р= 1, Рп(Х) =0, Рт(х) =2х, 
m= 1, s= 1. Так как число cx+ifl= -З+i не совпадает 
с корнями характеристического уравнения, то r=O. 
Поэт.ому О=е-3х[(Ах+В) cosx+(Cx+D) sinxl. 

в) Имеем: a=l, Р=З, Pn(x)=l-x, Рт(х)=О, 
n=l, s=l. Так как число a+ifl=l+iЗ не является 
корнем характеристического уравнения, то r=O. Поэто
му у=ех[(Ах+В) cosЗx+(Cx+D) sin3x]. 

г) Имеем: cx=l, fl=2, Pn(X)=l, Рт(Х)=-3, s=O. 
Так как число cx+ifl= 1+i2 является корнем характе
ристического уравнения, то r= 1. Поэтому у= 
=хех (А cos 2х+В sin 2х). 

1 
д) Имеем: а=2,Р=2· Рп(Х)=(х3-1), Рт(Х)=х, 

n=3, m= 1, s=3. Число а+ lp = 2 + i _!._ является 
2 

корнем характеристического уравнения, значит, r= 1. 
Следовательно, 

у= хеЬ [(Ах' + Вх1 + Сх + D) cos ; + 

+ (Ех8 + Fx• +Ох+ Н)siu ; ]· 
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В заключение докажем теорему, которая часто при
меняется при решении линейных неоднородных уравне
ний, в правой части которых стоит сумма нескольких 
слагаемых. 

Теорем а 15.10. Если у1 - частное решение урав· 
нения 

Y11+PY'+qu=f1 (х), 

а у2 - частное решение уравнения 

и" +РУ' +qu=f2 (х), 

(4) 

(5) 

то сумма У•+У2 является частным решением уравнения 

и" +РУ' +qu=f1 (х) +f2 (х). (6) 

До к аз ат ель ст в о. Пусть у1 и у2 - частные ре
шения соответственно уравнений (4) и (5). Составим 
сумму у1 +02 и подставим ее вместе с производными в 
левую часть уравнения (6). Получим 

(У1 + yJ' + р (У1 + Yt)' + q(Yt + i.J = 

=<'У;+ Ри; + qui> +<'У;+ ру; + q'Y.J = !1 + t •. 
так как по условию выраже~ие в первой скобке равно 
f 1 (х), а выражение во второй скобке равно /2 (х). Сле
довательно, У• +D2 есть частное решение уравне
ния (6). 

Пр им ер 10. Найти общее решение уравнения 
у"-2у' +y=sin х+е-х. 

Р е ш е н и е. Характеристическое уравнение k2-2k+ + 1 =О имеет корни k 1 = k2 = 1, поэт,рму общее решение 
соответствующего однородного уравнения будет 

У= С1ех+С2хех=ех ( С1 +С2х). 

Так как правая часть уравнения состоит нз суммы 
двух функций sin х и е-х, то по теореме 15.10 частное 
решение данного уравнения будем искать в виде 

U=U1+U2. 
где 01 - частное решение уравнения y"-2y'+u=sin х, 
а у2 - частное решение уравнения g"-2y'+u=e-x. 

Сначала найдем частное решение У•· Так как число 
i~=i не является корнем характеристического уравне-
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ния (r=O), то частное решение Yt будем некать в виде 
Yt=A sin х+В cos х. Подставляя у1 , у; и у; в уравне· 
нне у" -2у' +u=sin х и сравнивая коэффициенты при 
sinx и CJ:>SX, получим -2А=0, 2B=l, отсюда А=О, 

1 - 1 
В=- и, следовательно, У1 = -cos х. 

2 2 
Теперь найдем частное решение 02• Будем его некать 

в виде 02=Ае-"', так как число а.= -1 не является 
корнем характеристического уравнения. Подставляя 
У2. 0'2 и 0"2 в уравнение у"-2у'+у=е-ж, получим 

1 - 1 
А = - . Следовательно, У2 = - е-"'. 

4 4 
Таким образом, частное решение данного уравнения 

бvпет 
- - - 1 1 
У=У1+Уs=-совх+ -е-ж, 

2 4 

а общее решение этого уравнения запишется в виде 

- 1 1 
у= у+ У= -cosx +-е-"' + С1еЖ + Сt;ХеЖ. 

2 4 

§ 5. Применение линейных дифференциальных 
уравнений к изучению колебательных явлений 

Линейные дифференциальные уравнения являются 
мощным аппаратом в решении задач о колебаниях, за
нимающих значительное место в современной технике и 

физике. Мы познакомимся с од
ной из них - с задачей о колеба

l, 

о t 

Рис. 106 

нии груза, подвешенного на вер-

тикальной пружине. 
Постановка задачи. Пусть 

груз массы т, подвешенный на 
пружине, движется по верти

кальной прямой. Если пружину 
с грузом оттянуть или сжать, то 

груз начнет совершать колеба
ния около положения равнове

сия. Установим закон движения 
груза, т. е. найдем формулу, вы
ражающую отклонения груза от 

положения равновесия в любой 
момент времени t. 
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Совместим начало координат с положение~ равно
весия груза, а ось Оу направим вертикально вверх: 
Обозначим через 10 расстояние от конца нерастянутой 
пружины без груза до положения равновесия груза, 
через у0 - начальное отклонение, а через у - откло

нение груза от положения равновесия в момент времени 

t (рис. 106). Тогда на груз будет действовать сила, рав· 
иая сумме трех сил: 

1) сила тяжести груза mg, направленная в отрица
тельном направлении; 2) сила сопротивления среды, 
направленная в сторону, противоположную движению 
груза, и по величине, как показывает опыт, пропорцио· 

нальная скорости движения груза: л:f . где Л. - коэф· 
фициент пропорциональности; 3) упругая си~1а пружины, 
направленная в положите.льном напрамении, величина 

которой, по закону Гука•, пропорциональна ее дефор
мации, т. е. равна c(l0-y), где с - коэффициент про
порциональности, называемый коэффициентом жестко
сти пружины (масса пружины не учитывается). 

Переходим к составлению дифференциального урав· 
нения движения. По второму закону Ньютона получаем 
следующее уравнение движения груза: 

d"g dg 
т dt' =c(l0 -y)-mg-'J..dJ. 

Так как в положении равновесия (у=О) вес груза 
mg уравновешивается упругой силой пружины, то 
mg=cl0• Поэтому 

т d"g = - су - "' dg 
dt' dJ • 

(1) 

Получили искомое дифференциальное уравнение ( 1), 
которое называется уравнением свободных колебаниа 
груза, подвешенного на пружине. 

Если на груз действует внешняя сила, направленная 
вертикально вдоль осн Оу, величина которой F(t) за
висит от времени t, напрнмер сила, заставл11ющая пе· 

• Гук Роберт (1635-1703) - ангпнйский есfествоиспытатеJ1ь. 
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риодически колебаться всю систему, то уравнение ( 1) 
запишется' в виде 

т fl'y + Л dy +су= F (t). (2) 
dJI dJ 

Уравнение (2) называется уравнением вынужденных 
колебаний груза, подвешенного на пружине. 

Поделив все члены уравнения (2) на т и обозначив 

..Е_ = 002, ..!. = 2µ, .!J!L = f (t), получим окднчатель-
т т т 

ный вид уравнения вынужденных колебаний: 

d2g + 2µ dy + w2y = f (t). 
dJ' dJ 

(3) 

Уравнение (3) представляет собой линейное неоднород
ное дифференциальное уравнение второго порядка с 
постоянными коэффициентами. 

Перейдем теперь к исследованию колебаний с при
менением известных нам решений линейных уравнений 
с постоянными коэффициентами. 

Свободные колебания. Лусть сначала отсутствуют 
внешняя сила f(t) и сопротивление среды (µ=О). Тог
да уравнение (3) примет вид 

а'у + w'y = О. 
dJ' 

Это линейное однородное уравнение. Характеристиче
ское уравнение k2+ro2=0 имеет корни k1=iw, k2= -iw, 
н общее решение уравнения запишется по формуле 

у=С1 coswt+C2sinrot, 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. Для даJ1ьнеА

ших раосуждений заменим произвольные постоянные С1 

и С2 другими: А>О и <р, полагая С1 =А sin <р, С2 =А cosqi 

(отсюда А= Ус~+с~ и tg<p=C1/C2). Тогда. 

у=А sin ер cos wt+A cos <р sin (J)t, 

И общее решение можно запи·сать в виде 

у=А sin.((J)t+cp). 
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Формула (4) устанавливает закон движения груза, 
подвешенного на пружине, т. е. выражает отклонение у 

груза от положения равновесия в любой момент време
ни t. По этой формуле груз совершает, как говорят, сво
бодные гармонические колебания около положения 
равновесия. Величина А называется амплитудой коле
баний, (J) - частотой колебаний и ер - начальной 
фазой. 

Для того чтобы выделить нз общего решения частное, 
необходимо задать начальные условия движения. Пусть 
в начальный момент времени t=O отклонение и скорость 
груза известны: 

У lt=O = Уо• у' lt=O = У~· 

Тогда, найдя из (4) 

(5) 

y'=AffiCOS(ffit+cp) (6) 

и подставляя начальные условия (5) в (4) и (6), по
лучим 

{ Уо = А sln ер, 
у~= A(J) cos ер. (7) 

Отсюда, выража!I произвольные постоянные А и ер 

через (J), Уо и Уо и подставляя их значения в ( 4), 
получим. искомое частное решение, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям (5). 
Из формул (7), в частности, следует, что постоянные 

А и ер зависят от частоты колебаний (J) и от начальных 
условий движения. Частота колебаний не зависит от 
начальных условий, а зависит от отношения коэффици-

ента жесткости пружины к массе груза ( (J) = ~). 
Пусть теперь отсутствует внешняя сила f (t) и имеет 

место сопротивление среды (µ+О), например сопротив
ление воздуха. В этом случае уравнение (3) примет 
вид 

tPy + 2J1 dy + (J)2y = о. 
dJI dt 

(8) 

Характеристическое уравнение k2+2µk+(l) 2=0 имеет 
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корни k1.2 = - f1 ± V µ1 - ro2 • Здесь возможны три 

случая: 

1) µ>(J). К.Орин 

kl = - f1 + v f11 - (J)I И ka = - f1 - v f11 - (J)I -

вещественные, раЗJiнчные н отрицательные. Общее ре
шение уравнения (8) запишется в виде 

g = C1e!-J.1+ YJ.1•-•Jt + Csf!.-J.1-YJ.1•-•Jt. 

Из полученной формулы следует, что груз колебаний не 
совершает, при неограниченном возрастании t отклоне
ние груза у бесконечно долго приближается к положе
нию равновесия (у-о при t-+oo). В этом случае го
ворят, что груз совершает непериодическое затухающее 

движение. 

2) µ='(J). Корни k1=k2= -µ - вещественные, рав
ные и отрицательные. Общее решение уравнения (8) 
примет вид 

У= C1e-"''+C2te-J.11=e-"'' ( С1 +C2t). 
В этом случае груз совершает движение, аналогичное 
предыдущему. 

3) µ<(J). Корни 

~1 = - f1 + i V (J)I - f11 И ka = - f1 - i V rol - f11 

комп.леюсн.ые. Общее решение уравнения (8) будет 
им-еть /Вид 

у=е-"'1 (С1 cosШt+C2sin<й't), 

rде Ш = V (J)1 -µ11 • Совершив преобразование, анало

гичное (4), получим решение уравнения (8) в виде 

g = АГ111 sfu (rot + <р). 
Здесь, в отличие от формулы (4), амплитуда Ae-J.11 за
висит от времени t. Так как µ<0, то она стремится к 
нулю при t-+oo. Поэтому в данном случае груз совер
шает так называемые свободные затухающие гармони
ческие колебания около положения равновесия. 

Вынужденные колебания. Резонанс. Рассмотрим те-
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перь случай, когда на колебательную систему действует 
периодическая внешняя сила f (t) =а sin (J) 1t, предполо
жив для простоты, что сопротивление среды отсутствует 

(µ=О). В этом случае уравнение (8) примет вид 

=; + (J)2g = а sln (J)1t. (9) 

Это линейное неоднородное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Известно, что общее решение данного 
уравнения представляет собой сумму общего решения У 
соответствующего однородного уравнения, которое выше 

было найдено (см. формулу (4)), и частного решения g 
неоднородного уравнения, которое надо найти. 

Здесь нужно рассмотреть отдельно два случая: 
1) (J):;i6=(J)1, т. е. частота внешней периодической силы 

отлична от частоты свободных колебаний груза. Так как 
число i(J) 1 не совпадает с корнем характеристического 
уравнения k2+(J)2=0, то частное решение можно найти 
в виде 

у=А cos ro 1t+B sin ro1t. 

Дифференцируя g дважды и подставляя у и у" в урав
а 

пение (9), найдем В= , А=О. Таким обра-
ш•-оо~ 

зом, 

и общее решение уравнения (9) имеет вид 

- а у= у+ У= sln (J)1t + Asln (rot +ер). (10) 
001 -оо~ 

Формула (10) показывает, что частное решение у опре
деляет колебание системы, создаваемое внешней силой, 
общее решение У - свободное колебание груза, а общее 
решение у - сложное колебательное движение, скла
дывающееся из двух колебаний с разными частотами ro 
и (/)J. 

В этом случае амплитуда постоянна, поэтому если w 
и ro1 близки по величине, то груз совершает при движе-
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нии колебания около положения равновесия с большоА 
амплитудой. 

2) ы=ы1 , т. е. частота внешней периодической силы 
совпадает с частотой груза. Так как iы 1 является кор
нем характеристического уравнения k2+ro2=0, TJ) част
ное решение в этом случае следует искать в виде 

!J= t (А cos ro 1t+B sin ro1t). 

Дифференцируя fj дважды и подставляя fi и fi" в урав

нение (9), найдем А=-~. В=О. Таким образом, 
2ro 

~ at 
у = --cos rot 

2ro ' 

и общее решение уравнения (9) запишется в виде 
- at 

у= у+ У= Asln (rot +ер) - -coswt. 
2ro 

Полученная формула показывает, что в данном слу
чае, как и в предыдущем, имеет место сложное колеба
тельное движение, складывающееся из двух колебаний 
с одинаковыми частотами. 

Присутствие множителя t во втором члене говорит о 
том, что амплитуда колебаний неограниченно возра
стает при неограниченном возрастании времени t, т. е. 
груз будет совершать через некоторый промежуток вре
мени колебания с очень большой амплитудой, даже если 
амплитуда внешней силы мала. Это явление в технике 
и физике называется резонансом. Иногда оно приводит 
к разрушению колеблющихся систем. 

На примере груза, подвешенного на пружине, мы рас
смотрели случай так назыв1аемых механических колеба
ний упругих систем (колебание на рессорах вагонов, 
автомобилей и т. п.). Аналогичное исследование прово
дится и при изучении электрических колебаний, звуко
вых колебаний и многих других. И главное место в этих 
исследованиях принадлежит дифференциальным урав
нениям. 

В заключение отметим, что изложенная выше теория 
линейных дифференциальных уравнений второго поряд
ка переносится и на линейные дифференциальные урав
нения любого порядка. 
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