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Лекция 2. Признаки сходимости рядов с положительными 

членами: признаки сравнения, признак Даламбера, радикальный 

признак Коши 
 

2.1. Ряды Дирихле и их сходимость, гармонический ряд 

Определение 1. Числовой ряд вида ∑
∞

=1

1

n
pn

 называется рядом Дирихле с 

показателем р, ∈p R. Заметим, что при 1=p  получаем ряд ∑
∞

=1

1

n n
, который 

называется гармоническим. 

Пример 1. Исследовать ряд Дирихле ∑
∞

=1

1

n
pn

 на сходимость в зависимости от р. 

Решение. 1) В случае, если 0≤p , члены ряда ∑
∞

=1

1

n
pn

 образуют 

неубывающую последовательность, а сам ряд расходится по необходимому 

признаку сходимости ( 0lim ≠
∞→

n
n

a ). 

        2) В случае 0>p  для исследования сходимости ряда используем 

интегральный признак Коши. Введём функцию 1,1)( ≥= x
x

xf p , которая 

удовлетворяет всем условиям теоремы Коши (теорема 3, лекция 1, разд. 

1.5): при 0>p  она непрерывна, положительна и монотонно 

убывает, 1,1)( ≥== na
n

nf np . Вычислим несобственный интеграл x
x p
d1

1
∫
∞

 в 

двух случаях а) 10 << p , б) 1>p , т.е. когда 1≠p : 
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        –Если  10 << p , 01 >− p , то  ∞→− pn1  при  ∞→n , тогда  

∞=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
=

−

∞→

∞
−∫ 1

1
1

limd
1

1 pp
nxx

p

n
p , следовательно, несобственный интеграл 

расходится и расходится исходный ряд. 

        –Если  1>p , 01 <− p ,  то 01 →− pn  при  ∞→n , тогда  

∞<
−

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−
=

−∞→

∞
−∫ 1

1
1
1

)1(

1limd
1

1 pppn
xx

pn
p , следовательно, несобственный 

интеграл сходится и сходится исходный ряд. 

        3) В случае 1=p  имеем гармонический ряд ∑
∞

=1

1

n n
, для которого 

также применим интегральный признак Коши, т.е. рассмотрим интеграл 

( ) ∞==−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

∞→∞→∞→∞→

∞

∫∫ nnnx
x
dx

x
x

nnn

n

n
lnlim1lnlnlim1lnlimlimd

11
, следовательно, 

несобственный интеграл расходится, а значит, гармонический ряд 

расходится. 

Вывод: ряд Дирихле ∑
∞

=1

1

n
pn

 сходится, если 1>p , и расходится, если 1≤p . 

2.2. Признаки сравнения рядов с положительными членами 
Рассмотрим некоторые признаки, устанавливающие сходимость или 

расходимость рядов с положительными членами путём сравнения их с 

рядами, сходимость или расходимость которых известна. 

Теорема 1 (I признак сравнения рядов с положительными членами). 

Пусть даны 2 ряда с положительными членами ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb . 

Если, начиная с некоторого номера N, для всех Nn ≥  выполняется 

неравенство nn ba ≤ , тогда 
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1) из сходимости ряда ∑
∞

=1n
nb  следует сходимость ряда ∑

∞

=1n
na , 

2) из расходимости ряда ∑
∞

=1n
na  следует расходимость ряда ∑

∞

=1n
nb . 

Доказательство. На основании того, что отбрасывание конечного числа 

членов (свойство 1, лекция 1, разд. 1.3) не влияет на сходимость или 

расходимость ряда, можно считать, не нарушая общности, что условие 

nn ba ≤  выполнено для всех 1≥n . Пусть nA  − частичная сумма ряда ∑
∞

=1k
ka , а 

nB  − частичная сумма ряда ∑
∞

=1k
kb . По условию  

nnnn BbbbaaaA =+++≤+++= ...2121 … . 

1) Если ряд ∑
∞

=1n
nb сходится, то последовательность { }nB  ограничена 

сверху, а значит, ограничена сверху и последовательность { }nA . 

Следовательно, по теореме 2 (лекция 1, разд. 1.4) о необходимом и 

достаточном условии сходимости ряда с положительными членами ряд 

∑
∞

=1n
na  сходится, так как существует конечный предел последовательности 

{ }nA . 

2) Если ряд ∑
∞

=1n
na  расходится, то последовательность { }nA  не 

ограничена, а значит, не ограничена и последовательность { }nB . Тогда по 

теореме 2 (лекция 1, разд. 1.4) ряд ∑
∞

=1n
nb  расходится. Теорема доказана. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд ...
3
1

2
111

1
+++=∑

∞

=n n
. 
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Решение. Обозначим nbn
=

1 . Сравним ряд ∑
∞

=1n
nb  с гармоническим рядом 

∑∑
∞

=

∞

=

=
11

1

n
n

n
a

n
. При 2≥n  nn a

nn
b =≥=

11 , а так как гармонический ряд  

расходится, то расходится и ряд ∑
∞

=1

1

n n
. 

Ответ: ряд ∑
∞

=1

1

n n
 расходится. 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

++++=
⋅1 64

1
24
1

8
1

2
1

2
1

k
kk

…. 

Решение. Обозначим kk a
k

=
⋅2
1 . Сравним данный ряд ∑

∞

=1k
ka с рядом  

геометрической прогрессии 1
1

2
1
2
1

8
1

4
1

2
1

2
1

11
=

+−
=+++==∑∑

∞

=

∞

= k
k

k
kb … , который 

сходится, так как знаменатель прогрессии 
2
1

=q , то первые члены ряда 

равны, а при 2≥k , kk ba < , значит, ряд  ∑
∞

= ⋅1 2
1

k
kk

  сходится по I признаку 

сравнения. 

Ответ: ряд ∑
∞

= ⋅1 2
1

k
kk

  сходится. 

Теорема 2 (предельный признак сравнения рядов с положительными членами). 

Даны 2 ряда с положительными членами ∑
∞

=1n
na и ∑

∞

=1n
nb и пусть существует 

∞≠≠=
∞→

CCC
b
a

n

n
n

,0,lim , тогда эти два ряда либо сходятся, либо расходятся 

одновременно. 
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Доказательство. Так как по условию ...,3,2,1,0,0 =∀>> nba nn  и 

n

n
n b

aC
∞→

= lim , то согласно свойству предела 0≥C . По условию 0≠C , значит, 

0>C . По определению предела для всех 0ε >  существует окрестность 

)ε,ε( +− CC  точки С такая, что 0ε >−C  и существует такое натуральное 

число N , 

зависящее от ε , что для всех Nn ≥  выполняется неравенство 

εε +<<− C
b
aC
n

n , или ( ) ( ) nnn bCabC εε +<<− . 

Если  ряд ∑
∞

+= 1Nn
nb  сходится, то сходится и ряд )ε(

1
+∑

∞

+=

Cb
Nn

n  (свойство 

2, лекция 1, разд. 1.3), откуда по I признаку сравнения рядов следует 

сходимость ряда ∑
∞

+= 1Nn
na , так как ( ) nn bCa ε+< . 

Если же ряд ∑
∞

+= 1Nn
nb  расходится, то расходится и ряд )ε(

1
−∑

∞

+=

Cb
Nn

n , а 

так как ( ) nn abC <− ε , то по I признаку сравнения рядов ряд ∑
∞

+= 1Nn
na  также 

расходится. Теорема доказана. 

Замечание. Если C
b
a

n

n
n

=
∞→

lim , 0=C  или ∞=C , то предельный признак не 

применим (теорема 2 в этих случаях не верна). 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= +1
2 3
1

n nn
. 

Решение. Обозначим nann
=

+ 3
1

2 . Рассмотрим ряд ∑∑
∞

=

∞

=

=
1

2
1

1

nn
n n
b . Так как 

∞≠≠=
+

=
∞→∞→

и01
3

limlim 2

2

nn
n

b
a

nn

n
n

, то эти два ряда одновременно сходятся, 



6 
 

или расходятся (теорема 2). Поскольку ∑
∞

=1
2
1

n n
 − ряд Дирихле с 12>=p  

сходится, следовательно, исходный ряд ∑
∞

= +1
2 3
1

n nn
 тоже сходится. 

Ответ: ряд  ∑
∞

= +1
2 3
1

n nn
сходится. 

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=2 ln
1

n n
. 

Решение. Обозначим nan
=

ln
1 . Рассмотрим гармонический ряд ,1

11
∑∑
∞

=

∞

=

=
nn

n n
b  

который расходится. Так как nn b
nn

a =>=
1

ln
1

),2ln( ≥∀> nnn  то по теореме 

1 ряд ∑
∞

=2 ln
1

n n
 расходится. 

Ответ: ряд ∑
∞

=2 ln
1

n n
 расходится. 

2.3. Признак Даламбера сходимости рядов с положительными членами 
Теорема 3 (признак Даламбера). Пусть дан ряд с положительными членами 

∑
∞

=

>
1

)0(
n

nn aa , и существует конечный предел l
a
a

n

n
n

=+

∞→

1lim , тогда:  

        1)  ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, если 1<l , 

        2)  ряд ∑
∞

=1n
na  расходится, если 1>l , 

        3)  если 1=l , то для выяснения сходимости ряда признак Даламбера не 
применим. 
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Доказательство. 1) Пусть предел l
a
a

n

n
n

=+

∞→

1lim  существует и 10 <≤ l . 

Рассмотрим число q такое, что 1<< ql . Из определения предела следует, 

что 0ε >−=∀ lq  существует  ∈)ε(N N,  начиная с которого  )ε(NNn =≥∀  

выполняется неравенство lql
a
a

n

n −<−+1 ,  

q
a
aqllql

a
aql

n

n

n

n <<−−<−<− ++ 11 2, . Таким образом, Nn ≥∀   q
a
a

n

n <+1 , 

т.е. nn aqa ⋅<+1 . Берём n = N, N+1, N+2,…, тогда NN aqa ⋅<+1 , 

NNN aqqaa 2
12 << ++ , NNN aqaqa 3

23 <⋅< ++ , …, N
k

kN aqa <+ . 

Запишем исходный ряд ∑
∞

=

>
1

)0(
n

nn aa  в виде: 

...2121
1

++++++= ++

∞

=
∑ NNN
n

n aaaaaa … . Рассмотрим новый ряд 

…+++=⋅∑
∞

=
NNN

k

k
N aqqaaqa 2

0  
. Этот ряд есть ряд геометрической 

прогрессии с Nab =1  и 10 << q , который сходится, а значит, сходится ряд 

...21
0

+++= ++

∞

=
+∑ NNN

k
kN aaaa , так как ,...)3,2,1( =<+ kaqa N

k
kN  на 

основании теоремы 1.  Ряд ∑
∞

=
+

0k
kNa  получен из исходного ∑

∞

=1n
na  

отбрасыванием конечного числа членов 121 ,,, −Naaa … , тогда ряд ∑
∞

=1n
na  

сходится (свойство 1, лекция 1, разд. 1.3). Таким образом, исходный ряд 

∑
∞

=1n
na  сходится, если 1,lim 1 <=+

∞→
ll

a
a

n

n
n

. Первая часть теоремы доказана. 
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        2) Пусть 1lim 1 >=+

∞→
l

a
a

n

n
n

. Рассмотрим число q такое, что 1>> ql . 

0ε >−= ql , из определения предела 

следует: εε 1 <−<− + l
a
a

n

n , ε,ε 1 +<<− + l
a
al
n

n .11 >>+ q
a
a

n

n Таким образом, 

01 >>+ nn aa  и при ∞→n  общий член ряда na  не стремится к 0, т.е. ряд 

∑
∞

=1n
na  расходится, так как не выполняется необходимое условие сходимости 

ряда (теорема 1, лекция 1, разд. 1.3). Вторая часть теоремы доказана. 

3) Если 1=l ,
n

n
n a

a 1lim +

∞→
 равен единице или не существует, в этом  

 случае для выяснения сходимости ряда признак Даламбера не применим. 

Пример 6. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1 2n
n
n . 

Решение. Обозначим nn an
=

2
, 0>na ; найдём 11 2

1
++
+

= nn
na . Составим предел 

1
2
11lim

2
1

22
2)1(limlim 1 <=

+
=

⋅⋅

⋅+
==

∞→∞→

+

∞→ n
n

n
n

a
al

nn

n

nn

n
n

, т.е. по признаку Даламбера 

ряд сходится. 

Ответ: ряд  ∑
∞

=1 2n
n
n сходится. 

Пример 7. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1 5
!

n
n
n . 

Решение. Обозначим 0,
5
!

>= nnn aan ; найдём 11 5
)!1(

++
+

= nn
na . Составим предел 

1
5
1lim

!55
5)1(!lim

!5
5)!1(limlim 1

1 >∞=
+

=
⋅⋅

⋅+⋅
=

⋅

⋅+
==

∞→∞→+∞→

+

∞→

n
n

nn
n

n
a
al

nn

n

nn

n

nn

n
n

, 
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т.е. по признаку Даламбера ряд расходится. 

Ответ: ряд ∑
∞

=1 5
!

n
n
n  расходится. 

2.4. Радикальный признак Коши сходимости рядов 
с положительными членами 

Теорема 4 (радикальный признак Коши). Пусть дан ряд с положительными 

членами 0,
1

>∑
∞

=
n

n
n aa  и пусть существует конечный предел 

.lim lan n
n

=
∞→

Тогда: 

        1)  если 1<l , ряд сходится, 

        2)  если 1>l , ряд расходится, 

        3)  если 1=l , то для выяснения сходимости ряда радикальный признак 

Коши не применим. 

Доказательство. 1) Пусть существует 1lim <=
∞→

lan n
n

; так как 0>na , то 

0≥l . Рассмотрим число q такое, что 1<< ql . Из определения предела 

следует, что 0ε >−=∀ lq  существует ∈= )ε(NN N, начиная с которого Nn ≥∀  

выполняется неравенство ,lqlan n −<−  lqlaql n
n −<−<− , qan n < , 

Nnqa n
n ≥∀< . Распишем исходный ряд  

                             ...2121
1

++++++= ++

∞

=
∑ NNN
n

n aaaaaa …  .                   (1) 

        Составим новый ряд 

                             …+++= ++
∞

=

+∑ 21

0

NNN

k

kN qqqq  .                                         (2) 

        Ряд (2) представляет собой ряд геометрической прогрессии со 

знаменателем q : 10 <≤ q , т.е. этот ряд сходится, а значит, ряд (1) сходится 

по I признаку сравнения рядов (теорема 1 данной лекции). 
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        2) Пусть существует 1lim >=
∞→

lan nn
. Начиная с некоторого 

N)ε( ∈= NN  Nn ≥∀ , 11 >⇒> n
n

n aa , т.е. 0lim ≠
∞→

nn
a , тогда исходный ряд 

расходится по необходимому признаку сходимости (теорема 1, лекция 1, 

разд. 1.3). 

        3) Если 1lim ==
∞→

lan nn
 (или не существует), то для выяснения 

сходимости ряда радикальный признак Коши не применим. Теорема 

доказана. 

Пример 8. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1 12n

n

n
n  

Решение. Обозначим 0,
12

>=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ nn

n
aa

n
n . Составим предел: 

1
2
1

12
limlim <=

+
==

→∞→ n
nal

n
n
n

n
, т.е. по радикальному признаку Коши ряд 

сходится. 

Ответ: ряд ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1 12n

n

n
n сходится. 

 


