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4 Îãëàâëåíèå



Ãëàâà 1

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé

1.1 ×òî òàêîå ñèñòåìà óðàâíåíèé?

Ïóñòü a1, a2, . . . , an è b � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà; x1, x2, . . . , xn � íåêîòîðûå ñèìâîëû. Òîãäà óðàâ-
íåíèå âèäà

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì. Ñèìâîëû x1, x2, . . . , xn ìû áóäåì
íàçûâàòü ïåðåìåííûìè èëè íåèçâåñòíûìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå èçm ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé: 

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2;

. . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.

(1.1)

Îïðåäåëåíèÿ 1 Âûðàæåíèå âèäà (1.1) íàçûâàåòñÿ ñè-
ñòåìîé m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Â äàëü-
íåéøåì òàêèå ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ñèñòå-
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ìîé, ïîñêîëüêó äðóãèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ýòîé ãëàâå íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Íàáîð èç n ÷èñåë (x0

1, x
0
2, . . . , x0

n) íà-
çûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.1),
åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî íàáîðà â ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âìåñòî íåèçâåñòíûõ (x1, x2, . . . , xn) âñå óðàâíå-
íèÿ ñòàíóò âåðíûìè ðàâåíñòâàìè. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
ðåøåíèé ñèñòåìû. Åñëè ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ðå-
øåíèå, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, èíà÷å ñèñòåìà
íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé.

Ñèñòåìà, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íàçûâàåò-
ñÿ îïðåäåëåííîé. Ñèñòåìà èìåþùàÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé, íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.

Åñëè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñîâïàäàþò, òî ýòè ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè.

Îïðåäåëåíèÿ 2 Êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàïèøåì â âèäå òàáëèöû

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , (1.2)

íàçûâàåìîé ìàòðèöåé èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Ìàòðè-
öû (1.2) áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû è
îáîçíà÷àòü áóêâîé A. Ïðèñîåäèíèì ê ìàòðèöå A ñòîëáåö
èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, îòäåëèâ åãî âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé
îò êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2

. . .
bm

 . (1.3)

Ìàòðèöó (1.3) íàçîâåì ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû
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è áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç Ã.

Äàëåå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû Ã áóäåì ñ÷èòàòü
êðàòêîé ôîðìîé çàïèñè ñèñòåìû (1.1) è òàêæå áóäåì íàçû-
âàòü ñèñòåìîé m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè.

Âåñü ïåðâûé ñåìåñòð ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Âîïðîñû, êîòîðûå íàñ èíòåðåñóþò:
êàê íàõîäèòü âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé?,
êîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçðåøèìà? è êîãäà
ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìû ââåäåì ïîíÿòèÿ ìàò-
ðèöû, îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, ðàç-
ìåðíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé è ò.ä.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò ìåòîä Ãàóññà. Â ýòîì ìåòîäå øàã çà øàãîì âûðà-
æàþò íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå è èñêëþ÷àþò èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé.

1.1.1 Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îçíàêîìèìñÿ ñ òðåìÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ñèñòåì óðàâíåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû ñìîæåì
óïðîñòèòü ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ëåììà 1 (1-å ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå) Ïîñëå
ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè óðàâíåíèé ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îñòàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðåæíåé.

Ëåììà 2 (2-å ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå) Ïîñëå
óìíîæåíèÿ i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, íà
÷èñëî λ, λ 6= 0, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îñòàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîé ïðåæíåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1 è 2. Ýêâèâàëåíòîñòü ñè-
ñòåì îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ ðåøåíèé ýòèõ ñè-
ñòåì ïîêàæåì, ÷òî 1) âñå ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íîâîé ñèñòåìû; 2) âñå ðåøåíèÿ
íîâîé ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) � ðåøåíèå ïåðâî-

íà÷àëüíîé ñèñòåìû, ò.å. ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî íàáîðà ÷è-
ñåë â ñòàðóþ ñèñòåìó âñå óðàâíåíèÿ ñòàíóò âåðíûìè ðà-
âåíñòâàìè.

Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) â íîâóþ ñèñòåìó

ìû ïîëó÷àåì âåðíûå ðàâåíñòâà, ïîñêîëüêó â ïåðâîé ëåì-
ìå íîâàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ïåðâîíà÷àëüíîé
ñèñòåìû; âî âòîðîé ëåììå � ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà

ai1x
0
1 + ai2x

0
2 + . . . + ainx

0
n = bi

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

λai1x
0
1 + λai2x

0
2 + . . . + λainx

0
n = λbi

äëÿ ëþáîãî λ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ðåøåíèå ïåðâîíà-
÷àëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íîâîé.

Ïóñòü òåïåðü (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) � ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû.

Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) â ñòàðóþ ñèñòåìó

ìû ïîëó÷àåì âåðíûå ðàâåíñòâà, ïîñêîëüêó â ïåðâîé ëåì-
ìå ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé íîâîé
ñèñòåìû. Âî âòîðîé ëåììå � ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà

λai1x
0
1 + λai2x

0
2 + . . . + λainx

0
n = λbi

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ai1x
0
1 + ai2x

0
2 + . . . + ainx

0
n = bi

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ 6= 0. Ëåììû 1 è 2 äîêàçàíû.

Áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ ëåììà.

Ëåììà 3 (3-å ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå) Åñëè
ê îäíîìó èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ïðèáàâèòü äðóãîå óðàâíå-
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íèå ýòîé ñèñòåìû, óìíîæåííîå íà ÷èñëî λ, òî ïîëó÷åí-
íàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ïðåæíåé ñèñòåìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ê k-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû
ïðèáàâëåíî l-îå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà ÷èñëî λ. ×åðåç
R1 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîé ñèñòåìû, ÷åðåç
R2 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé âòîðîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ R1

è ïîäñòàâèì ýòîò íàáîð ÷èñåë âî âòîðóþ ñèñòåìó. Ïîñëå
ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ ëåâàÿ ÷àñòü k-ãî ðàâåíñòâà ðàâíà

(ak1x
0
1 + ak2x

0
2 + . . . + aknx

0
n) + λ(al1x

0
1 + al2x

0
2 + . . . + al1x

0
n).

Ïåðâàÿ ñêîáêà ðàâíà bk, âòîðàÿ � bl. Ñëåäîâàòåëüíî, âñ�å
ýòî âûðàæåíèå ðàâíî bk + λbl. Òàêèì îáðàçîì, k-îå âû-
ðàæåíèå âòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ
âåðíûì ðàâåíñòâîì. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñòðîêàõ ðàâåíñòâà
î÷åâèäíî âåðíû. Òîãäà (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ R2. Ýòî îçíà÷àåò

R1 ⊆ R2.

Ïóñòü (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) � ïðîèçâîëüíóîå ðåøåíèå âòîðîé

ñèñòåìû. Ïîäñòâèì ýòîò íàáîð ÷èñåë â êàæäîå óðàâíåíèå
ïåðâîé ñèñòåìû. Ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ ðàâåíñòâ, êðîìå k-
îãî î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì k-îå ðàâåíñòâî:(

(ak1 + λal1)x
0
1 + (ak2 + λal2)x

0
2 + . . . + (akn + λaln)x0

n

)
=

bk + λbl.

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ è âûíåñåíèÿ çà ñêîáêè
îáùåãî ìíîæèòåëÿ λ ýòî âûðàæåíèå ïðèìåò âèä:

(ak1x
0
1+ak2x

0
2+ . . .+ak1x

0
n)−λ(al1x

0
1+al2x

0
2+ . . .+al1x

0
n) =

bk + λbl.

Ñóììà âî âòîðîé ñêîáêå ðàâíà λbl. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà
â ïåðâîé ñêîáêå ðàâíà bk. Òàêèì îáðàçîì, k-îå âûðàæåíèå
ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåðíûì ðàâåíñòâîì. Òî-
ãäà (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ R1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R2 ⊆ R1.
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Èç R1 ⊆ R2 è R1 ⊇ R2 ñëåäóåò R1 = R2, ÷òî îçíà÷àåò
ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ñèñòåì. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

� óïðàæíåíèÿ

1.1 Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè íàáîð ÷èñåë (1,−1, 2) ðåøåíèåì
ñëåäóþùåé ñèñòåìû (

1 3 1 0
2 5 2 1

)
?

1.2 Óêàæèòå íåñîâìåñòíóþ ñèñòåìó(
1 1 3
1 2 4

)
,

(
1 2 0
2 4 1

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
.

1.3 Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
2 0 4
0 3 12

)
,

(
1 1 4
1 −1 2

)
,

(
1 0 2
2 −2 2

)
.

1.4 Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
1 2 7
2 1 5

)
,

(
2 4 8
3 6 12

)
,

(
1 1 2
1 1 2

)
.

1.5 Íà îäíîì êàññîâîì ÷åêå: �òåòðàäü � 6 øò, ðó÷êà � 3 øò,
äèñêåòà � 2 øò, èòîãî � 65 ðóá". Íà äðóãîì ÷åêå: �òåòðàäü �
4 øò, ðó÷êà � 2 øò, äèñêåòà � 3 øò, èòîãî � 60 ðóá. Ñêîëüêî
ñòîÿò 10 òåòðàäåé è 5 ðó÷åê?".

1.6 Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
8 5 −17
7 3 −8

)
,

(
2009 2010 1
2008 2011 3

)
,

(
13 26 39
13 26 39

)
.

1.7 Ìîæíî ëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èçáàâèòüñÿ
îò íåèçâåñòíîé x1 âî âñåõ óðàâíåíèÿõ êðîìå îäíîãî?

1.8 Ìîæíî ëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç íåñîâìåñò-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëó÷èòü ñîâìåñòíóþ?



1.1. ×òî òàêîå ñèñòåìà óðàâíåíèé? 11

1.1.2 Îïèñàíèå ìåòîäà Ãàóññà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè
a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 . (1.4)

Îïèøåì ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.4). Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò èç äâóõ ÷à-
ñòåé � ïðÿìîãî è îáðàòíîãî õîäà.

1) Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà.

à) Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà èìååòñÿ íåíó-
ëåâîé, èíà÷å ïåðåìåííàÿ x1 îòñóòñòâóåò â ñèñòåìå ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé è, òîãäà, x1 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷å-
íèå. Òàêèå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåí-
íûìè.

á) Âûáåðåì ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà íåíó-
ëåâîé ak1 è íàçîâåì âåäóùèì.

â) Ïîìåíÿåì 1-þ è k-þ ñòðîêè ìåñòàìè. Âûïèøåì ïî-
ëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a′11 a′12 . . . a′1n b′1
a′21 a′22 . . . a′2n b′2

. . . . . . . . . . . .
a′m1 a′m2 . . . a′mn b′m

 . (1.5)

ã) Ê êàæäîé i-îé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, ïðèáàâèì
ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ÷èñëî −a′i1/a

′
11.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èçáàâèìñÿ îò íåèçâåñòíîé x1 âî âñåõ
óðàâíåíèÿõ êðîìå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Äàëåå ðåøàåì ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áåç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ñòîëá-
öà. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ è óðàâíåíèé â êîíöå ïðÿìîãî õîäà Ãàóññà ïîëó÷èòñÿ
ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà.

Äàäèì ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ñòóïåí÷àòîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 2 Ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1) åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ñîñòîèò èç îäíèõ
íóëåé, òî âñå ñòðîêè, ðàñïîëîæåííûå íèæå ýòîé ñòðî-
êè, òàêæå ñîñòîÿò èç íóëåé;

2) åñëè ïåðâûå íåóëåâûå ýëåìåíòû k-îé è (k + 1)-îé
ñòðîê ðàñïîëàãàþòñÿ â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè pk è pk+1

ñîîòâåòñòâåííî, òî pk < pk+1.

Îïðåäåëåíèå 3 Ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâà-
þò ïðèâåäåííîé ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, åñëè ýëåìåíòàð-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íåëüçÿ óâåëè÷èòü ÷èñëî íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ íèæå âåäóùèõ ýëåìåíòîâ.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñòóïåí÷àòûå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 4 Ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìîé áóäåì íàçûâàòü
ñèñòåìó ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòó-
ïåí÷àòîé.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñòóïåí÷àòûõ ñèñòåì:
� ïðèìåðû

x1

*

0

0

x2

*

*

0

x3

*

*

*

x4

*

*

*

*

*

*

 ,


x1

*

0

0

x2

*

*

0

x3

*

*

0

x4

*

*

*

*

*

*

 ,


x1

*

0

0

x2

*

*

0

x3

*

*

0

x4

*

*

0

*

*

0


Ïî íàøåìó àëãîðèòìó â ïåðâîé ñèñòåìå ñâîáîäíîé ïå-

ðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ x4; âî âòîðîé � x3; â òðåòüåé ñèñòåìå
� x3 è x4.

Ïî-ñóòè, ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå � òå ïåðåìåííûå,
1) êîòîðûå ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ è
2) ÷åðåç íàáîð ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî âûðàçèòü

âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå.



1.1. ×òî òàêîå ñèñòåìà óðàâíåíèé? 13

Âûáîð ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íåîäíîçíà÷åí. Äëÿ óïðî-
ùåíèÿ ïîíèìàíèÿ ìåòîäà Ãàóññà âñåãäà áóäåì âûáèðàòü
ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöàì áåç âåäóùèõ ýëå-
ìåíòîâ, ñâîáîäíûìè.

2) Îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà.

Åñëè îäíî èç óðàâíåíèé èìååò âèä (0 0 0 . . . 0 | c ), ãäå
c 6= 0, òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Òîãäà íå èìååò
ðåøåíèé è âñÿ ñèñòåìà.

Ïóñòü ñèñòåìà ñîñòîèò èç k óðàâíåíèé è ïðèâåäåíà ê
ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïóñòü ïåðåìåííûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâî-
áîäíûìè, èìåþò èíäåêñû i1, i2, . . . , ik.

à) Èç ñàìîãî íèæíåãî óðàâíåíèÿ ìû âûðàçèì xik ÷åðåç
êîíñòàíòû ïðàâîé ÷àñòè è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Òåïåðü
âî âñåõ ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèÿõ xik ìîæíî çàìåíèòü íà åå
âûðàæåíèå ÷åðåç êîíñòàíòû è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå.

Äàëåå ìû ðåøàåì ñèñòåìó áåç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ,
ïîñêîëüêó îíî ðàçðåøèëîñü, è ïåðåìåííîé xik .

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû âñå ïåðåìåííûå xi1 , xi2 ,
. . . , xik âûðàçèì ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå è íåêîòîðûå
÷èñëà.

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïåðåìåí-
íûå xi1 , xi2 , . . . , xik ðàâíû íåêîòîðûì ÷èñëàì. Ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ íàáîðû ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 5 Îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ
"ïåðå÷èñëåíèå" ëþáûì ñïîñîáîì ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ìû çíàåì ìåòîä Ãàóññà, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîãî ìîæíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëþáîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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� ïðèìåð

Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà(
5 −1 8 9
3 −1 4 5

)
.

Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì öåïî÷êó ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé:(

5 −1 8 9
3 −1 4 5

)
⇔

(
−1 1 0 −1
3 −1 4 5

)
⇔

(
1 −1 0 1
0 2 4 2

)
1) ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâèëè âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà

÷èñëî ¾−2¿.
2) ïîëó÷åííóþ ïåðâóþ ñòðî÷êó óìíîæèëè íà ÷èñëî ¾−1¿.
3) êî âòîðîé ñòðîêå ïðèáàâèëè ïåðâóþ ñòðîêó, óìíî-

æåííóþ íà ÷èñëî ¾−3¿.
Ìû ïîëó÷èëè ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó. Íåèçâåñòíóþ x3

ìîæíî îáúÿâèòü ñâîáîäíîé íåèçâåñòíîé.
Äàëåå ìû ìîæåì ïðîäåëàòü îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóñ-

ñà, êîòîðûé ìû ðàññìîòðåëè âûøå, è íàéòè îáùåå ðåøåíèå
ñèñòåìû.

Ïðîäîëæèì ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäàÆîðäàíà-
Ãàóññà.(

1 −1 0 1
0 2 4 2

)
⇔

(
1 −1 0 1
0 1 2 1

)
⇔

(
1 0 2 1
0 1 2 1

)
.

Ìû âûïîëíèëè ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
1) âòîðóþ ñòðîêó óìíîæèëè íà ÷èñëî ¾−1/2¿;
2) ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâèëè âòîðóþ ñòðîêó.
Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû äîáèëèñü, ÷òî-

áû ïåðâûìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ñòðîê ñòóïåí÷àòîé
ìàòðèöû áûëè åäèíèöû, à âûøå ýòèõ åäèíèö ñòîÿëè íóëè.
Òåïåðü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì x1, à èç âòîðîãî �
x2. Ïîëó÷èì x1 = 2− 2x3 è x2 = 1− 2x3.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå âåêòîðà (2 −
2x3, 1 − 2x3, x3), ãäå x3 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå äåéñòâè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíîé íåèçâåñòíîé êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ,
ìû ìîæåì íàéòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Îòâåò: îáùåå ðåøåíèå (2− 2x3, 1− 2x3, x3).

� óïðàæíåíèÿ

2.1 Íàéäèòå îáùèå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
8 5 −17
7 3 −8

)
,

(
2009 2010 1
2008 2011 3

)
,

(
21 31 23
12 13 32

)
.

2.2 Íàéäèòå îáùèå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
5 1 5 3
6 1 2 −5

)
,

(
5 2 2 10
4 3 3 15

)
,

 2 1 16
3 3 29
1 2 13

 .

2.3 Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñâîáîä-
íûìè ïåðåìåííûìè.

2.4 Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñâîáîäíû-
ìè ïåðåìåííûìè.

2.5 Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü àëüòåðíàòèâó ìåòîäó Ãàóññà, ãäå ñè-
ñòåìà âèäà 

x1

*

0

0

x2

*

*

0

x3

*

*

*

x4

*

*

*

*

*

*

 .

áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ñòóïåí÷àòîé?
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1.2 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé àëãåáðû. Äëÿ
ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âàæíà åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåêîòî-
ðîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé (îò-
âåòîâ), òî ñêîðåå ýòà ìîäåëü íåïðàâèëüíà.

1.2.1 Ñëó÷àé îäíîé ïåðåìåííîé

Åñëè a 6= 0, òî óðàâíåíèå ax = b a 6= 0 a = 0

b 6= 0 b = 0
∃!

@ ∞

èìååò ðåøåíèå è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåí-
íî.

Åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå, ëèáî íå
èìååò ðåøåíèé, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.

1.2.2 Ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ

Òåîðåìà 1 (Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü � 2× 2)
Åñëè a11a22 − a12a21 6= 0, òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(

a11 a12 b1

a21 a22 b2

)
(1.6)

èìååò ðåøåíèå è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Åñëè a11a22−a12a21 = 0, òî ñèñòåìà (1.6) ëèáî íå èìå-

åò ðåøåíèé, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè óáåæäà-
åìñÿ, ÷òî íàáîð ÷èñåë(

b1a22 − b2a12

a11a22 − a21a12

,
a11b1 − a21b2

a11a22 − a21a12

)
(1.7)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.
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Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïàðû ÷èñåë a11, a12

íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Òàêæå ýòî âåðíî äëÿ a21,
a22. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a11, a12, a21 è a22

ðàâåí íóëþ, òî, ðàçáèðàÿ êàæäûé ñëó÷àé, ëåãêî ïîêàçàòü
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Â îáðàòíîì ñëó÷àå, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà a21,
âòîðîå � íà a11. Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå óðàâ-
íåíèå è ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ýêâèâà-
ëåíòíóþ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå. Äëÿ ïîëó÷åííîé ñòóïåí-
÷àòîé åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ î÷åâèäíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âûðàæåíèå a11a22 − a12a21 íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì

ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ ìû ïîëó÷èëè èñ÷åðïûâàþùèé
îòâåò íà âîïðîñ: êîãäà ñèñòåìà èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè(

a11 a12 b1

a21 a22 b2

)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Äàëåå íàì ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íóþ âåëè÷è-
íó äëÿ ìàòðèö áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïîçâîëèò îò-
âåòèò íà âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
äëÿ á�îëüøèõ ñèñòåì.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ïîäñòàíîâêè.
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1.2.3 Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Îïðåäåëåíèå 6 Ïîäñòàíîâêîé n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ
áèåêöèÿ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íà ñåáÿ.

'

&

$

%

'

&

$

%

rr
rr

rr
rr
)

y

y

y

{1, 2, 3, 4}{1, 2, 3, 4}
σ

4

2
3

1

4

2
3

1

Ýòîò ïðèìåð ïîäñòàíîâêè îòîáðàæàåò 1 â 4, 2 â 1, 3 â
2, 4 â 3. Äðóãèìè ñëîâàìè σ(1) = 4, σ(2) = 1, σ(3) = 2,
σ(4) = 3. Ëþáóþ òàêóþ áèåêöèþ ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé
èç äâóõ ñòðîê:

σ =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Îïðåäåëåíèå 7 Ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ
σ1 è σ2 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

(σ1 · σ2)(i) = σ1(σ2(i)), i = 1, . . . , n.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå êîìïîçèöèÿ îòîáðàæå-
íèé σ1(σ2(i)) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç σ1 ◦ σ2. Ïîýòîìó ïðîèçâå-
äåíèå ïîäñòàíîâîê ìîæíî çàïèñàòü σ1 · σ2 = σ1 ◦ σ2.

Èç òîãî, ÷òî êîìïîçèöèÿ áèåêöèé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
ñëåäóåò ëåììà.

Ëåììà 4 Åñëè σ1 è σ2 ïîäñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ, òî
σ1 · σ2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ.

� ïðèìåð Òàêèì îáðàçîì, ïîä ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòà-
íîâîê ìû ïîíèìàåì êîìïîçèöèþ äâóõ îòîáðàæåíèé(

1 2 3 4
4 1 2 3

)
·
(

1 2 3 4
3 2 1 4

)
=

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

êîòîðóþ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
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Îòîáðàæåíèÿ íàì ïðèõîäèòñÿ ðèñîâàòü ñïðàâà íàëåâî,
ïîñêîëüêó îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðèíÿòî ïèñàòü ñëåâà îò
àðãóìåíòà.

Çàìå÷àíèå. Çàïèñü σ(i) ñîêðàòèì: σi. Ýòî òàêæå åñòå-
ñòâåííî êàê çàìåíà sin(π) ñîêðàùåíèåì sin π.

Ëåììà 5 (Î ìîùíîñòè |Sn|) Êîëè÷åñòâî âñåõ ïîäñòà-
íîâîê n ýëåìåíòîâ ðàâíî

n! = 1 · 2 · . . . · n.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâ-
êó n-îé ñòåïåíè. Âûáåðåì σ1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü n ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè. Çàòåì âûáåðåì σ2 èç ìíîæåñòâà {1, 2, .., n}
áåç σ1. Ýòîò âûáîð ìîæíî ñäåëàòü n−1 ñïîñîáîì. Ïðîäîë-
æèì ïðîöåññ âûáîðà ýëåìåíòîâ. Ïðè âûáîðå ïîñëåäíåãî
ýëåìåíòà σn îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò. Òàêèì îá-
ðàçîì, ÷èñëî âàðèàíòîâ âûáîðà ïîäñòàíîâêè ðàâíî n!

Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 8 Ìíîæåñòâî Ì ñ îïåðàöèåé ∗ : M×M →
M íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ M âåðíî a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
2. Ñóùåñòâóåò ε ∈ M , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ M

âåðíî a ∗ ε = ε ∗ a = a
3. Äëÿ ëþáîãî a ∈ M ñóùåñòâóåò òàêîå b ∈ M , ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: a ∗ b = b ∗ a = ε
Çàìå÷àíèå: ýëåìåíò ε íàçûâàþò åäèíèöåé èëè íóëåì,

ýëåìåíò b � îáðàòíûì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç a−1 èëè ïðî-
òèâîïîëîæíûì è ïèøóò êàê −b.
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Îïðåäåëåíèå 9 Äàëåå äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïîé. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.

Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ áóäåì îïóñêàòü. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå òðè âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 6 Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê σ, ρ, τ ∈ Sn âåðíî ðà-
âåíñòâî:

σ(ρτ) = (σρ)τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ =

(
1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
,

ρ =

(
1 2 . . . n
b1 b2 . . . bn

)
è τ =

(
1 2 . . . n
c1 c2 . . . cn

)
.

Ïîñêîëüêó ρ(i) = bi è σ(i) = ai äëÿ i = 1, . . . , n, òî

ρτ =

(
1 2 . . . n
bc1 bc2 . . . bcn

)
è σρ =

(
1 2 . . . n

ab1 ab2 . . . abn

)
.

Òîãäà

σ(ρτ) =

(
1 2 . . . n

abc1
abc2

. . . abcn

)
= (σρ)τ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7 Äëÿ åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêè

ε =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
∈ Sn

è ëþáîé σ ∈ Sn âåðíû ðàâåíñòâà

σ = εσ = σε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ =

(
1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
∈ Sn.

Äàëåå ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâà εσ =
σε = σ äëÿ σ ∈ Sn â îáùåì ñëó÷àå.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 8 Äëÿ ëþáîé σ ∈ Sn ñóùåñòâóåò òàêàÿ σ−1 ∈ Sn,
÷òî σσ−1 = σ−1σ = ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòà-

íîâêè σ =

(
1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó

σ−1 =

(
a1 a2 . . . an

1 2 . . . n

)
.

Ïîñòðîåííàÿ σ−1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïîä-
ñòàíîâêîé, ïîñêîëüêó σσ−1 = σ−1σ = ε.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 Èç ëåìì 6-8 ñëåäóåò, ÷òî Sn ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê.

Ãðóïïà Sn ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïîé.

Â ýòîé ãðóïïå, âîîáùå ãîâîðÿ, στ 6= τσ äëÿ íåêîòîðûõ
σ, τ ∈ Sn. Ïðîâåðüòå ýòî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ëþáîå óðàâíåíèå
x ∗ a = b äëÿ a è b ∈ G èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
b ∗ a−1.

� óïðàæíåíèÿ

3.4 Äëÿ ïîäñòàíîâîê

σ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
.

íàéäèòå σ3, ρ5, σ5.

3.5 Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê σρ è ρσ.

3.6 Íàéäèòå îáðàòíûå ïîäñòàíîâêè σ−1 è ρ−1.
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3.7 Îïðåäåëèì τ ∈ S3 : τ1 = 3, τ2 = 2, τ3 = 1. Íàéäèòå è
ñðàâíèòå ñóììû∑

σ∈S3

σ2,
∑
σ∈S3

σ3,
∑
σ∈S3

σ−13 è
∑
σ∈S3

στ3.

1.2.4 ×åòíîñòü ïîäñòàíîâîê

Îïðåäåëåíèå 10 Åñëè i > j è σi < σj, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ïàðà (σi, σj) íàçûâàåòñÿ èíâåðñèåé ïîäñòàíîâêè σ.

Åñëè ÷èñëî èíâåðñèé σ ∈ Sn ÷åòíî, òî ïîäñòàíîâêó σ
íàçûâàþò ÷åòíîé, èíà÷å � íå÷åòíîé.

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ sgn : Sn → {±1}.

sgnσ =

{
+1, åñëè σ � ÷åòíàÿ;
−1, åñëè σ � íå÷åòíàÿ.

� ïðèìåð Â ïîäñòàíîâêå

σ =

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
âñå èíâåðñèè � ýòî ïàðû (3, 2) è (4, 2).

Ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ìåíÿþò ìåñòàìè ðîâíî äâà ýëå-
ìåíòà íàçûâàþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 11 Öèêëîì (a1a2 . . . ak) íàçûâàåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a1a2 . . . ak)i =


a1, åñëè i = ak,
aj+1, åñëè i = aj ∈ {a1, a2, . . . , ak−1},
i, åñëè i /∈ {a1, a2, . . . , ak}.

×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà.

Ïîíÿòèå öèêëà ïðîùå îáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ ðèñóíêà.

Òðàíñïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë i è j ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëîì (ij).



1.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü 23

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàíñïîçèöèè σ âåðíî σ−1 = σ.
Îòîáðàæåíèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ èíâîëþöèÿ-
ìè.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 9 Äëÿ ëþáîé σ ∈ Sn è òðàíñïîçèöèè τ = (ij) ∈
Sn âåðíû ðàâåíñòâà

sgn τ = −1 è sgn (στ) = sgnσ · sgn τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå òåðÿÿ îáùíîñòü, ñ÷èòàåì i < j.
Ïîäñòàíîâêà τ íå ñîäåðæèò èíâåðñèé ñ τk ïðè íàòó-

ðàëüíûõ k ∈ [1; i) ∪ (j; n].
Ðàññìîòðèì τk, k ∈ [i; j]. ×èñëî τi îáðàçóåò èíâåðñèþ

ñî âñåìè îñòàëüíûìè ÷èñëàìè τk, k ∈ (i; j]. ×èñëî τj òàê-
æå îáðàçóåò èíâåðñèþ ñî âñåìè τk, k ∈ [i; j). Äðóãèõ èí-
âåðñèé íåò. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â
(i; j] è [i; j) ðàâíî 2(j− i− 1) è ÷åòíî, íî èíâåðñèþ (τi, τj)
ìû ïîäñ÷èòàëè äâàæäû. Ñëåäîâàòåëüíî, τ èìååò íå÷åòíîå
÷èñëî èíâåðñèé 2(j − i− 1)− 1, ÷òî îçíà÷àåò sgn τ = −1.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ σ ∈ Sn.
Åñëè k < i < j, òî êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ñðåäè äâóõ ïàð

(σk, σi) è (σk, σj) è ïàð (στk, στi) = (σk, σj) è (στk, στj) =
(σk, σi) íå îòëè÷àåòñÿ.

Êîëè÷åñòâî èíâåðñèé íå èçìåíèòñÿ è ïðè i < j < k
ñðåäè ïàð (σi, σk) è (σj, σk).

Åñëè i < k < j êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ñðåäè äâóõ ïàð
(σi, σk) è (σk, σj) è ïàð (στi, στk) è (στk, στj) îòëè÷àåòñÿ
íà ÷åòíîå ÷èñëî.

Åñëè (σi, σj) ñîñòàâëÿþò èíâåðñèþ, òî ïàðà (στi, στj) =
(σj, σi) íå ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèåé, èíà÷å (σj, σi) � èíâåðñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ïîäñòàíîâîê èç-
ìåíèëîñü íà íå÷åòíîå ÷èñëî.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 10 (Î ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâå-

äåíèå òðàíñïîçèöèé ) Ëþáóþ ïîäñòàíîâêó σ ∈ Sn ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé

σ = τ1τ2 · . . . · τt.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ n.

Áàçà èíäóêöèè: êàæäóþ ïîäñòàíîâêó

S2 =

{(
1 2
1 2

)
,

(
1 2
2 1

)}
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå: ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû âåðíî äëÿ Sk−1.

Øàã èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ

σ =

(
1 2 3 . . . k − 1 k
a1 a2 a3 . . . ak−1 ak

)
∈ Sk.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ai = k. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå σ è (k i)
ïåðåâîäèò k â k. Â ñëó÷àå k = i ñ÷èòàåì (k k) åäèíè÷íîé
ïîäñòàíîâêîé.

Ïóñòü ρ ∈ Sk−1 òàêàÿ, ÷òî ρj = σ(k i)j, j = 1, . . . , k− 1.
Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ρ ðàçëàãàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé ρ = τ1τ2 · . . . · τs. Îòñþäà

σ = τ1τ2 · . . . · τs(k i).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñìûñë äîêàçàííîé ëåììû î÷åíü ïðîñò: ëþáîé íàáîð

êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ìåíÿÿ ìåñòàìè ïî
äâå êàðòî÷êè. Ìû ïðåäëîæèëè àëãîðèòì, â êîòîðîì ìû
ñòàâèì íà ïîñëåäíåå ìåñòî êàðòî÷êó ñ íàèáîëüøèì ÷èñ-
ëîì. Äàëåå ðåøàåì ïîäîáíóþ çàäà÷ó äëÿ n− 1 êàðòî÷êè.

Òåîðåìà 3 (î êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè
ïîäñòàíîâêè) Îïðåäåëåíèå ÷åòíîñòè ïîäñòàíîâêè êîð-
ðåêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà ïðîèç-
âåäåíèé τ1τ2 · . . . · τk = ρ1ρ2 · . . . · ρl ñëåäóåò, ÷òî ÷åòíîñòè
k è l ñîâïàäàþò. Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ëþáîå ðàçëîæåíèå åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêè ε ∈ Sn íà ïðî-
èçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé ε = ε1ε2 ·. . .·εm ñîñòîèò èç ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà ÷èñëà òðàíñïîçèöèé. Ïî ëåììå 9 ýòî äåéñòâè-
òåëüíî òàê.

Òåîðåìà 4 (î ÷åòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê)
Äëÿ ëþáûõ σ è τ ∈ Sn ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

sgnστ = sgnσ · sgn τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåìì 9 è 10.

� óïðàæíåíèÿ

3.8 Îïðåäåëèòå ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâîê

σ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
.

3.9 Ñóùåñòâóåò ëè ïîäñòàíîâêà ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ áåç èíâåð-
ñèé? Ñóùåñòâóåò ëè ïîäñòàíîâêà ïÿòè ýëåìåíòîâ ñ 10 èí-
âåðñèÿìè?

1.2.5 Ñâîéñòâà ñóìì ïî Sn

Ñóììà ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó I îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∑

i∈I ai.

Ëåììà 11 Ïóñòü P (σ), σ ∈ Sn � îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ
îò σ1, σ2, . . . , σn; τ � òðàíñïîçèöèÿ (ij).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∑
σ∈Sn

P (σ) =
∑
σ∈Sn

P (σ−1) è
∑
σ∈Sn

P (σ) =
∑
σ∈Sn

P (στ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ι : Sn → Sn, ι : σ → σ−1 è κ : Sn → Sn, κ : σ → στ

ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè.
Äåéñòâèòåëüíî, 1) ισ è κσ îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ σ ∈ Sn;
2) îïðåäåëåíû ïðîîáðàçû σ−1 = ι−1σ è στ = κ−1σ äëÿ

êàæäîãî σ ∈ Sn, ïîñêîëüêó (σ−1)−1 = σ è σττ = σ;
3) èç êàæäîãî ισ = ιρ è στ = ρτ ñëåäóåò σ = ρ.
Ëåììà äîêàçàíà.

1.2.6 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n× n

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö n×n íàì
ïîíàäîáèòñÿ êàæäîé ñòðîêå ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íî-
ìåð ñòîëáöà òàê, ÷òîáû ðàçíûì ñòðîêàì ñîîòâåòñòâîâàëè
ðàçíûå ñòîëáöû. Âûïèøåì â òàáëèöó íîìåðà ñòðîê è íèæå
íîìåðà ñòîëáöîâ:

σ =

(
1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
,

ãäå {a1, a2, . . . , an} = {1, 2, . . . n}. Ýòè ñîîòâåòñòâèÿ åñòå-
ñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè èç n ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 12 Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

det A =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ1a2σ2 · . . . · anσn,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîäñòàíîâ-
êàì σ ∈ Sn.

� ïðèìåð Ñëó÷àé n = 2. ×èñëî ïîäñòàíîâîê ðàâíî
ïî ëåììå 5 ðàâíî 2! = 2. Âûïèøåì âñå ýòè ïîäñòàíîâêè ñî
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çíàêàìè. (
1 2
1 2

)
+1

,

(
1 2
2 1

)
−1

.

Òîãäà det A = a11a22 − a12a21.
Ñëó÷àé n = 3. Âûïèøåì âñå ïîäñòàíîâêè S3 è èõ çíàêè(

1 2 3
1 2 3

)
+1

,

(
1 2 3
2 3 1

)
+1

,

(
1 2 3
3 1 2

)
+1

,(
1 2 3
1 3 2

)
−1

,

(
1 2 3
3 2 1

)
−1

,

(
1 2 3
2 1 3

)
−1

.

Ïîýòîìó @
@

@@

��
��

�
�
��

@
@

@
@

��
��

�
�
�� �

�
��

HH
HH

A
A

AA

�
�

�
�

HH
HH

A
A

AA

det A = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32

− a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A
ðàçìåðîì n×n íàçûâàåòñÿ ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâå-
äåíèé n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé

ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà è çíàêà σ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
,

ãäå σ îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðàìè ñòîëáöîâ è ñòðîê âûáðàííûõ
ýëåìåíòîâ.

1.2.7 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé ìàòðèöû (aij) íàçûâàþò ìàò-
ðèöó (aji). Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç AT . Ïðèâåäåì ïðèìåð

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , AT =

1 4 7
2 5 8
3 6 9

 .

Ñâîéñòâî 1 Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âûïîë-
íåíî

det A = det AT .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîèçâåäåíèè a1σ1 . . . anσn ýëåìåí-
òû âûïèñàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðà ñòðîêè. Òå æå
ýëåìåíòû â aσ−111 . . . aσ−1nn âûïèñàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ íîìåðà ñòîëáöà.

Èç ε = σσ−1 è òåîðåìû 4 ñëåäóåò sgnσ · sgnσ−1 = 1, ÷òî
îçíà÷àåò sgnσ = sgnσ−1.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

det A =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ1 . . . anσn =∑
σ∈Sn

sgnσ−1 aσ−111 . . . aσ−1nn.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî ëåììå 11 ðàâíî∑
σ∈Sn

sgnσ aσ11 . . . aσnn = det AT .

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå ñâîéñòâà îïðåäåëèòå-

ëÿ ìàòðèöû ñïðàâåäëèâûå äëÿ ñòðîê èìåþò ìåñòî è äëÿ
ñòîëáöîâ. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî

Ñâîéñòâî 2 Åñëè ñòðîêà ìàòðèöû A ñîñòîèò èç íóëåé,
òî det A = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íîìåð íóëåâîé ñòðîêè ðà-
âåí i. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå
îïðåäåëèòåëÿ ñîäåðæèò ìíîæèòåëü âèäà aiσi.

Ñâîéñòâî 3 Ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè äâóõ ñòðîê ìàò-
ðèöû îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó (aij). Ìàòðè-
öó, ïîëó÷åííóþ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê r è s, r < s, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç (bij). Ïóñòü τ = (rs). Òîãäà âåðíû ðàâåíñòâà
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det(bij) =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ1 · . . . · arσs · . . . · asσr · . . . · anσn =

=
∑
σ∈Sn

sgnσ a1τσ1 · . . . · arστr · . . . · asστs · . . . · anτσn.

Èç sgnσ = −sgnστ è ëåììû 11 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå ðàâíî

−
∑
σ∈Sn

sgnστ a1στ1 · . . . · anστn = − det(aij).

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 4 Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò îäèíàêîâûå ñòðî-
êè, ÷òî det A = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì det A ÷åðåç λ. Èç ñâîé-
ñòâà 3 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ðàâíûõ ñòðîê îïðå-
äåëèòåëü ðàâåí −λ. Ñëåäîâàòåëüíî, λ = 0.

Ñâîéñòâî 5 Åñëè âñå ýëåìåíòû i-îé ñòðîêè ìàòðèöà A
óìíîæèòü íà λ, òî det A óìíîæèòñÿ íà λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
êàæäîå ñëàãàåìîå îïðåäåëèòåëÿ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ìíî-
æèòåëü âèäà λaiσi.

Ñâîéñòâî 6 Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïðîïîðöèîíàëü-
íûå ñòðîêè, ÷òî det A = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëå-
äóåò èç ñâîéñòâ 4 è 5.

Ñâîéñòâî 7 Ïóñòü Ai(v) � ìàòðèöà, ãäå ñ i-àÿ ñòðîêà
çàïîëíåíà íàáîðîì ÷èñåë v.

Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

det Ai(v) + det Ai(w) = det Ai(v + w)

äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë v è w.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

det Ai(v + w) =∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ1 · . . . · (vσs + wσs) · . . . · anσn =∑
σ∈Sn

sgnσ b1σ1 · . . . · bsσs · . . . · σbnσn+∑
σ∈Sn

sgnσ c1σ1 · . . . · csσs · . . . · cnσn =

= det Ai(w) + det Aj(v).

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 8 Åñëè ê íåêîòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû A ïðè-
áàâèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðóãèõ ñòðîê, òî îïðåäå-
ëèòåëü íå èçìåíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò, èç ñâîéñòâ 5 è 7.

Ñâîéñòâî 9

det(aij) = det


λ1 ∗ . . . ∗
0 λ2 . . . ∗
0 0 . . . ∗
0 0 . . . λn

 = λ1λ2 · .. · λn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïîäñòàíîâêè σ òàêèå, ÷òî

σ1 > 1, σ2 > 2, . . . , σn > n,

âåäü èíà÷å a1σ1a2σ2 · . . . · anσn = 0. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíå-
íèÿ ñëåäóåò σn = n. Òîãäà σ(n − 1) = n − 1. Ïðîäîëæàÿ,
ïîëó÷èì, ÷òî σ = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, det(aij) = sgn εa11 · . . . ·ann = λ1λ2 · .. ·λn.
Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

� óïðàæíåíèÿ
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3.10 Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèöû
2 0 . . . 0
1 2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 2

 ,


2 2 . . . 2
2 3 . . . 2

. . . . . . . . . . . .
2 2 . . . 3


3.11 Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö

1 . . . 1 1 10
1 . . . 1 100 1
1 . . . 1000 1 1

. . . . . . . . . . . . . . .
10n . . . 1 1 1

 ,


a1 a2 a3 . . . an

−x x 0 . . . 0
0 −x x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x


1.2.8 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü:

ñëó÷àé n ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è
îïðåäåëèòåëåì åå ìàòðèöû.

Ïóñòü èç íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëå-
ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷åíà ñèñòåìà ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â ñòóïåí÷àòîì âèäå. Ïóòü A � ìàòðèöà
ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû, B � ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìû.

Èç ñâîéñòâ 3, 5 è 8 îïðåäåëèòåëÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà
A âûðîæäåíà åñëè è òîëüêî åñëè B âûðîæäåíà.

Òàêæå âåðíî, ÷òî ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà åñëè è òîëü-
êî åñëè B íåâûðîæäåíà.

Òåïåðü âûâåäåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç n óðàâíå-
íèé ñ n ïåðåìåííûìè.

Èç ìåòîäà Ãàóññà ìû çíàåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ñè-
ñòåìû â ñòóïåí÷àòîì âèäå èç n óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííû-
ìè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñèñòåìà íå èìååò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
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Êðèòåðèåì ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñèñòåì â ñòó-
ïåí÷àòîì âèäå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî âñå äèàãîíàëü-
íûå ýëåìåíòû âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû B ñèñòåìû íå
ðàâíû íóëþ.

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëü-
íîé ìàòðèöû B íåâûðîæäåí.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè òåîðåìó

Òåîðåìà 5 (Íåâûðîæäåííîñòü êàê êðèòåðèé ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé èç n óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè èìååò ðåøåíèå,
è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû ñèñòåìû íåâûðîæäåí.

1.2.9 Òåîðåìà Ëàïëàñ

Îïðåäåëåíèÿ 13 Âûáåðåì â ìàòðèöå A ïî k ïðîèçâîëü-
íûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Èç ýëåìåíòîâ ñòîÿùèõ íà ïåðåñå-
÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî ñîñòàâèòü íîâóþ
ìàòðèöó, êîòîðóþ íàçûâàþò ïîäìàòðèöåé A. Îïðåäåëè-
òåëü ïîäìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì.

Âûáðîñèì èç ìàòðèöû A ñòðîêó ñ íîìåðîì i è ñòîëá-
öîì j. Îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ïîäìàòðèöû íàçûâàåò-
ñÿ ìèíîðîì ýëåìåíòà aij. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mij. Âûðàæå-
íèå (−1)i+j det Mij íàçûâåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíè-
åì. Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Aij.

Äîêàæåì âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6 (Ëàïëàñ) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ìîæíî ðàç-
ëîæèòü ïî ñòðîêå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin

äëÿ ëþáîé ñòðîêè i.
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Çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó 1 ìîæíî ðàçëàãàòü íå òîëüêî
ïî ñòðîêå, íî è ïî ëþáîìó ñòîëáöó ìàòðèöû.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó Ëàïëàñà, äîêàæåì ñëå-
äóþùóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó.

Ëåììà 12 Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò ñòðîêó, ñîñòîÿùóþ
èç åäèíñòâåííîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà aij, òî îïðåäåëè-
òåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî ýëåìåíòà
è åå àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿåì i-óþ ñòðî-
êó ñî âñåìè ïîñëåäóþùèìè ñòðîêàìè è j-ûé ñòîëáåö ñî
âñåìè ïîñëåäóþùèìè ñòîëáöàìè. Ïî ñâîéñòâó 3 çíàê îïðå-
äåëèòåëÿ èçìåíèòñÿ n−i+n−j = 2n−(i+j) ðàç. ×åòíîñòü
÷èñëà 2n− (i + j) ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ i + j. Òàêæå âû-
íåñåì aij çà ïðåäåëû îïðåäåëèòåëÿ ïî ñâîéñòâó 5.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1j ... a1n

. . .
0 ... aij ... 0

. . .
an1 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+jaij

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n a1j

. . . ... . . . . . .
an1 ... ann anj

0 ... 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà èìååò îïðåäåëèòåëü

ðàâíûé Mij. Ââåäåì ïðåîáîçíà÷åíèå∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 . . . . . . b1n

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
bn1 . . . . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n a1j

. . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann anj

0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Ïî÷òè âñå ñëàãàåìûå ñóììû

det(bij) =
∑
σ∈Sn

sgnσ b1σ1 · . . . · bnσn.

ðàâíû íóëþ, êðîìå ñîîòâåòñòâóþùèõ σ ∈ Sn òàêèì, ÷òî
σn = n.
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Ïóñòü µ ∈ Sn−1 îïðåäåëåí µk = σk, k = 1, . . . , n − 1.
Òîãäà ÷èñëî èíâåðñèé µ è σ ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî,
sgnσ = sgnµ.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ìèíîðà sgnµ b1µ1b2µ2·
. . . · bn−1µ(n−1) ñîâïàäàåò ñ sgnσ b1σ1b2σ2 · . . . · bn−1σ(n−1)bnσn.

Òàêèì îáðàçîì,

det


a11 . . . a1j . . . a1n

. . .
0 . . . aij . . . 0

. . .
an1 . . . anj . . . ann

 = aijAij.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëàïëàñà. Ïî ñâîéñòâó
7 îïðåäåëèòåëü det A ðàçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùóþ ñóììó.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
ai1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 .. ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 .. ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïî ëåììå 12 ýòà ñóììà ðàâíà

ai1Ai1 + . . . + ainAin.

Òåîðåìà äîêàçàíà

� óïðàæíåíèÿ

3.12 Íå ðåøàÿ ñàìó ñèñòåìó, âûÿñíèòå ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

0 1 1 −2 2
3 −1 1 0 3
2 0 1 1 4
−1 −2 −2 1 −1

 .
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3.13 Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö
1 . . . 1 1 10
1 . . . 1 100 1
1 . . . 1000 1 1

. . . . . . . . . . . . . . .
10n . . . 1 1 1

 ,


a1 a2 a3 . . . an

−x x 0 . . . 0
0 −x x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x

 .


