
Расчетно-графическая работа № 4 «Приложения производных». 
 
Вариант 1. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: nnax ax
ax

−

−
→
lim . 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 11232 23 +−+= xxxy  на отрезке ]5;1[− . 

3. Построить графики  функций:  а). 2)2(
8
−

=
x
xy ;   б). )164ln( 2 −= xy ;      в). 

x
ey
x

= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 102)2( 22 −+−= yxz . 

5. Доказать тождество 0
2

=
∂

∂
−

∂∂

∂

y
u

yx
ux , где 

y
xu = . 

 
 
Вариант 2. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
bx
ax

x cos1
cos1lim

0 −

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= xxy sin

2
3

 на отрезке ]2/;0[ π . 

3. Построить графики функций:       а). 24
4
x
xy
+

= ;       б). xxy 22

2 −= ;      в). xxey −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 1)5( 22 ++−= yxz . 

5. Доказать тождество 02
2

2

2

=−
∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂

∂ y
x
u

yx
uy

x
ux , где 22 yxyxu +−= . 

 
 
Вариант 3. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 20

coscos/1lim
x

xx
x

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
4
23 2

−

−
=
x
xy  на отрезке ]3:1[− . 

3. Построить графики функций:  а). 22 )2( −= xxy ;   б). 24
4
x
xy
−

= ;   в). 13)1( +−= xexy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 242 xyxyz −−= . 

5. Доказать тождество 01
=ʹ−ʹ−ʹ́ yxxy u

x
uxu , где xyeu = . 

 
 

Вариант 4. 
1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: x

x
x)2(sinlim

0→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции )10( xxy −= . 

3. Построить графики функций: а).  43 23 +−= xxy ;    б). 
)2(3

2 2

−
=

x
xy ;      в). )4ln( 2 −= xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 362 ++−−= xyxyxz . 

5. Доказать тождество 0)(1 =ʹ́+ʹ−ʹ́ xxxxy uxu
y

u , где xyu 2sin= . 

 



 
Вариант 5. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
25
13lim 5

3

++

+
∞→ xx

x
x

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции xxy 44 +=  на отрезке ]2;2[− . 

3. Построить графики функций: а). 3232 xxy −−= ;    б). 
6
)3(2

2

2

−+

+
=

xx
xy ;        в). 

2xxey −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 2352 22 +−−= yxxyz . 

5. Доказать тождество 0=ʹ⋅−ʹ́ xxy utgyu , где 
y
xu

cos
sin

= . 

 
 

Вариант 6. 

1. Вычислите предел, применяя правило Лопиталя:  
tgx
ba xx

x

−
→0
lim . 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  21 x
xy
+

=  на отрезке ]2;2[− .   

3. Построить графики функций: а). 241 x
x

y += ;      б).  
2

2)1(2
x
xy −

= ;       в).  42

3 −= xxy . 

4. Исследовать на экстремум функцию )12( yxxyz −−= . 

5. Доказать тождество 022 =ʹ́−ʹ́ yyxx uyux , где xyu 2ln= . 

 
 
 
Вариант 7. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
32
18lim 3

23

++

+−
∞→ xx

xx
x

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= xxy sin
2
1

 на отрезке ]2/;0[ π . 

3. Построить графики функций: а).  432 23 −−= xxy ;   б).  
42

2

−
=
x
xy ;      в)  )9ln( 2 −= xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 922 +−−= yxxyz . 

5. Доказать тождество 0=ʹ́−ʹ́ yxxy uu , где yxu = . 
 
 
 

Вариант 8. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
xtg

tgx
x 5
lim

0→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции xxxy −+−= 223 2  на отрезке ]3;1[ . 

3. Построить графики функций: а).  
)1(3

4
2

3

+
=

x
xy ;   б).  

1
2
−

=
x
xy ;    в).  

1
1
−

= xe
y . 

4. Исследовать на экстремум функцию 10232 22 +−−= yxxyz . 

5. Доказать тождество 0=ʹ́+ʹ́ yyxx uu , где )/( yxarctgu = . 
 
 
 



 
Вариант 9. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
x
x

x sinln
lnlim

0→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
x

xy 2
2
+=  на отрезке ]4;1[ . 

3. Построить графики функции:  а). 22 )3()1( −−= xxy ;    б). 
2

3

1 x
xy
−

= ;   в). xxy ln= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 168 33 +−+= xyyxz . 

5. Доказать тождество 04 =ʹ́−ʹ́ yyxx uu , где yxu sin)52sin(10 += . 
 
 
 
Вариант 10. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
3

lim
0

xxctg
x→

. 

2. Найти наибольшее  и наименьшее значения функции  7123 +−= xxy   на отрезке ]3;0[ . 

3. Построить графики функций:  а). 
2

2

1
2
x
xy
+

= ;   б). 5
4
3 23

−
+

=
xxy ;   в) )1ln( 2 += xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxyz 62 +−−= . 

5. Доказать тождество 02)12( =ʹ−ʹ́− yxy uux ,  где 
y
xu 12 −

= . 

 
 
Вариант 11. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  30

sinlim
x
xx

x

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
4

21
4

2 xxy −+=  на отрезке ]3;3[− . 

3. Построить графики функций: а). 
13

2

−
=
x
xy ;   б). xxy ln2= ;   в). 3)2( −−= xexy . 

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxxyz 692022 −++++−= . 

5. Доказать тождество  011
2 =−ʹ+ʹ
y
uu

y
u
x yx ,  где 

522 )( yx
yu
−

= . 

 
 
 
 

Вариант 12. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
→ 1

11lim
0 xx ex

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции xxy +=  на отрезке ]4;0[ . 

3. Построить графики функций: а). 22 )1(16 −= xxy ;  б). 
1
)1(

2

2

+

−
=
x
xy ;   в). xexy )1( −= . 

4 .Исследовать на экстремум функцию )6( yxxyz −−= . 

5. Доказать тождество 022 =+ʹ−ʹ yuxyux yx , где xy
x
yu arcsin
3

2

+= . 

 



 
Вариант 13. 
1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: )/1(lim

0
xctgx

x
−

→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
1
1

+

−
=
x
xy    на отрезке ]4;0[ . 

3. Построить графики функций: а). 532 23 −+= xxy ;   б). 
12

1010
2 +−

+
=

xx
xy ;     в).  )164ln( 2 −= xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxxyz ++++−= 22 . 

5. Доказать тождество 0=ʹ́+ʹ́ yyxx uu , где )12ln( 22 +++= xyxu . 
 

Вариант 14. 
1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: xtg

x
tgx 2

4/
)(lim

π→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
x
xarctgy

+

−
=

1
1

 на отрезке ]1;0[ . 

3. Построить графики функции:  а). 32 8122 xxy −−= ;    б). 
2

3 32
x
xy +

= ;   в). 
23 xxey −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxxyz −−++= 222 . 

5. Доказать тождество 022 22 =+ʹ́+ʹ́−ʹ́ xyuuyuxyux yyxyxx , где xyeu = . 
 

Вариант 15. 
1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: )(2lim

4/
ctgxtgxxtg

x
−

→π
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
22

1010
2 ++

+
=

xx
xy  на отрезке ]2;1[− . 

3. Построить графики функции: а). )166(
8
1 23 +−−= xxy ;  б). 

xx
xy
2
)1(

2

2

+

+
= ;   в). xexy −= 2 . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 2)1( yxz +−= . 

5. Доказать тождество 0=ʹ́⋅ʹ−ʹ́⋅ʹ xxyxyx uuuu , где  )ln( yexu −+= . 

 
Вариант 16. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 20

4cos1lim
x

x
x

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 455 345 ++−= xxxy  на отрезке ]2;1[− . 

3. Построить графики функции: а). 
2
42
−

+−=
x

xy .  б).  
x
xy )4ln( 2−

= ;   в).  
224 xxy −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 23 yxxyz −−= . 

5. Доказать тождество 0=ʹ−ʹ́ yxy uux , где yxu /= . 
 
Вариант 17. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
−→ 1

1
1

2lim 21 xxx
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 32 24 +−= xxy  на отрезке ]2;3[− . 

3. Построить графики функции: а). 2812 32 −−= xxy ;   б). 
14

3
2

3

−
=
x
xy ;    в).  xxey 22 −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 )2(3 ++= yxz . 

5. Доказать тождество 0)ln1( =ʹ+−ʹ́ xxy uxyuy , где yxu = . 



      
Вариант 18. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
2

)1sin(lim
1

xtgx
x

π
⋅−

→
. 

2.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
x
xy ln1+

=  на отрезке ];1[ e . 

3. Построить графики функции: а). )3)(1)(2( −+−= xxxy ;   б). 
2+

=
x
xy ;     в). xxxey +−=

2
. 

4. Исследовать на экстремум функцию 22)(2 yxyxz −−+= . 

5. Доказать тождество 02 22 =ʹ́+ʹ́+ʹ́ yyxyxx uyuxyux , где x
y

xeu = . 
 
 
 
Вариант 19. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
xx
xtgx

x sin
sinlim

0 −

−
→

. 

2.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции 16162 −+=
x

xy  на отрезке ]4;1[ . 

3. Построить графики функции: а). 4)(
4
27 23 −−= xxy ;  б). 24

2
x
xy
−

= ;   в).  xxy ln= . 

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxyz 142 2 +−−= . 

5. Доказать тождество 02 =ʹ́−ʹ́ xxyy uau ,  где )sin( ayxu += . 
 
 
 

Вариант 20. 

1.  Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
x
x

x 2sin
2coslnlim

0→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  455 345 ++−= xxxy   на отрезке ]2;1[− . 

3. Построить графики функции: а). )1)(2( −+= xxxy ;  б).  
)1(3

4
2

3

+
=

x
xy ;     в) 

x
ey
x 1−

= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 1568 33 +−+= xyyxz . 

5. Доказать тождество 0)( =ʹ−ʹ́− yxy uuyx ,  где yxyyu sin)(cos −+= . 
 
 

 
Вариант 21. 
1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  ctgxe x

x
)1(lim 2

0
−

→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 1)8()2(23 2 −−−= xxy  на отрезке ]6;3[ . 

3. Построить графики функции: а). 22 )4(
16
1

−= xxy ;     б). 
42 −

=
x
xy ;    в). 

x
ey
x 2−

= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 12215 22 +−−−= yxyxxz . 

5. Доказать тождество 0=ʹ́+ʹ́ yyxx uu ,  где yeu x cos= . 
 
 
 
 



 
Вариант 22. 

1.  Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  3lim
x
arctgxx

ox

−
→

 . 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2

2

1
1

xx
xxy

−+

+−
=   на отрезке ]1;0[ . 

3. Построить графики функции: а). )1()2( 3 −+= xxy ;    б). 
9

2
2

3

−
=
x
xy ;      в).  )416ln( 2xxy −= .    

4. Исследовать на экстремум функцию 10933 33 +−+= xyyxz . 

5. Доказать тождество 022 =
−

−ʹ́+ʹ́+ʹ́
yx

uuu yyxyxx , где 
yx

xyu
−

= . 

 
 
Вариант 23. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
tgx
ab xx

x

−
→0
lim . 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции xxy −= 2  на отрезке ]4;1[ . 

3. Построить графики функции: а). )616(
8
1 32 xxy −−= ;   б). 

1

2

−
=
x
xy ;   в). xxy ln22 −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 33)(6 yxyxz −−−= . 

5. Доказать тождество 02/ =−ʹ+ʹ uuyux yx , где )/sin( xyxu = . 

 
 
 
Вариант 24. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
1

2lim /3 −

−
∞→ xx e

arctgxπ
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 24
4
x
xy
+

=  на отрезке ]2;4[− . 

3. Построить графики функции: а). 51216 23 −+= xxy ;  б). 
x
xy 54 2 +

= ;   в) xxey 33 +−= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22)(4 yxyxz −−−= . 

5. Доказать тождество  05,0 =−ʹ+ʹ yx uyux , где ( )yxu += ln . 

 
 
 
Вариант 25. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
25
13lim 5

3

++

+
∞→ xx

x
x

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 21
10
x
xy

+
=   на отрезке ]3;0[ . 

3. Построить графики функции:  а). 9243616 23 −+−= xxxy ;   б). 
2

2

−
=
x
xy ;    в). 

x
xy
ln

= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 16222 +−−−+= yxxyxyz . 

5. Доказать тождество  02 =ʹ+ʹ yx uyux , где 2x
y

eu = . 
 



 
Вариант 26. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
)1ln(

lim
0 x

ee xx

x +

−−

→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2)2(
43
+

−−=
x

xy   на отрезке ]2;1[− . 

3. Построить графики функции: а). )6()2(
16
1 2 −−−= xxy ;   б) 

2

3 12
x
xxy ++

= ;    в). )9ln( 2xy −= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 1128 33 −−−= xyyxz . 

5. Доказать тождество  02 =ʹ́+ʹ́ xyxx uu , где )2( yxarctgu −= . 
 
 

 
Вариант 27. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
2

)1sin(lim
1

xtgx
x

π
−

→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 432 xxy −=   на отрезке ]4;1[− . 

3. Построить графики функции: а). )3)(1)(2( xxxy −+−= ;  б). 
2

3

4 x
xy
−

= ;   в). )1ln()1( xxy −−= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 8210 22 −++−−= yxyxyxz . 

5. Доказать тождество  01
2 =−ʹ́+ʹ́
x

uu xxxy , где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
yx

u 11ln . 

 
 
 
Вариант 28. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
2

)1(2sinlim
1

xtgx
x

π
−

→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 432 xxy −=   на отрезке ]4;1[ . 

3. Построить графики функции:  а). )3)(1)(2( xxxy ++−= ;  б). 
2

3

9 x
xy
−

= ;   в). )1ln()1( xxy ++= . 

4. Исследовать на экстремум функцию 2323 916122 xyyxxz −+−= . 

5. Доказать тождество  02 =ʹ́+ʹ́ xyyy uu , где )2/(cos2 2 yxu −= . 
 
 
 
Вариант 29. 

1.  Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
30

lim
x
arctgxx

x

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2

2

1
1

xx
xxy

−+

+−
=    на отрезке ]2;0[ . 

3. Построить графики функции: а). )1()2( 3 −−= xxy ;   б). 
9

2
2

3

−
=
x
xy ;      в). )416ln( 2xy −= .  

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxyxz 121263 32 +−−−= . 

5. Доказать тождество  0=ʹ́+ʹ́ yyxx uu , где yeu x cos= . 
 
 
 



 
Вариант 30. 
1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  )/1(lim

0
xctgx

x
−

→
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
1
1

+

−
=
x
xy    на отрезке ]4;0[ . 

3. Построить графики функций: а). 532 23 −+= xxy ;      б). 
12

1010
2 +−

+
=

xx
xy ;     в).  )164ln( 2 −= xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 2232 52 yxyyxz −−−= . 

5. Доказать тождество  0=ʹ́−ʹ́ yxxy uu , где )/(ln 22 xyartgyxu −+= . 

 
 
 
Вариант 31. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
x
x

x 4sin
)sin1ln(lim

0

+
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
4

4
2 +

=
x
xy    на отрезке ]2;4[− . 

3. Построить графики функции: а). 2)1)(2( −−= xxy ;   б). 
162

3

−
=
x
xy ;      в). )416ln( 2xy += . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 322 xyxyz −−= . 

5. Доказать тождество  1=ʹ+ʹ yx uu ,  где  )ln( yx eeu += . 

 
 
 
Вариант 32. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
x
xx

x 3sin
53lim

2

0

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
2

44
x

xy −−=    на отрезке ]4;1[ . 

3. Построить графики функции: а). 33 xxy −= ;   б). 
2

3 4
x
xy +

= ;      в). 16ln −
+

=
x
xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 22)(4 yxyxz −−−= . 

5. Доказать тождество  0)( 2 =ʹ́−ʹ́⋅ʹ́ yxyyxx uuu , где  )ln( yx eeu += . 
 
 
 
Вариант 33. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 
)2(

4lim
0 xtg

x
x +→ π

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
1
1

2

2

+

−
=
x
xy    на отрезке ]4;0[ . 

3. Построить графики функции: а). 5)3(
4
1 23 −+= xxy ;   б). 

xx
y

2
2

2 +
= ;      в). 2)1( ++−= xexy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 122 +−+++= yxyxyxz . 

5. Доказать тождество  0=ʹ́+ʹ́ yyxx uu , где )sincos( yyyxeu x −= . 
 
 
 



 
Вариант 34.  

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
)21ln(

12lim
0 x

x

x +

−
→

. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 1548 2 −+=
x

xy    на  отрезке ]2;1[ . 

3. Построить графики функции: а). 96)9(
4
1 23 −+−= xxxy ;   б). 

9
12
2 +

=
x
xy ;     в). 3

4
ln2 −

−
=

x
xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию yxyxz ln18ln222 −−+=   )0,0( >> yx . 

5. Доказать тождество  0=ʹ́+ʹ́ yyxx uu ,   где  
22

1ln
yx

u
+

= . 

  
 
 
Вариант 35. 

1. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя:  
1
10cos1lim 20 −

−
→ xx e

x
. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 88
2

2

++−=
x

xy    на отрезке ]1;4[ −− . 

3. Построить графики функции: а). 22 )4(
16
1

−−= xy ;   б). 
3

4 13
x
xy +

= ;      в). 11ln2 +
−

=
x
xy . 

4. Исследовать на экстремум функцию 3/222 )(4 yxz +−= . 

5. Доказать тождество  02 =ʹ́−ʹ́ yyxx uau ,   где  
222 xay

yu
−

= . 

 
 
 
 

 


