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ВВЕДЕНИЕ 

Не секрет, что математике отводится не последнее место в общей картине 
человеческих знаний. 

Являясь с незапамятных времен одной из основ естествознания и техники, 
математика в настоящее время значительно расширила сферу своего непо-
средственного приложения и проявляет тенденцию проникновения в области 
традиционно нематематические, в связи с чем изменила свое положение в 
ряду других наук. Методы математики служат средством решения важней-
ших народнохозяйственных задач. Вторжение математических методов в ка-
кую-нибудь область науки обычно вызывает глубокие изменения в структуре 
этой области, вынуждает облекать ее теоретические положения в такую фор-
му, которая характерна для математических теорий. Вследствие этого все-
возрастающее число научных областей предъявляет к своим специалистам 
совершенно новые требования: для успешной практической работы необхо-
димо умение оперировать понятиями и методами, облеченными в математи-
ческую форму. 

Преподавание высшей математики в вузе имеет цели: 
– формирование личности студента как специалиста с высшим специ-

альным образованием, развитие его интеллекта и способностей к логическо-
му и аналитическому мышлению; 

– воспитание у студентов математической культуры, понимание роли и 
места математики в современной цивилизации и в мировой культуре; 

– обучение основным математическим методам при поиске оптималь-
ных решений и выборе наилучших способов реализации этих решений необ-
ходимых для изучения естественных, общепрофессиональных и специальных 
дисциплин; 

– привитие практических навыков пользования современными средст-
вами вычислительной техники. 

Системно-структурный подход к изложению содержания курса математи-
ки поможет в достижении поставленных целей. Замена словесного описания 
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таблицами и схемами позволит определить структуру изучаемого материала, 
выделить существенные связи между его компонентами, сформировать цело-
стное представление о предмете. 

В данном пособии в виде схем и таблиц изложены основы курса высшей 
математики. Оно будет полезно как при подготовке к прослушиванию лекци-
онного материала, так и для восстановления в памяти положений изложенно-
го курса. Также пособие предназначено для оказания помощи студентам при 
выполнении самостоятельных работ, типовых расчетов, домашних заданий, 
подготовки к экзаменам, зачетам и итоговому тестированию. 

Содержание работы отражает многолетний опыт преподавания математики 
в вузе. В целом работа направлена на формирование основных математиче-
ских понятий и овладение математическими методами, что необходимо высо-
коквалифицированному инженеру-исследователю, экономисту, менеджеру. 
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ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

МАТРИЦЫ 

Матрицей размера nm×  называется прямоугольная таблица чисел, 
содержащая m строк и n  столбцов: 
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ija  – элементы матрицы; 

 i – номер строки; 
j  – номер столбца. 
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ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 
 

 

Сложение матриц 
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Свойства 

1. ABBA +=+                2. ( ) ( )CBACBA ++=++               3. AA =+ 0  

 
 

Умножение матрицы на число  
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Свойства 
1. ( ) BABA α+α=+α                                           2. ( ) BABA α+α=α⋅+  
3. ( )βα=αβ AA                                                       4. 00 =⋅A  
 

 

Транспонирование матриц 
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Свойства 
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ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 
 

Умножение  матриц 
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Свойства 

1. ( ) ( )CBACBA ⋅⋅=⋅⋅                                2. ( ) CBCACBA ⋅+⋅=⋅+      

3. ( ) CABACBA ⋅+⋅=+⋅                         4. ( ) ( ) ( )BABABA α⋅=⋅α=⋅α  
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Возведение в степень 

 

A  – квадратная матрица 
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m – раз 
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ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 
 

 

Обратная матрица 
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где    ∆  – определитель матрицы ( )0  ≠∆A  

         ijA  – алгебраические дополнения элементов ija  матрицы А. 
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наивысший порядок отличных 

от нуля миноров этой матрицы 
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ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 

 

Определители второго порядка  
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Свойства определителей 
 

1. Определитель не изменится, если его строки заменить столбцами и 
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ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
Свойства определителей 

 

3. Общий множитель всех элементов строки (столбца) можно выносить 

за знак определителя. 
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ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

Минор элемента ija  

определителя ∆  – 
это определитель, полученный 
из данного путем вычеркивания 
i-ой строки – j-го столбца. 

Обозначается ijM . 

Алгебраическое дополнение 
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умноженный на ( ) ji+−1 . 

Обозначается ijA . 
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Свойства определителей 
 

8. (Разложение определителя по элементам строки (столбца)) 
Определитель равен сумме произведений элементов строки (столбца) 
на соответствующие им алгебраические дополнения 
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СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
Системы линейных уравнений 
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Неопределенная – 

имеет более  

одного решения 

Знаенко Н. С.
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СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
Способы решения систем  линейных уравнений 

 









=++
=++
=++

3333232131

2323222121

1313212111
,

,

bxaxaxa
bxaxaxa

bxaxaxa
 

1. Формулы Крамера 
 

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

=∆                  

33323
23222
13121

1
aab
aab
aab

x =∆                    

33331
23221
13111

2
aba
aba
aba

x =∆  

 

33231
22221
11211

3
baa
baa
baa

x =∆                                               

∆

∆
= 1

1
xx ;     

∆

∆
= 2

2
xx ;     

∆

∆
= 3

3
xx  

2. Матричный способ 














=

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

A                      















=

3

2

1

x
x
x

X                     















=

3

2

1

b
b
b

B  

BAXBXA ⋅=⇒=⋅ −1  

3. Метод Гаусса 

















3

2

1

333231
232221
131211

b
b
b

aaa
aaa
aaa

  –  расширенная матрица системы. 

Привести расширенную матрицу к ступенчатому виду, используя 
следующие преобразования. 
1. Вычеркивание нулевой строки. 
2. Перестановка строк (расширенной матрицы), столбцов (матрицы 

системы). 
3. Умножение строки расширенной матрицы на число, отличное от нуля. 
4. Прибавление к одной строке расширенной матрицы другой строки, 

умноженной на число, отличное от нуля. 
 

(матрица системы) 

 

Знаенко Н. С.
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ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 
ВЕКТОРЫ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ 

В Е К Т О Р Ы  Н А  П Л О С К О С Т И  В Е К Т О Р Ы  В  П Р О С Т Р А Н С Т В Е  
Базис 

 

( ) jijiji ⊥==   ,1  , ;  

 
 
 
 
 
 
 
 

( )yxjyixOM ; =+=  

 

( )
kjkiji

kjikji
⊥⊥⊥
===

 , ,
  ,1  , ; ;  

 
 
 
 
 
 
 

 

( )zyxkzjyixOM  ;; =++=  

Координаты вектора 
( ) ( )2211 ;  ,; yxByxA  

( )1212 ; yyxxAB −−=  

( ) ( )222111 ;;  ,;; zyxBzyxA  

( )121212 ;; zzyyxxAB −−−=  
Длина вектора 

( ),; yxa =    22 yxa +=  ( ),,; zyxa =   222 zyxa ++=  

Действия над векторами 
( ) ( )

( )
( )11

2121

2211

;

,;

,;   ,;

kykxak

yyxxba

yxbyxa

=

±±=±

==

 

( ) ( )
( )

( )111

212121

222111

;;

,;;

,,;   ,;;

kzkykxak

zzyyxxba

zyxbzyxa

=

±±±=±

==

 

Условие коллинеарности векторов 

b

a
y
y

x
xba ±==⇔

2
1

2
1   

b

a
z
z

y
y

x
xba ±===⇔

2
1

2
1

2
1   

Направляющие косинусы 
 
 
 
 
 
 

β⋅==β

α⋅==α

cos      ;cos

cos      ;cos

ay
a
y

ax
a
x

 

 
 
 
 
 

 
 

γ⋅==γ

β⋅==β

α⋅==α

cos      ;cos

cos      ;cos

cos      ;cos

az
a
z

ay
a
y

ax
a
x

 

 

y
 

x  ix  i  

 

0  

j  

jy  M  

i  
 ix  

 

j  
 

k  jy  
 

kz  
 

x
 

y  

z  

M 

0 

y
 

0  x
 

( )zyxa ;;=  z 

y  
β  α  

γ  
 

x  

( )yxa ;=  

0  

y  

x  

y  

β  
α  

Знаенко Н. С.
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Связь между прямоугольными и полярными координатами 
 

      у 
 
 
                             М                                 );( ух  – прямоугольные координаты М; 
                r           у                                   );( ϕr  – полярные координаты М 
                     ϕ  
       0          х                                х(р) 
 

Формулы перехода от прямоугольных к полярным координатам 
 
 

22 yxr += , 

x
ytg =ϕ , 

(определяя величину ϕ , следует установить четверть, в которой лежит 

искомый угол, и учитывать, что π≤ϕ<π− ) 

Формулы перехода от полярных к прямоугольным координатам 
 
 

ϕ⋅=
ϕ⋅=

sin
,cos

ry
rx

 

ПОЛЯРНАЯ СИСТЕМА КОРДИНАТ 

 
                             r              • );( ϕrM                                
                                                                                     
                                  ϕ                                                     
                    0      e                                            p           
где        О – полюс; 

              Ор – полярная; 

              r  – полярный радиус, [ )∞∈ ;0r ; 

             ϕ  - полярный угол, π≤ϕ<π−  (или π<ϕ≤ 20 ) 

              );( ϕrM  – координаты точки М в полярных координатах 

Знаенко Н. С.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ  ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ 
 

Скалярное произведение 
Определение 

ϕ⋅⋅=⋅ cosbaba  – число, 









=ϕ

∧

ba; – угол между векторами a  и  b  

Свойства 

1. 
22 aa =                                                    4. ( ) cbcacba ⋅+⋅=⋅+  

2. ( ) ( )baba ⋅λ=⋅λ                                      5.  0=⋅⇔⊥ baba  

3. abba ⋅=⋅  

Координатная форма 
( )111 ,, zyxa = ,    ( )222 ,, zyxb =  

212121 zzyyxxba ++=⋅  

Применение 
1. Угол между векторами: 

 

      
ba
ba ⋅

=ϕcos  

 

2. Условие перпендикулярности: 

      0=⋅⇔⊥ baba  

 

3. Работа:   SFA ⋅=  

 

4.  Проекция вектора:   anpbbnpaba ba ==⋅   

 

 

ϕ  

b  

a  

ϕ  
b  

a  

b
 

a
 

F  

S  

Знаенко Н. С.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ  ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ 
 

Векторное произведение 
Определение 

bac ×=  – вектор, удовлетворяющий условиям: 

1. 









=

∧
babac ;sin ; 

2. ac ⊥ ,    bc ⊥ ; 

3. a , b ,  c  – правая тройка 

Свойства 
 
1. abba ×−=×                                               4. 0=× aa  

2. ( )baba ×λ=×λ                                          5. 0=×⇔ baba  

3. ( ) cbcacba ×+×=×+  

Координатная форма 
 

( )111 ,, zyxa = ,    ( )222 ,, zyxb =              

222

111
zyx
zyx
kji

ba
    
      

          
=×  

Применение 
 

1. Площадь параллелограмма: 
 
      baS ×=  
 
2. Площадь треугольника: 

 

      baS ×=
2
1

 

 
3. Условие коллинеарности: 

 
       0=×⇔ baba  

 

a  b  

c  

b  

a  

a  

b  

b  

a  

Знаенко Н. С.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ  ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ 
 

Смешанное произведение 
Определение 

( ) cbacba ⋅×=  – число. 
Свойства 

 

1. cabcba −=                             3. a , b , c   – компланарны  0=⇔ cba  
2. bacacbcba ==  
 

Координатная форма 
 

 

( )111 ,, zyxa = ,    ( )222 ,, zyxb = ,    ( )333 ,, zyxc =  
 

333

222

111

  z  yx
  z  yx

   z  yx
сba =  

 

Применение 
 

1. Объем параллелепипеда: 
 

 
      hScbaV ⋅== осн  
 
 
2. Объем треугольной пирамиды (тетраэдра): 

 

      hScbaV ⋅== осн3
1

6
1

 

 
3. Условие компланарности: 
 
     a , b , c   – компланарны  0=⇔ cba  

 
4. Условие принадлежности четырех точек одной плоскости 
 

      
0

,,,

413121

4321

=⋅⋅

⇔∈

MMMMMM

MMMM α
 

 
 
 

b
 

a
 

c
 

a  

b  

c  

α  
1M  

2M  

4M  3M  

Знаенко Н. С.
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ 
. Уравнение прямой, проходящей через точку и перпендикулярно вектору 

  

( )BAn ;= ,    ( )000 , yxM ,     ln ⊥  

( ) ( ) 000 =−+− yyBxxA  

2. Общее уравнение прямой 

( )BAnCByAx ;0 ==++        
3. Каноническое уравнение прямой 

                                                                 
( ) ( )

q
yy

p
xx

yxMqpa

00

000 ;       ;
−

=
−

=
 

. Параметрические уравнения прямой 

                                                      

  

          
( )
( )               

         

qpaqtyy

yxMptxx

;;

,;,

0

0000

=+=

+=
 

 

5. Уравнение прямой, проходящей через две точки 

                                                                      

( ) ( )

12

1

12

1

222111 ,;    ,;

yy
yy

xx
xx

yxMyxM

−
−

=
−
−  

6. Уравнение прямой в отрезках 
 

                                                           
 
 
 
         

 

.1=+
b
y

a
x

 

 

7. Уравнение прямой, проходящей через точку и с угловым 
коэффициентом 

 
 

 
( ) ϕ= tgkyxM      ,; 000  

 
( )00 xxkyy −=−  

 
8. Уравнение прямой с угловым коэффициентом 

bkxy +=  
 

n  l  

0M  

a
 

l
 

0M
 

a
 

l
 

0M  

l  1M  
2M  

x
 

 

y
 

a
 

 

b
 

 
0
 

 

x
 

 

y
 0M  

 
l  

 
0
 

 

ϕ
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ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ 
 

Взаимное расположение прямых на плоскости 

Дано:           ( )111111 ;,0: BAnCyBxAl ==++            ,      
1
1

1 B
Ak −=  

          ( )222222 ;,0: BAnCyBxAl ==++         ,      
2
2

2 B
Ak −=  

Условие параллельности прямых  
 
 

 

⇔⇔             2121 nnll  

2

1

2

1
B
B

A
A

=⇔    или    21 kk =  

Условие совпадения прямых 
 

2
1

2
1

2
1

21 C
C

B
B

A
All ==⇔≡        

 
Условие перпендикулярности прямых 

 
 

 

⇔⊥⇔⊥               2121 nnll  

02121 =+⇔ BBAA  или 
2

1
1

k
k −=  

 
 

Угол между прямыми 
               1l    
                                           ϕ  
          2l  
 

21

21

nn
nn

сos
⋅
⋅

=ϕ  или 
21

21

1 kk
kktg

+
−

=ϕ  

 

Расстояние от точки до прямой 
                 •  М0 
 
 
                      l  

( )000 ;        ,0   : ухМCByAxl =++  

22
00

BA

CByAx
d

+

++
=  

 

1n  

1l  

2l  

2n  

21 ll ≡  

2n  

1n  
1l  

2l  

Знаенко Н. С.
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КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Эллипс 
 

 

 

 

 

 

 

 

1. Уравнение 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

2. Связь между cba ,,  222 cab −=  

3. Вершины эллипса 
( ) ( )
( ) ( )bBbB

aAaA
;0   ,;0
0;  ,0;

21

21

−
−

 

4. Большая ось   [ ]21AA  aAA 221 =  

5. Малая ось   [ ]21BB  bBB 221 =  

6. Фокусы ( ) ( )0;    ,0; 21 cFcF −  

7. Фокусное расстояние cFF 221 =  

8. Эксцентриситет 1<=
a
cε  

9. Директрисы 
ε
ax ±=  

10. Фокальные радиусы 
xar
xar
⋅−=
⋅+=
ε
ε

2

1  

 

1A  2A  

2B  

1B  

2F  1F  

a  b  

c  0  

1 r  2 r  

x  

y  

ε
ax −=  ε

ax =  

);( yxM  

Знаенко Н. С.
Опорные схемы по высшей математике. 
Учебное пособие 

© НИЛ НОТ НИО УВАУ ГА(и), 2009 г 21



КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

 

Гипербола 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

1. Уравнение 12

2

2

2
=−

b
y

a
x

 

2. Связь между cba ,,  222 acb −=  
3. Вершины гипербол ( ) ( )0;  ,0; 21 aAaA −  

4. Действительная ось   [ ]21AA  aAA 221 =  

5. Мнимая ось   [ ]21BB  bBB 221 =  

6. Фокусы ( ) ( )0;    ,0; 21 cFcF −  

7. Фокусное расстояние cFF 221 =  

8. Эксцентриситет 1>=
a
cε  

9. Директрисы 
ε
ax ±=  

10. Асимптоты x
a
by ±=  

11. Фокальные радиусы для 
                                         правой  ветви 
 

                                         левой ветви 

 
   axraxr −⋅ε=+⋅ε= 21   ,  

( ) ( )axraxr −⋅ε−=+⋅ε−= 21   ,  

12. Равнобочная гипербола 222 ayx =−  

13. Сопряженная гипербола 12

2

2

2
=+−

b
y

a
x

 

 

ε
ax −=  ε

ax =  

1A  

2B  

1B  
2F  1F  

a  b  

c
 

0  

1 r  
2 r  

x  

y  

2A  

x
a
by −=  x

a
by =  );( yxM  
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КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

 

Парабола 
 

 

 

 

 

Уравнение pxy 22 =  

Фокус 





 0;

2
pF  

Директриса 
2
px −=  

 

Уравнение pxy 22 −=  

Фокус 





− 0;

2
pF  

Директриса 
2
px =  

 

Уравнение pyx 22 =  

Фокус 







2
;0 pF  

Директриса 
2
py −=  

 

Уравнение pyx 22 −=  

Фокус 





 −

2
;0 pF  

Директриса 
2
py =  

 
 

2
px −=  

2
p

 

F  x  0  

y  

2
px =  

2
p

 
F
 

x
 

0
 

y
 

2
py −=  

2
p

 

y
 F
 

x
 

0
 

2
py =  

2
p

 

y  

F  

x  0  
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ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 
 

Прямая в пространстве 
1. Канонические  уравнения  прямой 

 
 

 

( ) ( )

r
zz

q
yy

p
xx

zyxMrqpa

000

0000 ;;       ,;;
−

=
−

=
−

=
 

2. Параметрические уравнения прямой 

 

 

 

( ) ( )0000 ;;    ,;; zyxMrqpa =  

rtzz
qtyy
ptxx

+=
+=
+=

0

0

0
 ,
,

 

 

3. Уравнение прямой, проходящей через две точки 

 
 

 

( ) ( )22221111 ;;         ,;; zyxMzyxM  
 

12
1

12
1

12
1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

 

 

 
4. Общие уравнения прямой 

(прямая как линия пересечения плоскостей) 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

( )
( )

21

2222

1111

;;

;;

nna

CBAn

CBAn

×=

=

=

 

 
 
 
 





=+++
=+++

.0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA
 

 
 
 
 

 
 
 

a
 

0M
 

a
 

0M
 

1M  

2M  

a  

l  
1α  

2α  
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ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

 

Уравнения плоскости 

1. Уравнение плоскости, проходящей через 
точку и перпендикулярно вектору 

                                               

                                                    

 

( ) ),,(      ,;; 0000 zyxMCBAn =  
 

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA  

 

2. Уравнение плоскости, проходящей через три точки  
  

),,(  ),,,(  ),,,( 333322221111 zyxMzyxMzyxM
 
 

( )zyxM ;;  – точка с текущими координатами 
 

031211 =⋅⋅ MMMMMM  
 

0
    
    

       

131313

121212

111
=

−−−
−−−

−−−

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
 

 

3. Уравнение плоскости, проходящей через точку и  
параллельно двум векторам 

  

( )0000 ;; zyxM  
 

( )zyxM ;;  – точка с текущими координатами 
 

( )111 ;; rqpa =     ( )222 ;; rqpb =  
 

00 =⋅⋅ baMM  
 

4. Общее уравнение плоскости 
 

( )CBAnDCzByAx ;;,0 ==+++      
 

 
 

1M  2M  

3M  

0M  
a  

b  

0M  

n  
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ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

Взаимное расположение плоскостей 

Дано:           ( )111111111 ;;        ,0   : CBAnDzCyBxA ==+++α    
           ( )222222222 ;;     ,0   : CBAnDzCyBxA ==+++α  

Условие совпадения плоскостей  

 

 

 

2

1

2

1

2

1

2

1

21

  

    

D
D

C
C

B
B

A
A

===⇔

⇔≡αα
 

 

Условие параллельности плоскостей 
  

 

2

1

2

1

2

1

2121

 

||     ||

C
C

B
B

A
A

nn

==⇔

⇔⇔αα
 

 
 
 

Условие перпендикулярности плоскостей 

 
 

 

 

⇔⊥⇔⊥               2121 nnαα  

⇔=⋅⇔   0  21 nn  

⇔ 0212121 =++ CCBBAA     
 
 

 

Угол между плоскостями 

 
21

21

nn
nn

сos
⋅
⋅

=ϕ  

Расстояние от точки до плоскости 

                            • М0 
 
 
      α  
                    
 

( 0000 ;;   ,0   : zухМDCzByAx =+++α
 

222
000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

 
 

21 αα =  

2n  

1n  

1α  

2α  

2n  

1n  

2α  

1α  
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ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

Взаимное расположение прямых в пространстве 
 

Дано:     
1

1

1

1

1

1
1    :

r
zz

q
yy

p
xxl −

=
−

=
− ,   ( )1111 ;; rqpa = ,   ( )1111 ;; zyxM     

    
2

2

2

2

2

2
2    :

r
zz

q
yy

p
xxl −

=
−

=
− ,  ( )2222 ;; rqpa = ,   ( )2222 ;; zyxM  

Условие параллельности прямых  
 

 
 

2

1

2

1

2

1

2121  ||      

r
r

q
q

p
p

aall

==⇔

⇔⇔
 

 

Условие перпендикулярности прямых 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

0

0

212121

212121

=++⇔

⇔=⋅⇔⊥⇔⊥

rrqqpp

aaaall      

 
 
 

Условие принадлежности прямых одной плоскости 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0212121 =⋅⋅⇔⊂ aaMMll        , α  
 

 

Условие скрещивающихся прямых 
 
 

 
21 ll − 0  2121 ≠⋅⋅⇔ aaMM  

Угол между прямыми 

               1l    
                                           ϕ  
          2l  
 

21

21

аа
аа

сos
⋅
⋅

=ϕ  

 
 

2M  

1M  

2l  

1l  
α
 

1a  

2a  

2a  

2l  

1l  

1a  

2a
 

1a
 

1l
 

2l
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ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

Взаимное расположение прямой и плоскости 
 

Дано:       
r

zz
q

yy
p

x-xl 000   : −
=

−
= ;        ( )rqpa ;;= ,   ( )0000 ;; zyxM =  

      0 : =+++ DCzByАxα ;     ( )CBAn ;;=  

Условие параллельности прямой и плоскости  

 

 

 

 

0 
        

=++⇔

⇔⊥⇔

CrBqAp
nal α

 

 

 

 

Условие пересечения  прямой и плоскости 
 

 
 
 
 
 
 

 

0     ≠++⇔∩ CrBqАpl α  

                 Kl =∩α  

                











=+++
+=
+=
+=

0

:
0

0

0

DCzByAx
rtzz
qtyy
ptxx

K  

Условие перпендикулярности прямой  и плоскости 

 

 

r
C

q
B

p
A

anl

==⇔

⇔⇔⊥

 

    ||    α
 

 

Условие принадлежности прямой плоскости 

 

 

⇔




∈
⊥⇔⊂ αα
0

, M
anl  





=+++
=++

⇔
0

0
  

000 DCzByAx
CrBqAp

 

Угол между прямой и плоскостью 
 
 
                                
          
 
 

nа
nа
⋅
⋅

=ϕsin  

 
 

a  
l 

α  
n  

α
 

K  

l  

α
 

l a  

 n  

α
 

l 

a  

 

n  

 

0M  

 

a  

 
       φ  α

 

l 
n  
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ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Вид поверхности Уравнение поверхности 
Эллипсоид 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
 

Однополостный гиперболоид 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2

2

2

2

2

2
=−+

c

z

b

y

a

x
 

Двуполостный гиперболоид 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2

2

2

2

2

2
−=−+

c

z

b

y

a

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z
 

y
 

x
 

0
 

z  

x
 

y
 

0
 

x
 y

 

z
 

0
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ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Вид поверхности Уравнение поверхности 
Эллиптический параболоид 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

2

2

2

b

y

a

xz +=  

Гиперболический параболоид 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

2

2

2

b

y

a

xz −=  

Эллиптический цилиндр 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

 
 
 
 

0
 

x
 

y
 

z
 

z
 

y
 

x
 

0
 

x
 

y
 

z
 

Знаенко Н. С.
Опорные схемы по высшей математике. 
Учебное пособие 

© НИЛ НОТ НИО УВАУ ГА(и), 2009 г 30



ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Вид поверхности Уравнение поверхности 
Гиперболический цилиндр 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2

2

2

2
=−

b

y

a

x
 

Параболический цилиндр 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

pxy 22 =  

Конус 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

02

2

2

2

2

2
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c
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b
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a
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x  
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ЭЛЕМЕНТЫ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ 

 

Операции над множествами 
Определение, обозначение операции Изображение диаграммами Эйлера-

Венна 
Объединение 

Объединение множеств 1А  и 2А  –
 это множество В , состоящее из всех 
тех элементов, которые принадлежат 
хотя бы одному из множеств 1А  и 2А . 
Обозначается: 

bААВ {21 ==  | } или 21 AbAb ∈∈              

Пересечение 
Пересечение множеств 1А  и 2А  – это 
множество С , состоящее из всех тех 
и только тех элементов, которые 
принадлежат одновременно и 1А  и 

2А . Обозначается: 
сААС {21 ==  | } и 21 AсAс ∈∈               

Разность 
Разность множеств 1А  и 2А  – это 
множество D , состоящее только из 
тех элементов множества 1А , которые 
не содержатся в 2А . Обозначается: 

dААD {\ 21 == | }  , 21 AdAd ∉∈                 
   

Дополнение 
Дополнение (до U) множества 
А  - это множество А  всех элементов, 
не принадлежащих А , но принадле-
жащих универсальному множеству  
U. Обозначается AUА \=                  

 
 

МНОЖЕСТВА. ОПЕРАЦИИ НАД МНОЖЕСТВАМИ 

Множество – совокупность объектов, объединенных по определенному при-
знаку. 

U – универсальное множество, такое множество, что все рассматриваемые 
множества являются его подмножествами. 
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Название свойства 
 

Символическая запись 

 
1. Коммутативность 

(переместительный закон) 

 
АВВА  = ;   

АВВА  =  

 
2. Ассоциативность  

(сочетательный закон) 

 
( ) ( )СВАСВА  = ; 

( ) ( )СВАСВА  =  

 
3. Дистрибутивность 

(распределительный закон) 

 
( ) ( ) ( )СВСАСВА  =  

( ) ( ) ( )СВСАСВА  =  

 
4. Идемпотентность 

ААА = ;    

ААА =  

 
5. Законы Де Моргана 

ВАВА  = ;    

ВАВА  =  

 
6. Законы дополнения 

UАА =  

=АА Ø,  Ø – пустое множество 

 
7. Инволюция (закон отрицания 

отрицания) 

 
АА =  

 
8. Законы поглощения 

( ) АВАА = ; 

( ) АВАА =  

9. Законы, описывающие свойства 

пустого и универсального множеств 

по отношению к объединению и 

пересечению 

А Ø = А ; 

А Ø = Ø; 

UUА = ; 

AUА =  

 

СВОЙСТВА ОПЕРАЦИЙ НАД МНОЖЕСТВАМИ 
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Операции алгебры логики (логические операции) 
Определение операции Таблица истинности 

Операция отрицания 
Отрицанием (инверсией) высказыва-
ния А называется высказывание А  
(читается «не А»), которое истинно, 
когда высказывание А ложно и лож-
но, когда А истинно. 

 
 

А А  
0 1 
1 0 

Операция конъюнкции 
Конъюнкцией высказываний А  и В  
называется высказывание ВА ∧  (чи-
тается «А и В»), которое истинно то-
гда и только тогда, когда истинны 
оба высказывания. 

            
 

А  В  ВА ∧  
0 0 0 
1 0 0 
0 1 0 
1 1 1 

Операция дизъюнкции 
Дизъюнкцией высказываний А  и В  
называется высказывание ВА∨  (чи-
тается «А или В»), которое истинно 
тогда и только тогда, когда истинно 
хотя бы одно из этих высказываний. 

 

А  В  ВА∨  
0 0 0 
1 0 1 
0 1 1 
1 1 1 

Операция импликации 
Импликацией высказываний А  и В  
называется высказывание ВА→  
(читается «из А следует В»), которое 
ложно тогда и только тогда, когда из 
истины следует ложь. 

 

А  В  ВА→  
0 0 1 
1 0 0 
0 1 1 
1 1 1 

Операция эквиваленции 
Эквиваленцией высказываний А  и В  
называется высказывание ВА↔  
(читается «А эквивалентно В»), кото-
рое истинно тогда и только тогда, ко-
гда либо истинны, либо ложны одно-
временно оба высказывания. 

 

А  В  ВА↔  
0 0 1 
1 0 0 
0 1 0 
1 1 1 

 

ЛОГИЧЕСКИЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 

Логика высказываний 

Высказывание – это всякое утверждение, относительно которого имеет 
смысл говорить истинно оно или ложно. Обозначается: A, B, C,… . 
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ЗАКОНЫ АЛГЕБРЫ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 
 

Название закона Символическая запись 
1. Коммутативность АВВА ∧=∧ ; 

АВВА ∨=∨  

2. Ассоциативность ( ) ( ) СВАСВА ∧∧=∧∧ ; 

( ) ( ) СВАСВА ∨∨=∨∨  

3. Дистрибутивность ( ) ( ) ( )САВАСВА ∧∨∧=∨∧ ; 

( ) ( ) ( )САВАСВА ∨∧∨=∧∨  

4. Законы Де Моргана ВАВА ∧=∨ ; 

ВАВА ∨=∧  

5. Закон двойного отрицания АА =  

6. Законы идемпотентности ААА =∨ ; 

ААА =∧  

7. Законы, включающие тождественно-

истинные (и) и тождественно-ложные 

высказывания 

истинаАА =∨  (исключение третьего); 

истинаистинаА =∨ ; 

АложьА =∨ ; 

ложьАА =∧  (противоречие); 

АистинаА =∧ ; 

ложьложьА =∧ ; 

ложьистина =  

8. Выражение импликации через дизъ-

юнкцию, конъюнкцию и отрицание 
ВАВА ∨=→  

9. Выражение эквиваленции через 

дизъюнкцию, конъюнкцию и отрица-

ние 

( ) ( )ВАВАВА ∧∨∧=↔  

10. Законы поглощения ( ) АВАА =∨∧ ; 

( ) АВАА =∧∨  
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Граф – это совокупность двух множеств: вершин V и ребер E, между элемен-

тами которых определено отношение инцидентности – каждое ребро Ee∈  

инцидентно ровно двум вершинам u и v , которые оно соединяет. 

Определение Геометрическая иллюстрация 

Смежные вершины графа – это две 

вершины, для которых существует 

инцидентное им ребро. 

Смежные ребра графа – это два реб-

ра, имеющие общую вершину. 

Петля – это ребро, начало и конец 

которого совпадают. 

Кратные (параллельные) ребра – это 

ребра инцидентные одной и той же 

паре вершин (соединяющие одну и ту 

же пару вершин). 

Степень вершины (deg) – это число 

ребер инцидентных этой вершине 

(петля увеличивает степень вершины 

на две единицы). 

 
А и В – смежные вершины; 

А и С – несмежные вершины; 

x и z – смежные ребра; 

x и m – несмежные ребра; 

p(С,С) – петля; 

x (A,D) и y(A,D) – кратные ребра; 

deg(С) = 4, deg(В) = 2 

Изолированная вершина – вершина, 

имеющая степень, равную нулю. 

Нуль граф – граф, состоящий изоли-

рованных вершин. 

 
Е – изолированная вершина, нуль 

граф 

Полный граф – это граф, каждая пара 

вершин которого соединена ребром и 

не содержащий петель и кратных ре-

бер. 
        

Полный граф 

ГРАФЫ 

Основные понятия 
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ГРАФЫ 

Ориентированный граф (орграф) –

 граф, все пары вершин которого яв-

ляются упорядоченными, в против-

ном случае граф называется неори-

ентированным. 

 
Ориентированный граф 

Правильный граф – это граф, ребра 

которого не имеют общих точек, от-

личных от вершин графа. 
 

             а)                                    б) 

а) правильный граф;  

б) неправильный граф 

Маршрут – это последовательность 

ребер неориентированного графа, в 

которой вторая вершина предыдуще-

го ребра совпадает с первой верши-

ной следующего. В маршруте одно и 

то же ребро может встречаться не-

сколько раз. 

Длина маршрута – это число ребер 

маршрута. 

Цепь – это маршрут, у которого все 

его ребра различны. 

             e1                e4 
V1 ●            V2●        V4● 
 
                           e2        e3 
                            V3  ● 
 
 
 
Маршрут V1 V2 V3 V2 V4 не является 

цепью, а маршрут V1 V2 V3 V4 – цепь. 

Путь – упорядоченная последова-

тельность ребер ориентированного 

графа, в которой конец предыдущего 

ребра совпадает с началом следую-

щего и все ребра единственны. 

                           V3 
               e1       e2           e3 
     V1                   V2        V4 

 

(e1, e2, e3) – путь из  V1 в V4 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

ФУНКЦИЯ 
Понятие функции 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

)(xfy =  – функция 

f – правило (закон), по которому каждому 
элементу Xx∈ ставится в соответствие 
одно определенное значение Yy∈ . 

X ( ( )yD ) – область определения функции, (множество значений x, для ко-

торых существует y). 

Y  ( ( )yE )– область значения функции, (множество значений y). 
 

 

 
 
 
 
 
 

( )yx ϕ=  – обратная функция, ( )xfy 1−= . 

Правило нахождения ( )xf 1− . 

1. Из уравнения )(xfy =  выразить x че-

рез y. 
2. В полученном выражении поменять 

обозначения x на y, а y на x. 

( ) 0, =yxF  – неявная функция (y не выражен через x). 

( )( )xfy ϕ=  – сложная функция или функция от функции 
 

Область определения некоторых функций 
Вид функции Область определения функции 

1. 
)(

1
xf

 0)( ≠xf  

2. n xf2 )(  0)( ≥xf  

3. )(log xfa  0)( >xf  

4. )(arccos
)(arcsin

xf
xf      1)(1 ≤≤− xf  

1x  

2x  

nx  

2y  

ny  

1y  

… … 

X Y 

f  

1x  

2x  

nx  

2y  

ny  

1y  

… … 

X Y 

ϕ  
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Основные элементарные функции 

1. Степенная функция, αxy = , R∈α . 

2. Показательная функция,  

     xay = , 1,0 ≠> aa   . 

3. Логарифмическая функция, xy alog= . 

4. Тригонометрические функции, 

xyxy
xyxy

 ctg    , tg
cos   ,sin

==
== . 

5. Обратные тригонометрические функ-

ции, xyxy
xyxy

 arcctg    , arctg
arccos   ,arcsin

==
== . 

Элементарные функции – 
 

функции, образованные из 

основных элементарных 

функций с помощью ко-

нечного числа алгебра-

ических действий и конеч-

ного числа операций обра-

зования сложной функции. 

Классификация элементарных функций 

Трансцендентные 
 

(содержащие кроме 

степенных другие 

элементарные функ-

ции) 

Целые – рациональные 

функции 
 

n
nn axaxay +++= − ...1

10  

Иррациональные 

функции (в составе 

операций есть из-

влечение корня) 

Дробно-рациональные функции 

m
mm

n
nn

bxbxb
axaxay

+++
+++

= −

−

...

...
1

10

1
10  

ФУНКЦИИ 

Элементарные функции 

Алгебраические функции 
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ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 
Функция и ее график Свойства функции 

1. Степенная функция α= xy ,  R∈α  
nxy = ,   Nn∈  

 
 
 
 
 
 
 

n  – четное 

1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) [ )∞+= ;0yE  

3. Четная 
4. Непериодическая 

5. Возрастает на [ )∞;0 , убывает 

на ( ]0;∞−  

nxy = ,   Nn∈  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n – нечетное 

1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) ( )∞∞−= ;yE  

3. Нечетная 
4. Непериодическая 

5. Возрастает на ( )yD  
 

n xy = ,    1    , >∈ nNn  
 
 
 
 
 
 
 

 

n – нечетное 
1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) ( )∞∞−= ;yE  

3. Нечетная 
4. Непериодическая 

5. Возрастает на ( )yD  

 
 
 
 
 
 
 
 

n  – четное 

1. ( ) [ )∞= ;0yD  

2. ( ) [ )+∞= ;0yE  

3. Общего вида 
4. Непериодическая 

5. Возрастает на ( )yD  
 
 

y  

x  0 

2xy =  

3xy =  
y  

x  0 1 

y  

x  0 1 

1 

3 xy =  

y  

x
 

0 1 

1 

xy =  
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ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 

Функция и ее график Свойства функции 

1. Степенная функция αxy = ,    R∈α  
nxy −= ,   Nn∈  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n  – нечетное 
 

1. ( ) ( ) ( )+∞∪∞−= ;00;yD  

2. ( ) ( ) ( )+∞∪∞−= ;00;yE  

3. Нечетная 
4. Непериодическая 

5. Убывает на ( ) ( )+∞∞− ;0 è 0;  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n  – четное 

1. ( ) ( ) ( )+∞∪∞−= ;00;yD  

2. ( ) ( )+∞= ;0yE  

3. Четная 
4. Непериодическая 

5. Возрастает на ( )0;∞−  и убы-
вает на ( )∞;0  

 

2. Показательная функция  

1   ,0   , ≠>= aaay x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) ( )+∞= ;0yE  

3. Общего вида 
4. Непериодическая 
5. Возрастает на ( )yD  при 

1>a , убывает на ( )yD  при 

10 << a  

 
 
 

x
y 1
=  

y  

x  0 1 

y  

x  0 

2
1
x

y =  

–1 1 

( )1>
=

a
ay x

 

y
 

x
 

0 –1 1 

( )10 <<
=

a
ay x
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ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 

Функция и ее график Свойства функции 
3. Логарифмическая  функция  

xy alog= ,   1   ,0 ≠> aa  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
1. ( ) ( )+∞= ;0yD  

2. ( ) ( )∞∞−= ;yE  

3. Общего вида 
4. Непериодическая 

5. Возрастает на ( )yD  при 

1>a , убывает на ( )yD  при 

10 << a  
 

4. Тригонометрические функции 
 

xy sin=  

 
  
 
 
 
 
 
 
 

1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) [ ]1;1−=yE  

3. Нечетная 
4. Период π= 2T  
5. Возрастает на 





 π+

π
π+

π
− nn 2

2
;2

2
, Zn∈ , 

убывает на 





 π+

π
π+

π nn 2
2

3;2
2

, Zn∈   
 

 

xy cos=  1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) [ ]1;1−=yE  

3. Четная 
4. Период π= 2T  
5. Возрастает на 
[ ]nn ππ+π− 2;2 , Zn∈ , убывает 

на [ ]nn π+ππ 2;2 , Zn∈ . 
 
 
 

1)(  log >= axy a  
y  

x  0 1 

1)(0
log
<<

=
a

xy a  

π−  
2
π

 π  π2  0 

  1 

–1 
x  

y  

π−  

2
π

 
π  

2
3π

 
0 

1 

–1 
x  

y  

2
π

−  
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ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 

Функция и ее график Свойства функции 
4. Тригонометрические функции 

 

xy  tg=  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1. ( ) 





 π+

π
π+

π
−= nnyD

2
;

2
, 

Zn∈  
2. ( ) ( )∞∞−= ;yE  

3. Нечетная 
4. Период π=T  
5. Возрастает на 







 π+

π
π+

π
− nn

2
;

2
, Zn∈  

 

xy  ctg=  
 

 
1. ( ) ( )nnyD π+ππ= ; , Zn∈  

2. ( ) ( )∞∞−= ;yE  

3. Нечетная 
4. Период π=T  
5. Убывает на ( )nn π+ππ ; , 

Zn∈  
 

 
 
 

 

5. Обратные тригонометрические функции 
 

xy arcsin=   
1. ( ) [ ]1;1−=yD  

2. ( ) 



 ππ
−=

2
;

2
yE  

3. Нечетная 
4. Возрастает на )(yD  
 
 
 
 
 

π−  

2
π

 
π  

2
3π

 0 

1 

–1 
x  

y  

2
π

−  

π−  

2
π

 
π  

2
3π

 0 x  

y  

2
π

−  

1 –1 x  

y  

2
π

 

2
π

−  
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ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 
Функция и ее график Свойства функции 

5. Обратные тригонометрические функции 
 

xy arccos=   
1. ( ) [ ]1;1−=yD  

2. ( ) [ ]π= ;0yE  

3. Общего вида 
4. Убывает на )(yD  
 
 
 
 
 
 
 

 

xy  arctg=  
 

 
 

1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) 





 ππ
−=

2
;

2
yE  

3. Нечетная 
4. Возрастает на )(yD  
 
 
 
 
 

 
 

xy  arcctg=  
 

1. ( ) ( )∞∞−= ;yD  

2. ( ) ( )π= ;0yE  

3. Общего вида 
4. Убывает на )(yD  
 
 
 
 
 
 
 

 
 

2
π

 

1 –1 x  

y  

π  

0 

2
π

 

0 x  

y  

2
π

−  

2
π

 

0 x  

y  
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Аналитическое задание функции График функции 
Гиперболический синус 

2
 

xx eexsh
−−

=  
                       y 
 
 
                                             
                                    
                      0                          x 
 
 
 

Гиперболический косинус 

2
 

xx eexсh
−+

=  
                           
                          у 
 
 
                           1 
                           
                          0                         х 
 

Гиперболический тангенс 

xx

xx

ee
eexth −

−

+
−

=  
 
                         у 
                          1 
 
                           0                        х 
 
                         - 1 
 

Гиперболический котангенс 

xx

xx

ee
eexсth −

−

−
+

=  
 
                          у 
 
                           1 
 
                           0                        х 
                        - 1 
 
 
 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
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ПРЕДЕЛЫ 

 

Основные теоремы о пределах 
 

1. CC
xx

=
→ 0
lim , где С = const. 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfxfxf
xxxxxx 2
0

1
0

21
0

limlimlim
→→→

±=± . 

3. ( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfxfxf
xxxxxx

2121
000

limlimlim
→→→

⋅=⋅ . 

4. 
( )
( )

( )

( ) ( ) 0lim     ,
lim

lim
lim 2

2

1

2

1

0
0

0

0
≠=

→
→

→

→
xf

xf

xf

xf
xf

xx
xx

xx

xx
. 

5. ( ) ( )xfCxfC
xxxx 00

limlim
→→

⋅=⋅ . 

 

Замечательные пределы 

Первый замечательный предел Второй замечательный предел 

1sinlim
0

=
→ x

x
x

 e
x

x

x
=






 +

∞→

11lim , ( ) ex x
x

=+
→

1
0

1lim  

 

 

Эквивалентность бесконечно малых α и β :       1lim
0

=
β
α

→xx
 

 

Важнейшие эквивалентности:   при 0→x  
1. .~sin axax    

2. .~ tg axax  

3. .~arcsin axax  

4. axax ~ arctg . 

5. 
2
)(~cos1
2axax− .     

6. xe x ~1− . 

7. .ln~1 axa x ⋅−  

8. .~)1ln( xx+  

9. .log~)1(log exx aa ⋅+  

10. xkx k ⋅−+ ~1)1( , 0>k . 
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ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ПРЕДЕЛОВ: 

=∞=
∞

=∞==
∞

∞а
числочисло

числочисло ,,00,
0

,0   




<<
>∞

1,0
1,
a

a
0 если 
 если  

ОСНОВНЫЕ ВИДЫ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ И ПРАВИЛА ИХ РАСКРЫТИЯ 

Неопределенность вида 




∞
∞

. 

Правило раскрытия:  
числитель и знаменатель дроби 
разделить на переменную в самой 
большой степени. 
 
В частности: 

=
+++

+++
−

−

∞→ n
mm

n
nn

x bxbxb

axaxa

...

...
lim

1
10

1
10  

 









=
<
>∞

=
mnba

mn
mn

 если ,
 если  ,0
 если ,

00

. 

Неопределенность вида 




0
0

. 

Правило раскрытия: 
при 0хх → числитель и 
знаменатель дроби сократить на 

)( 0хх − . 
 
В частности: 
1) если в числителе и знаменателе 
дроби присутствуют 
тригонометрические и обратные 
тригонометрические функции, то 
следует применить первый 
замечательный предел и следствия 
из него; 
2) если выражение содержит 
корни, то числитель и знаменатель 
дроби умножить на выражение 
сопряженное выражению с 
корнями. 

Неопределенность вида ]1[ ∞ . 
Правило раскрытия: использовать 
второй замечательный предел. 

Неопределенность вида [ ]∞−∞ . 
 
Правило раскрытия: данную 
неопределенность привести к 

виду 




0
0  или 




∞
∞ . Для этого 

либо дроби привести к общему 
знаменателю, либо данное 
выражение умножить и разделить 
на сопряженное ему выражение. 

 

Неопределенность вида [ ]∞⋅0 . 
 
Правило раскрытия:  
 
данную неопределенность 

привести к виду 




0
0  или 




∞
∞ . 
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НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ, ТОЧКИ РАЗРЫВА 
 

Непрерывность функции 
Функция ( )xfy =  – непрерывна в т. 0x , если: 
 

1) ( )xfy =  определена в точке 0x , т. е. ( )yDx ∈0 ; 
 

2) существует )(lim
0

xf
xx→

, т. е.       )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx +→−→

= ; 

 

3) )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 т. е.    )()(lim)(lim 0
00 00

xfxfxf
xxxx

==
+→−→

. 

 

Если в точке 0x нарушено хотя бы одно из трех условий, то функция на-

зывается разрывной в точке 0x , а точка 0x  – точкой разрыва. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Точки конечного 
скачка 

 

)(lim

)(lim

0

0

0

0
xf

xf

xx

xx

+→

−→
≠

≠
 

Точки бесконечного 
скачка 

 
±∞=∃

±→
)(lim

00
xf

xx
 

Классификация точек разрыва 

Точки разрыва I рода Точки разрыва II рода 

Точки устранимого 
разрыва 

 

)()(lim

)(lim

0
0

0

0

0

xfxf

xf

xx

xx

≠=

=

+→

−→

 
 
 
 
 

x  

y  

0x  0 x  

y  

0x  0 x  

y  

0x  0 
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ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ 
 
 

( ) ( )
x

xfxxf
x
y

dx
dyy

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

==′
→∆→∆ 00

limlim  

 

Таблица производных 
 

Правила диффе-
ренцирования 

Производные основных 
элементарных функций 

Производные сложной 
функции 

1. 0=′С  1. ( ) 1−=
′ nn nxx  1. ( ) unuu nn ′⋅=

′ −1  

2. ( ) uCСu ′=′  2. ( ) aaa xx ln⋅=
′

 2. ( ) uaaa uu ′⋅⋅=
′

ln  

3. ( ) vuvu ′±′=′±  3. ( ) xx ee =
′

 3. ( ) uee uu ′⋅=
′

 

4. ( ) uvvuvu ′+′=′⋅  4. ( )
x

x 1ln =′  4. ( ) u
u

u ′⋅=′
1ln  

5. 
2v

uvvu
v
u ′−′

=
′








 5. ( )
ax

xa ln
1log
⋅

=′  5. ( ) u
au

ua ′⋅
⋅

=′
ln
1log  

 6. ( ) xx cossin =′  6. ( ) uuu ′⋅=′ cossin  

 7. ( ) xx sincos −=′  7. ( ) uuu ′⋅−=′ sincos  

 8. ( )
x

x
2cos

1 tg =′  8. ( ) u
u

u ′⋅=′
2cos

1 tg  

 9. ( )
x

x
2sin

1 ctg −=′  9. ( ) u
u

u ′⋅−=′
2sin

1 ctg  

 10. ( )
21

1arcsin
x

x
−

=′  10. ( ) u
u

u ′⋅
−

=′
21

1arcsin  

 11. ( )
21

1arccos
x

x
−

−=′  11. ( ) u
u

u ′⋅
−

−=′
21

1arccos  

 12. ( )
21

1 arctg
x

x
+

=′  12. ( ) u
u

u ′⋅
+

=′
21

1 arctg  

 13. ( )
21

1 arcctg
x

x
+

−=′  13. ( ) u
u

u ′⋅
+

−=′
21

1 arcctg  
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ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ, НЕЯВНО И ПАРАМЕТРИЧЕСКИ  
ЗАДАННОЙ ФУНКЦИИ 

 
Формула нахождения производной сложной функции  

( )ufy = ,  ( )xu ϕ= , где u – промежуточный аргумент 
 

xux ufy ′⋅′=′  
 

Правило нахождения производной функции, заданной неявно уравнением 

( ) 0; =yxF . 

Продифференцировать уравнение ( ) 0; =yxF  по x, считая y функцией 

от x. Разрешить полученное выражение относительно y′ . 
 

 

Формула нахождения производной функции, заданной параметрически 

уравнениями  




=
=

).(
),(
tyy
txx

 

 

t

t
x x

y
y

′
′

=′  

 

Логарифмическое дифференцирование 
• Прологарифмировать исходное уравнение  

)(xfy =  (т.е. )(lnln xfy = ). 

• Полученное выражение продифференцировать по x, считая y функ-

цией от х (т.е. ( )( )′=′⋅ xfy
y

ln1
). 

• Из последнего равенства выразить y′ . 
 

Производная второго порядка 

( )′′==′′ y
dx

ydy
2

2
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 
 

Определение 
 

Дифференциал функции – это главная часть приращения функции 

( )xfy =  линейная относительно x∆ : 

xydy ∆′= . 

Если xy = , то xdx ∆= . 
 

Формула для вычисления 
 

dxydy ′=  
 

 

Формула для приближенного нахождения функции с помощью диффе-
ренциала 

 

( ) ( ) xxfxfxxf ∆′+≈∆+ 000 )(  
 

ПРИЛОЖЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ 
 

Исследование функций 

Монотонность и экстремум 
 

 

 

 

 
 

Выпу клость, вогнутость, точки перегиба 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 

1x  2x  

max min 

– + + 

    точки экстремума 

знак y′  

поведение y  

0=′y  или y′  не сущ. 0=′y  или y′  не сущ. 

3x  4x  

– + + знак y ′′  
0=′′y  или не сущ. 

точка 
перегиба 

точка 
перегиба 

0=′′y  или не сущ. 

поведение y 
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АСИМПТОТЫ 
 

 

 

 

 

 

Прямая l  называется асимптотой 

кривой, если расстояние от пере-

менной точки M кривой до прямой 

l  стремится к нулю при удалении 

точки M в бесконечность. 

0→ρ  при ∞→M  
 

Виды асимптот 

Вертикальные асимптоты 
 

 

 

axl =:  – вертикальная асимптота, 

если 

( ) ±∞=
−→

xf
ax 0

lim ,

( ) ±∞=
+→

xf
ax 0

lim  

Наклонные асимптоты 
 

 

 

bkxyl +=:  – наклонная асимпто-

та, если 

( )
x
xfk

x ±∞→
=∃ lim  , 

( )( )kxxfb
x

−=
±∞→

lim  

Горизонтальные асимптоты 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

byl =:  

 

 

 

 
 

M 

l 

x 

y 

0 

ρ  

y
 

x
 

0
 

l
 

)(xfy =
 

y  

x
 

a  

l  )(xfy =  

0 

y
 

x
 

by =  

)(xfy =  
0 
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ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ 
 
 

( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=





∞
∞

=
→→ 00
lim или 

0
0lim

 
 

Вычисление пределов по правилу Лопиталя 
Вид 

неопределенности Способ раскрытия 
 






0
0

,   




∞
∞

 

 

Применить правило Лопиталя (возможно несколько 

раз). 

[ ]∞⋅0 ,   [ ]∞−∞  

Привести неопределенность к виду 




0
0

 или 




∞
∞

, 

для этого представить данное выражение в виде 

дроби. 

 

 
 

]1[ ∞ , ][ ∞∞ , ]0[ 0  
 
 
 
 
 
 
 

1) данное выражение обозначить новой перемен-

ной (т.е. ( ) ( ) yxf xg
xx

=
→ 0
lim ); 

2) прологарифмировать обе части полученного ра-

венства (т.е. ( ) ( ) yxf xg
xx

lnlimln
0

=
→

, и для 

преобразований поменять знак предела  и лога-

рифма местами); 

3) преобразовать выражение так, чтобы получи-

лась неопределенность вида 




0
0

 или 




∞
∞

, к 

которой применить правило Лопиталя и вычис-

лить предел; 

4) найти y из условия ay =ln . 
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Задача интерполяции 
Дано: )1( +n  точка [ ]baxxxx n ;,,,, 210 ∈  – узлы интерполяции;  

            значения функции )(xf  в узлах интерполяции, то есть             

0x  1x  2x  … nx  

)( 0xf  )( 1xf  )( 2xf  … )( nxf  

Цель: для данной функции )(xf  по её значениям в точках 

[ ]baxxxx n ;,,,, 210 ∈  найти многочлен )(xРn  степени n≤ , такой что 

),()( iin xfxP =  [ ]baxi ;∈ , ni ,,1,0 = . 

Интерполяционный многочлен Лагранжа 
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ) )()()(
110

110
0

02010

21
n

nnnn

n

n

n
n xf

xxxxxx
xxxxxxxf

xxxxxx
xxxxxxxР

−

−

−−−
−−−

++
−−−

−−−
=








  

При 1=n    
( ) ( ) )(

)(
)(

)(
)( 1

01

0
0

10

1
1 xf

xx
xxxf

xx
xxxP

−
−

+
−
−

= ; 

при 2=n   
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) )(
)(

)(
)(

)(
)(

)( 2
1202

10
1

2101

20
0

2010

21
2 xf

xxxx
xxxxxf

xxxx
xxxxxf

xxxx
xxxxxP

−−
−−

+
−−
−−

+
−−
−−

=   

Формула линейной интерполяции 
Для точек ))(;( ii xfx , ))(;( 11 ++ ii xfx  

( ))()()()( 1
1

ii
ii

i
i xfxf

xx
xxxfxf −
−
−

+= +
+

 

Интерполяционный многочлен Ньютона 
Для равноотстоящих точек 
 

ii xxh −= +1  – шаг,  
конечные разности первого порядка:  121010   ; yyyyyy −=∆−=∆  и т.д.; 
конечные разности первого порядка:  121

2
010

2   ; yyyyyy ∆−∆=∆∆−∆=∆  и т.д. 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )110
0

102
0

2

0
0

0 !!2
)( −−−−

∆
++−−

∆
+−

∆
+= nn

n

n xxxxxx
hn
yxxxx

h
yxx

h
yyxP   

при 2=n  

( ) ( )( )102
0

2

0
0

02 !2
)( xxxx

h
yxx

h
yyxP −−

∆
+−

∆
+=  

0x  1x  2x  … nx  

0y  1y  2y  … ny  

 

ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
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КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 
Алгебраическая форма: ,yixz +=  где 12 −=i  

Геометрическая 
интерпретация 

       
        
      
 
 
 
 

22 yxr += – модуль комплексно- 
                            го числа; 
ϕ – аргумент комплексного числа, 

x
ytg =ϕ , ( )π≤ϕ<π−  

Основные понятия 

1. zx Re=  – действительная часть z, 

   zy Im=  – мнимая часть z 

2. yixz −=  – число сопряженное z . 

3. yixz −−=− , число противопо-

ложное z . 

4. Условие равенства двух ком-

плексных чисел  

    ,111 iyxz +=  iyxz 222 += : 

⇔= 21 zz      
.
,

21

21
yy
xx

=
=

 

Действия над комплексными числами: 
,111 iyxz +=      iyxz 222 += . 

1. iyyxxiyxiyxzz )()()()( 2121221121 +++=+++=+ . 
2. ixyyxyyxxiyxiyxzz )()()()( 21212121221121 ++−=+⋅+=⋅ . 

3. 
22

21

2

1
zz
zz

z
z

⋅
⋅

= . 

Тригонометрическая форма: )sin(cos ϕ+ϕ= irz  
 

)sin(cos 1111 ϕ+ϕ= irz ,      )sin(cos 2222 ϕ+ϕ= irz  
1. =⋅ 21 zz ))sin()(cos( 212121 ϕ+ϕ+ϕ+ϕ⋅ irr . 

2. =
2

1
z
z ( ) ( ))sincos( 2121

2

1 ϕ−ϕ+ϕ−ϕ i
r
r

. 

3. ,2,1,0,2sin2cos =





 π+ϕ

+
π+ϕ

= k
n

ki
n

krz nn …, 1−n . 

4. ( )ϕ+ϕ= ninrz nn sincos  – формула Муавра. 

Показательная форма: ϕ⋅= ierz  
2

22
1

11 , ϕϕ ⋅=⋅= ii erzerz  

1. 
)21(

2121
ϕ+ϕ

⋅=⋅
i

errzz      2. )21(

2

1

2

1 ϕ−ϕ= ie
r
r

z
z

          3. ϕ⋅= innn erz  

 

x  x  0  

y  

y  

r  
ϕ  

z  
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Понятие функции комплексной переменной 
 

zD {= | }iyxz += , wE {= | }ivuw +=  -  числовые множества. 

Функция комплексной переменной – правило, по которому каждому числу 

Dz∈  ставится в соответствие число Ew∈ . 

Обозначается )(zfw = , то есть );();()( yxivyxuiyxf +=+ , 

где )(Re);( zfyxu =  - действительная часть функции )(zf ; 

      )(Im);( zfyxv = - мнимая часть функции )(zf . 

Дифференцирование функции комплексной переменной 

Производная функции 

z
zfzzf

z
wzf

zz ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆

)()()( limlim
00

 

Условия существования производной  

(условия Коши-Римана или Эйлера-Даламбера) 

);();( yxivyxuw +=  – дифференцируема в точке iyxz += ⇔  









∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

⇔
x
v

y
u

y
v

x
u     ;  

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Формулы для нахождения производной 

;)(
x
vi

x
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=′           ;)(
x
vi

y
vzf

∂
∂

+
∂
∂

=′  

;)(
y
ui

x
uzf

∂
∂

−
∂
∂

=′            
y
ui

y
vzf

∂
∂

−
∂
∂

=′ )(  
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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ 
 

Определение 
 

Совокупность ( ) CxF +  всех первообразных функции ( )xf  на множестве 

X  называется неопределенным интегралом: 

( ) ( )∫ += CxFdxxf , 

где ( )xf  – подынтегральная функция; 

      ( )dxxf  – подынтегральное выражение; 

      x  – переменная интегрирования; 

      С – постоянная интегрирования; 

     ( )xF  – первообразная ( )xf , т.е. ( ) ( )xfxF =′ . 
 

Свойства неопределенного интеграла 

1. ( )( ) ( )xfdxxf =′∫                                               2. ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫  

3. ( ) ( )∫ += CxFxdF                                              4. ( ) ( )∫∫ = dxxfadxxaf , 
                                                                                            const=a  
5. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫±=± dxxfdxxfdxxfxf 2121   

6. ( ) ( )∫ ++=+ CbaxF
a

dxbaxf 1
,    ba   ,  – const. 

 

Геометрическое представление Методы интегрирования 
 

( ) CxFy += – семейство 
интегральных кривых 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1. Метод подстановки: 
 

 

 
 

2. Метод интегрирования по 

частям: 
 

∫ ∫−= vduuvudv  

 

y  

x  0 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf  

х dх 
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ТАБЛИЦА  ОСНОВНЫХ  НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ  ИНТЕГРАЛОВ 

 

1. C
n
xdxx

n
n +

+
=

+

∫ 1

1
,     1−≠n  12. ∫ +=

−
Cx

x

dx arcsin
1 2

 или 

      ∫ +−=
−

Cx
x

dx arccos
1 2

 

2. ∫ += Cxxdx
2

2
 13. Caxx

ax

dx
+±+=

±
∫ 22

22
ln  

3. Cxdx +=∫  14. C
a
x

aax

dx
+=

+
∫  arctg1

22
 

4. ∫ += Cx
x

dx ln  15. ∫ +=
+

Cx
x

dx  arctg
12

 или 

      ∫ +−=
+

Cx
x

dx  arcctg
12  

5. ∫ += Cedxe xx  16. C
ax
ax

aax

dx
+

+
−

=
−

∫ ln
2
1

22
 

6. ∫ += C
a

adxa
x

x
ln

 17. C
xa
xa

axa

dx
+

−
+

=
−

∫ ln
2
1

22
 

7. ∫ +−= Cxxdx cossin  18. ∫ +−= Cxxdx cosln tg  

8. ∫ += Cxxdx sincos  19. Cxxdx +=∫ sinln tgc  

9. ∫ += Cx
x

dx  tg
cos2

 20. ∫ +





 π

+= Cx
x

dx
42

 tgln
cos

 

10. ∫ +−= Cx
x

dx  ctg
sin 2

 21. ∫ += Cx
x

dx
2

 tgln
sin

 

11. ∫ +=
−

C
a
x

xa

dx arcsin
22

 22. 
( )
( ) ( ) Cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ ln  
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ 
 

Формула интегрирования по частям  
 ∫∫ −= vduuvudv  

№ Вид интеграла u  dv  
 

1. ( ) dxexP kx
n ⋅∫ , 

( ) ,∫ ⋅ dxaxP kx
n  

( ) ,cos∫ ⋅ kxdxxPn  

( ) ,sin∫ ⋅ kxdxxPn  

( )xPn  – многочлен 

)(xPn  
 

)(xPn  

)(xPn  
 

)(xPn  

dxekx  
 

dxakx  

kxdxcos  
 

kxdxsin  

 

2. 
 

( ) xdxxPn ln⋅∫ , 

( ) , arctg∫ ⋅ xdxxPn  

( ) , arcctg∫ ⋅ xdxxPn  

( ) ,arcsin∫ ⋅ xdxxPn  

( )∫ ⋅ xdxxPn arccos  

 

xln  
 

x arctg  
 

x arcctg  
 

xarcsin  
 

xarccos  

 

dxxPn )(  
 

 

dxxPn )(  
 

dxxPn )(  
 

dxxPn )(  
 

dxxPn )(  
 

3. ∫ ⋅ bxdxeax cos , 

∫ ⋅ bxdxakx cos , 

∫ ⋅ bxdxeax sin , 

∫ ⋅ bxdxakx sin , 

( )∫ dxxlnsin , 

( )∫ dxxlncos  

 

Метод интегрирования по частям 

использовать дважды, оба раза в 

качестве U взять функцию одного и 

того же типа (оба раза либо 

показательную функцию, либо 

тригонометрическую). Полученное 

уравнение разрешить относительно 

искомого интеграла.  
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ   ДРОБЕЙ 
 

Вид интеграла Метод интегрирования 
 

1. dx
cbxax

BAx   
2∫

++

+
 

 

          ( )0<D  

Выделить в знаменателе полный квадрат и 

ввести подстановку t
a

bx =





 +

2
. 

2. 
( )
( )∫ dx
xQ
xP

m

n  
а) Если mn ≥  выделить целую часть; 

б) разложить знаменатель ( )xQm  на множители, 

т.е. представить в виде 

( ) ( ) ( )sk
m qpxxaxxQ ++−= 2 ; 

в) представить правильную дробь в виде суммы 

простейших дробей по принципу: 

( ) ;1
ax

Aax
−

→−  

( )
( ) ( )k

kk

ax

A

ax

A
ax

A
ax

−
++

−
+

−
→− ...

2
21  

 
 

( ) ;
2

2

qpxx

BAxqpxx
++

+
→++  

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

( )
( )k

kkk

qpxx

BxA

qpxx

BxA
qpxx

++

+
++

++

+
→++

22
112 ...  

k – дробей 

k – дробей 
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№ Вид интеграла Метод интегрирования 
1 

∫
++

+ dx
cbxax

BAx   
2

 
Выделить в подкоренном 

выражении полный квадрат и 

ввести подстановку t
a

bx =





 +

2
. 

2 
( ) ( ) dxbaxbaxxR n

m
n
m

∫ 







++ ,,, 2

2

1

1

 Подстановка ( ) stbax =+ , где 

s - наименьший общий знаменатель 

дробей ;;
2

2

1

1
n
m

n
m  

3 
dx

dcx
bax

dcx
baxxR n

m
n
m

∫























+
+









+
+

,,, 2

2

1

1

 
Подстановка st

dcx
bax

=







+
+ , где 

s - наименьший общий знаменатель 

дробей ;;
2

2

1

1
n
m

n
m  

4 Интеграл от дифференциального 
бинома 

( ) dxbxax
pn∫ +⋅  

 

а) р – целое число; 
 

б) 
n

m 1+  – целое число; 

 

в) р
n

m
+

+1  – целое число 

 

 
 
 
Подстановки Чебышева 
а) ktx = , где k – общий знаменатель 
дробей m и n; 
 

б) kn tbxa =+ )( , где k –
 знаменатель дроби р; 
 
в) nkn хtbxa ⋅=+ )( , где k –
 знаменатель дроби р. 
 

5 
 

,, 22 dxxaxR∫ 




 −  

,, 22 dxaxxR∫ 




 −  

., 22 dxaxxR∫ 




 +  

Подстановка (соответственно): 
tax sin⋅= ,  ( )tax cos⋅= , 







 ==

t
ax

t
ax

cos
  ,

sin
, 

( )taxtax  ctg   , tg ⋅=⋅= . 

 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
 

№ Вид интеграла Метод интегрирования 

1 ( )∫ dxxxR cos,sin  
Подстановка tx

=
2

 tg ,  21
2

t
dtdх
+

=  

tx  arctg2= ,  
21

2sin
t

tx
+

= ,  
2

2

1

1cos
t
tx

+

−
= . 

 

2 ∫ ⋅ xdxx nm cossin  
 

а) nm  ,  – четные, 
положительные; 

а) Понизить степени xsin , xcos  по 

формулам: 

2
2cos1sin 2 xx −

= ,      
2

2cos1cos2 xx +
= , 

2
2sincossin xxx =⋅ ; 

б) nm  ,  – положитель-
ные, хотя бы одно 
нечетное; 

б) от функции, стоящей в нечетной степени, 

отделить множитель и внести его под знак 

дифференциала; 

в) nm  ,  – четные, хотя 
бы одно отрицательное 
или ( )nm +  – четное, 
отрицательное; 

в) подстановка tx = tg , tx  arctg=   

21 t
dtdх
+

=
21

sin
t

tx
+

= , 
21

1cos
t

x
+

= .  

3 ∫∫ xdxxdx nn ctg  ,tg  
 

Подстановка tx = tg ,  tx = сtg  

4 

 

∫
∫
∫

⋅

⋅

⋅

nxdxmx

nxdxmx

nxdxmx

coscos

,sinsin

,cossin

 

Применить соответственно формулы: 

( ) ( )( )β+α+β−α=β⋅α sinsin
2
1cossin , 

( ) ( )( )β+α−β−α=β⋅α coscos
2
1sinsin , 

( ) ( )( )β+α+β−α=β⋅α coscos
2
1coscos  
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( )∑

∫

=→λ
∆ξ=

=

n

i
ii

b

a

xf

dxxf

10
lim

)(
 

ini
x∆=λ

≤≤1
max  

 

Формула Ньютона-Лейбница 

( ) ( ) ( ) ( )aFbFxFdxxf b
a

b

a
−==∫ , 

( )xF  – первообразная ( )xf  
 

Основные свойства 

1. ( ) 0=∫
a

a
dxxf  

2. ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf  

3. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxfxf 2121  

4. ( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf ,  const=k . 

 

Методы интегрирования 
Замена переменной 

 

( )
( )
( )

( )( ) ( )∫

∫

β

α
ϕ′ϕ=

=
β≤≤α

ϕ′=
ϕ=

=

dtttf

t
dttdx

tx
dxxf

b

a
 

Интегрирование по частям 
 

 

∫∫ −=
b

a

b
a

b

a
vduvuudv  

 
 

à  b  ix  1+ix  iξ  

y  

x  0  
 

( )if ξ  

( )xfy =  
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НЕСОБСТВЕННЫЕ  ИНТЕГРАЛЫ 

Несобственные интегралы I рода 
(с бесконечными пределами) 

 

( ) ( )∫∫
∞+

+∞→
=

b

aa b
dxxfdxxf lim  

 

( ) ( )∫∫
∞− −∞→

=
b

a

b

a
dxxfdxxf lim  

 

( ) ( ) ( ) ,∫∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
+=

c

c
dxxfdxxfdxxf  

( )+∞∞−∈ ;c  

Несобственные интегралы II рода 
(от разрывных функций) 

 
b – точка разрыва 
функции ( )xf  

 

( ) ( )∫∫
−

→
=

ε

ε

b

a

b

a
dxxfdxxf

0
lim  

 
 

a – точка разрыва 
функции ( )xf  

( ) ( )∫∫
+→

=
b

a

b

a
dxxfdxxf

εε 0
lim  

 
 

c – точка разрыва 
функции ( )xf  

 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+→

−

→
+=

b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf

22

1

1 00
limlim

εε

ε

ε
 

a b 

b – ε 

a b 

a + ε 

a b 

c – ε1 c + ε2 

c 
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НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА 

 

Площадь плоской фигуры в декартовых координатах 
 

 
 
 
 
 

 

( )∫=
b

a
dxxfS  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )∫∫ −==
b

a

b

a
dxxfdxxfS   

 

 
 
 
 
 
 
 

( )∫ ϕ=
d

c
dyyS  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )∫∫ ϕ−=ϕ=
d

c

d

c
dyydyyS   

 

 
 
 
 
 

 

( ) ( )∫∫ +=
b

c

c

a
dxxfdxxfS   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

( ) ( )( )∫ −=
b

a
dxxfxfS 12  

 

– 

( )xfy =  

y  

x  
a  b

 0 

( )xfy =  y  

x  a  b
 

0 

+ 

( )yx ϕ=  

y  

x  

с  

d  

0 

– 

( )yx ϕ=  

y  

x  

с  

d  

0 

+ 

a  c  b  0 x  

y  

– 
+ 

( )xfy 2=  y  

x  a  b
 

0 

( )xfy 1=  
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НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА 

 

Площадь в полярных координатах 
 

 
 
 
 

( )∫
β

α
ϕϕ= drS 2

2
1

 

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной линией,  
заданной параметрически 

( )txx =  

( )tyy =  

21 ttt ≤≤  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )∫ ′=
2

1

t

t
dttxtyS  

Длина дуги плоской кривой 
 

 
 
 
 
 

 

( )

( )( ) dxxfl

bxaxfyl
b

a
∫ ′+=

≤≤=

21

,:      
 

 

( ) ( )

( ) ( ) dtyxl

t tyytxxl

tt∫
β

α

′+′=

β≤≤α==

22

 , , :
 

Объем тела вращения 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

∫π=
b

a
x dxyV 2  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

∫π=
d

c
y dyxV 2  

Площадь поверхности вращения 
 

( ) dxyyS x

b

a
x

212 ′+π= ∫  

 

α  β  

( )ϕrr =  

y  

x  0 

y  

x  0 

А 

В l 

a
 

b  0 x  

y  ( )xfy =  

y  

0 x  

с  

d  

( )yx ϕ=  
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НЕКОТОРЫЕ МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА 

 

Работа переменной 
силы ( )xF  

( )∫=
b

a
dxxFA  

 

Путь, пройденный 
телом 

( )(tv  – скорость) 
( )∫=

2

1

t

t
dttvS  

 

Статические моменты 
дуги плоской кривой 
( ( )xρ  – плотность) 

( )

( )∫

∫

ρ=

ρ=

b

a
y

b

a
x

xdlxM

ydlxM
 

 

Моменты инерции 
дуги плоской кривой 
( ( )xρ  – плотность) 

( )

( )∫

∫

=

=

b

a
y

b

a
x

dlxxJ

dlyxJ

2

2

ρ

ρ
 

 
Масса кривой 

( ( )xρ  – плотность) 
( )∫ ρ=

b

a
dlxm  

 

Координаты центра 
тяжести плоской 

кривой 
m

M
y

m
M

x

x
c

y
c

=

=
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ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

( )yxfz ;=  – функция независимых переменных x  и y , если каждой паре 

( )yx;  из некоторой области D  по какому-либо правилу или закону 

ставится в соответствие определенное значение z . 
 

Область определения функции ( )yxfz ;=  – это совокупность пар ( )yx; , 

при которых z  существует (определена). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Производные второго порядка 

2

2

x
zzxx

∂

∂
=′′               

yx
zzxy ∂∂

∂
=′′

2
 2

2

y
zz yy

∂

∂
=′′               

xy
zz yx ∂∂

∂
=′′

2
 

 

Полный дифференциал функции ( )yxfz ;=  

dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

 

 
 

 
 

Применение полного дифференциала к приближенным вычислениям 

( ) ( ) y
y
zx

x
zyxfyyxxf ∆

∂
∂

+∆
∂
∂

+≈∆+∆+ 0000 ;;  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИИ ( )yxfz ;=  

Производные первого порядка 

( ) ( )

const

;;lim
0

=
∆

−∆+
=

∂
∂

=′
→∆

y
x

yxfyxxf
x
zz

x
x

 

( ) ( )

const

;;lim
0

=
∆

−∆+
=

∂
∂

=′
→∆

x
y

yxfyyxf
y
zz

y
y  

частные 
дифференциалы 
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ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Производная сложной функции 
 

( )
( )
( )tyy
txx

yxfz

=
=
=

,
,

 
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=  

( )
( )xyy

yxfz
=
= ,

 
dx
dy

y
z

x
z

dx
dz

⋅
∂
∂

+
∂
∂

=  

( )
( )
( )vuyy

vuxx
yxfz

;
,;

,

=
=
=

 

 

,
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

 

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

 

 

Производная функции, заданной неявно 

( ) 0; =yxF  

 

( )
( )yxF

yxF
dx
dy

y

x
;
;

′
′

−=  

( ) 0;; =zyxF  

( )
( )zyxF

zyxF
x
z

z

x
;;
;;

′
′

−=
∂
∂

, 

( )
( )zyxF

zyxF
y
z

z

y
;;
;;

′

′
−=

∂
∂

 

 

Производная по направлению поля  ( )zyxuu ;;=  

γ
∂
∂

+β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∂
∂ coscoscos

z
u

y
u

x
u

l
u  

Градиент скалярного поля  ( )zyxuu ;;=  

k
z
uj

y
ui

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= grad  
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ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Схема исследования функции ( )yxfz ,= на экстремум 
 

1. Найти область определения функции 
 

2. Найти xz′ ,  yz′ . 

 

3. Решить систему уравнений 





=′
=′

0
0

y

x
z
z

 

      и найти критические точки ( 0M  и т.д.) функции. 

 

4. Найти значение вторых производных в критических точках, используя 

следующие обозначения: 

( )0MzA xx′′= , 

( )0MzB xy′′= , 

( )0MzC yy′′= . 

 

5. Вычислить 2BAC −=∆  для каждой критической точки. 
 

6. На основании достаточного условия существования экстремума 

сделать вывод о наличии экстремума в критических точках, т.е. 

в точке 0M  функция ( )yxfz ,=  имеет: 

а) минимум, если 0>∆  и 0>A ; 

б) максимум, если 0>∆  и 0<A ; 

в) не имеет экстремума, если 0<∆ ; 

г) требуются дополнительные исследования, если 0=∆ . 
 

7. Найти экстремальные значения функции. 
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КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ 

Уравнение поверхности 0);;(    : =zyxFS  Уравнение поверхности );(     : yxfzS =  
 

Уравнение касательной плоскости в точке );;( 0000 zyxM  

0))(;())(;())(;( 000000000 =−′+−′+−′ zzyxFyyyxFxxyxF zyx  ))(;())(;( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx −′+−′=−  

Уравнение нормали к поверхности 

Нормаль – прямая, проходящая через точку М0 и перпендикулярная касательной плоскости 

Уравнение нормали 

);();();( 00

0

00

0

00

0

yxF
zz

yxF
yy

yxF
xx

zyx ′
−

=
′
−

=
′
−  

1);();(
0

00

0

00

0

−
−

=
′
−

=
′
− zz

yxf
yy

yxf
xx

yx
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КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Геометрический   смысл 

( )∫∫=
D

ского телацилиндриче dSyxfV ;  

   
 
( )∫∫ ρ=

D
пластиныплоской dSyxm  ;        

( )yx;ρ  – плотность 

Основные свойства 
 

1. ( ) ( )∫∫∫∫ =
DD

dSyxfkdSyxkf ;; ,    const=k  

 

2. ( ) ∫∫∫∫∫∫ ±=±
DDD

dSfdSfdSff 2121  

 
 

3.      ( ) ∫∫∫∫∫∫ +=
21

;
DDD

fdSfdSdSyxf  

D 
1D  2D  

 
 

( ) ( )∑∫∫
=→

∆=
n

i
iii

D
SyxfdSyxf

10
;lim;

λ
, 

 

где  { }ini
d

≤≤
=λ

1
max , 

 
  id  –  диаметр элементарной 
             площадки  

 

),( yxfz =  

);( ii yxf  

);( iii yxM  iS∆  

z  

x  

y  

D 
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Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫ =

xf

xf

b

aD
dyyxfdxdxdyyxf

2

1

;;  

 

 

 

 

 

 
 

 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
dyyxfdxdyyxfdx

dxdyyxf

xf

xf

c

b

xf

xf

b

a

D

∫∫∫∫

∫∫

+

=

3

1

2

1

;;

;

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫ =

y

y

d

cD
dxyxfdydxdyyxf

2

1

;;
ϕ

ϕ
 

 

Вычисление двойного интеграла в полярных координатах 
 

 

 

 

 

 

 

 

( ) =
ϕ=

ϕ=
ϕ=

=∫∫
rdrddxdy

ry
rx

dxdyyxf
D

sin
cos

;  

( )
( )

( )

∫∫
ϕ

ϕ

β

α
ϕϕϕ

2

1

sin;cos
r

r
rdrrrfd  

 
 
 
 
 

( )xfy 2=  

( )xfy 1=  

y  ?=y  

a  b  x  0 

( )xfy 2=  ( )xfy 3=  

y  
?=y  

a  b  x  0 

?=y  

с  

( )xfy 1=  

( )yx 1ϕ=  

y  

?=х  

с  

d  

x  0 

( )yx 2ϕ=  

( )ϕ= 2rr  

( )ϕ= 1rr  

?−r  

α  
β  
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НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Статические моменты 

плоской фигуры D  

 

( )∫∫ ρ=
D

x dxdyyxyM ;  

( )∫∫ ρ=
D

y dxdyyxxM ;  

( )yx;ρ  – поверхностная плотность фигуры D  

 

 

Моменты инерции 

плоской фигуры D  

 

( )∫∫ ρ=
D

xx dxdyyxyJ ;2  

( )∫∫ ρ=
D

yy dxdyyxxJ ;2  

( ) ( )∫∫ ρ+=
D

dxdyyxyxJ ;22
0  

( )yx;ρ  – поверхностная плотность фигуры D  

 

 

Координаты центра 

тяжести С плоской 

фигуры D  

 

m
M

x y
c = , 

m
M

y x
c = , 

( )∫∫ρ=
D

dxdyyxm ;  – масса D , 

( )yx;ρ  – поверхностная плотность фигуры D  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Площадь области D                         ∫∫ ∫∫==
D D

rdrddxdyS ϕ  
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Криволинейный интеграл I рода 
(по длине дуги) 

 Криволинейный интеграл II рода 
(по координатам) 

( ) ( )∑∫
=→

∆=
n

i
iii

AB
lyxfdlyxf

10
;lim;

λ
 

 

i
ni

l∆=
≤≤1

maxλ  
 

AB– путь интегрирования,  
dl  – дифференциал длины дуги 

 
( ) ( ) ( ) ( ) iiii

n

i
ii

L
yyxQxyxPdyyxQdxyxP ∆+∆==+ ∑∫

=→
;;lim;;

10λ
 

 

i
ni

L∆=
≤≤1

maxλ  
 
L – путь интегрирования 

   

Свойства  Свойства 
1. ( ) ( )∫∫ =

BAAB
dlyxfdlyxf ;;  

 

2. ( )∫ ∫∫ ±=±
AB ABAB

dlfdlfdlff 2121  
 

3. ( ) ( )∫∫ =
ABAB

dlyxfkdlyxkf ;;  

 

4.                                      ∫∫∫ +=
CBACAB

fdlfdlfdl  
 

 1. ( ) ( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP
BAAB

;;;; +−=+ ∫∫  
 

2. ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+
LLL

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ;;;;  

 
Свойства 2–4, сформулированные для криволинейного 
интеграла I рода, выполняются и для  криволинейного 
интеграла II рода. 

Физический смысл  Физический смысл 
( )∫=

AB
dlyxm ;ρ  – масса дуги AB  

ρ  – плотность 

  

( ) ( )dyyxQdxyxPA
L

;; += ∫  – работа 

А С 

B 

КРИВОЛИНЕЙНЫЙ  ИНТЕГРАЛ 
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I рода (по длине дуги)  II рода (по координатам) 
   
 

( ) bxaxyyAB ≤≤=   , :  

        ( ) dxydl 21 ′+=  

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=
b

aAB
dxyxyxfdlyxf 21;;  

  

( ) bxaxyyL ≤≤=   ,  :  
 

       ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=+
b

aL
dxxyxyxQdxxyxPdyyxQdxyxP ;;;;  

   
 

( ) ( ) βα ≤≤== ttyytxxAB    ,    , :  

        ( ) ( ) dtyxdl tt
22 ′+′=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) dtyxtytxfdlyxf tt
AB

22;; ′+′= ∫∫
β

α
 

  

( ) dycyxxL ≤≤=    ,  :  
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫ +′=+
d

cL
dyyyxQdyyxyyxPdyyxQdxyxP ;;;;  

   

Связь между двойным и 
 криволинейным интегралами 

  

( )txxL =  :                  βα ≤≤ t  
      ( )tyy =  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫ ′+′=+
β

α
dtytytxQdtxtytxPdyyxQdxyxP tt

L
,,;;

 

 

∫∫ ∫ +=







∂
∂

−
∂
∂

D L
QdyPdxdxdy

y
P

x
Q

–  

 
формула Грина 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
Вид уравнения Способ решения 

Уравнения с разделяющимися переменными 
( ) ( )ygxfy =′  

Разделить  
переменные 

( ) ( )
( ) ( ) 022

11
=+
+

dyyNxM
dxyNxM  

Однородные уравнения 

а) 





=′

x
yy ϕ  

Использовать подстановку 
 

t
x
y
= , 

xty ⋅= , 
txty +⋅′=′  

 б) ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP , 
     где ( )yxP , , ( )yxQ ,  –  
     однородные функции одного       
     порядка 
в) ( )yxfy ,=′ ,  
    где ( )yxf ,  – однородная   
    функция нулевого порядка 

Линейные уравнения 

( ) ( )xfyxpy =+′  
Использовать подстановку 

vuy ⋅= , uvvuy ⋅′+⋅′=′  
(u , v  – функции от x ) 

Уравнение Бернулли 

( ) ( ) nyxfyxpy =+′ , 
где 1  ,0 ≠≠ nn  

Использовать подстановку 
vuy ⋅= , uvvuy ⋅′+⋅′=′  

(u , v  –  функции от x ) 
Уравнение в полных дифференциалах 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP , 
 

причем    
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

 

 
 

Найти функцию, полный дифференциал 
которой стоит в левой части уравнения, 
по одной из формул 

( ) ( ) CdyyxQdxyxP
y

y

x

x
=+ ∫∫

00

,, 0  

( ) ( ) CdyyxQdxyxP
y

y

x

x
=+ ∫∫

00

,, 0  

(точка ( )00; yx  выбирается произвольно, 
но так, чтобы не нарушалось условие 
непрерывности подынтегральных 
функций) 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ 
ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 

 

Вид уравнения Пример Способ решения 
1. ( ) ( )xfy n =  

1

1
2

2

+
+=′′

x
xy  

Проинтегрировать столько 
раз, каков порядок произ-
водной 

2. ( )yxfy ′=′′ ,  
    явно нет y  ( ) yxy ′=+⋅′′ 7  

Подстановка 
zyzy ′=′′=′  , , 

где ( )xzz = , 
dx
dzz =′  

3. ( )yyfy ′=′′ ,  
    явно нет x  ( ) ( )23 yyy ′=+⋅′′  

Подстановка 
zzyzy ′=′′=′  , , 

где ( )yzz = , 
dy
dzz =′  

4. ( ) 0,,, =′′′ yyyxF  
 

    ( )yyyxF ′′′,,, – 
однородная функция 
относительно yyy ′′′,,  

( )22 yxyyyx ′−=′′  

Подстановка 

zyyz
y
y

=′=
′

 ,  

( )2zzyy +′=′′ , 
dx
dzz =′  

 
ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
Линейные однородные уравнения второго порядка 

 с постоянными коэффициентами 
ДУ: 0=+′+′′ qyypy , где Rqp ∈,  

y ′′ ∼ 2k , y′∼ k , y∼1 

02 =++ qpkk  – характеристическое уравнение 

Корни характеристического уравнения Вид общего решения ДУ 
Корни характеристического уравнения 
действительные, различные, т.е. 
 

21 kk ≠ , ( )0>D  

xkxk eCeCy 21 21 +=  

Корни характеристического уравнения 
действительные, равные, т.е. 
 

21 kk = , ( )0=D  
( )xCCey xk

211 +=  

Корни характеристического уравнения 
комплексные, т.е. 
 

β±α= ik 2,1 , ( )0<D  
( )xCxCey x β+β= α sincos 21  

 

Знаенко Н. С.
Опорные схемы по высшей математике. 
Учебное пособие 

© НИЛ НОТ НИО УВАУ ГА(и), 2009 г 78



ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами и 
специальной правой частью 

ДУ: ( ) x
n exPqyypy α=+′+′′  

02 =++ qpkk  – характеристическое уравнение 
Общее решение: yyY +=  

Корни 
характеристического 

уравнения 

Вид частного 
решения 

Вид многочлена 
 

1. α– не корень 
характеристического 
уравнения, т.е. 

 

21   , kk ≠α≠α  

( ) x
n exQy α=  

0=n  
( ) AxQ =0 , 

 
1=n  
( ) BAxxQ +=1 , 

 
2=n  
( ) CBxAxxQ ++= 2

2 , 

 
3=n  
( ) DCxBxAxxQ +++= 23

3  

2. α– однократный корень 
характеристического 
уравнения, т.е. 

 

1k=α  или 2k=α  

( ) x
n exxQy α=  

3. α– двукратный корень 
характеристического 
уравнения, т.е. 

 

21 kk ==α   

( ) x
n exQxy α= 2  

Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами и 
специальной правой частью 

ДУ: xNxMqyypy β+β=+′+′′ sincos  

02 =++ qpkk  – характеристическое уравнение 
Общее решение: yyY +=  

Корни характеристического уравнения Вид частного решения 
iβ± – не корень характеристического уравнения 

2,1ki ≠β±  xBxAy β+β= sincos  

iβ± – корень характеристического уравнения 

2,1ki =β±  ( )xBxAxy β+β= sincos  
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ЗНАКОПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ  РЯДЫ ∑
∞

1
na ,       0>na  

Необходимый признак 

сходимости ряда ∑
∞

=1n
na  (если ряд 

∑
∞

na  сходится, то 0lim =na ) 

Если 0lim ≠
∞→

n
n

a , 

то ряд расходится. КОНЕЦ! 

Если 0lim =
∞→

n
n

a , 

то ряд сходится или расходится? 
(исследовать дальше) 

                  Достаточные признаки сходимости 

Теорема 
 Сравнения 

Если для рядов ∑
∞

=1n
na  и 

∑
∞

=1n
nb  существует 

k
b
a

n

n
n

=
∞→

lim , ∞≠
≠

k
k 0 , то 

ряды ведут себя 
одинаково, либо оба 
сходятся, либо оба 
расходятся 

Признак  
Даламбера 

Если для ряда ∑
∞

=1n
na  

существует 

l
a

a

n

n
n

=+
∞→

1lim , то  

при 1>l  ряд расходится; 
при 1<l  ряд сходится; 
при 1=l  признак ответа  
                 не дает 

Радикальный признак 
Коши 

Если для ряда ∑
∞

=1n
na  

существует  
 

lan n
n

=
∞→

lim , то 
 

при 1>l  ряд расходится; 
при 1<l  ряд сходится; 
при 1=l  признак ответа   
                  не дает 

Интегральный признак 
 Коши 

Если члены ряда ∑
∞

=1n
na  могут 

быть представлены как 
числовые значения некоторой 
непрерывной монотонно 
убывающей на [ )∞;1  функции 
( )xf  так, что  

( ) ( ),...,,...,11 nfafa n ==   то 

( )∫
+∞

1
dxxf  и ∑

∞

=1n
na  

одновременно сходятся или 
расходятся 
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ПРИМЕНЕНИЕ ДОСТАТОЧНЫХ ПРИЗНАКОВ СХОДИМОСТИ 

Признак na  – содержит Пример Эталонные ряды (ряды для сравнения) 
Теорема 

сравнения 
a) 
 
 
 
б) 
 
 

в) 

многочлены 
(степень числителя 
меньше степени 
знаменателя); 
корни; 
 

 
синус, тангенс, 
арксинус, арктангенс. 

∑
∞

= +

+

1
3

2

1
35

n n
nn

 

∑
∞

= +1 5 3n n

n
 

∑
∞

=

π

1 2
sin

n
n  

1. 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. 

Гармонический ряд 

...
3
1

2
111

1
+++=∑

∞

=n n
 – ряд                 

                                         расходится 
 
Общегармонический ряд 
(ряд Дирихле) 
 

 ∑
∞

=1

1

n nα
 

 0>α   
 
 
Геометрический ряд 
 
 
 
 
 

Признак 
Даламбера 

а) 
 
 
 
 
 
 
б) 

факториал; 
 
 
 
 
 
 
показательную 
функцию. 

∑
∞

= +1 13
!

n n
n

 

( )
( )∑

∞

= +
+⋅⋅⋅

1 !3
25...127

n n
n

 

∑
∞

= +1 14
4

n

n

n
 

Радикальный 
признак Коши 

выражение  
вида nn  ∑

∞

=






 +

1

2

5
14

n

n

n
n

 

Интегральный 
признак Коши Применяется во всех 

остальных случаях ( ) ( )
∑
∞

= ++1
2 1ln1

1

n nn
 

 

сходится при 
1>α  

расходится при 
      1≤α  

∑
∞

=

−⋅
1

1

n

nqa

 

сходится при 

q
aSq
−

=<
1

  ,1  

расходится при 
      1≥q  

Знаенко Н. С.
Опорные схемы по высшей математике. 
Учебное пособие 

© НИЛ НОТ НИО УВАУ ГА(и), 2009 г 81



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ЗНАКОЧЕРЕДУЮЩИЕСЯ  РЯДЫ 

( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a ,       0>na  

              Исследовать на сходимость 

Применить теорему Лейбница: 
 

1. 1+> nn aà ,                       2. 0lim =
∞→

n
n

a  

( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a   – 

 

сходится, ( 1aS ≤ ) 

если оба условия 
теоремы Лейбница 
выполняются 

( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a   – 

 

расходится,  

если хотя бы одно 
из условий теоре-
мы Лейбница не 
выполняется 

Исследовать ряд из модулей, т.е.  ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+ =−
1 1

11
n n

nn
n aa , 

по одному из достаточных признаков 

( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a   – сходится 

 

( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a   – расходится 

Исследовать на абсолютную,  условную  сходимость 

( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a – 

сходится абсолютно 
 

К ряду ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a  

применить т. Лейбница 

Если ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a – сходится по т. Лейбница, 

то ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a – сходится  условно 

 Если ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a – расходится по т. Лейбница, 

то  ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n a – расходится 
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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ РЯД 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
=++++

1
21 ......

n
nn xuxuxuxu ,    ( )xun  – функции 

     Степенной ряд 

По степеням x ,         0 – центр ряда По степеням ( )0xx − ,      0x – центр ряда 

∑
∞

=
=+++++

0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa

 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
−=+−++−+−+

0
00

2
02010 ......

n

n
n

n
n xxaxxaxxaxxaa  

Радиус сходимости:    
n n

n
n

n
n a

R
a
a

R

∞→
+∞→

==
lim

1     ,lim
1

 

Интервал сходимости: 

ряд сходится ряд расходится ряд расходится 

R−
 

R
 

0
 

Интервал сходимости: 

ряд сходится ряд расходится ряд расходится 

Rx −0
 

Rx +0
 

0x  
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РЯДЫ ТЕЙЛОРА И МАКЛОРЕНА 
 

Ряд Тейлора 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) =+−++−

′′
+−

′
+ ...

!
...

!2!1 0
02

0
0

0
0

0
n

n
xx

n
xf

xx
xf

xx
xf

xf  

 

( )( )( )n
n

n
xx

n
xf

0
0

0
!

−= ∑
∞

=
 

 

Ряд Маклорена 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
∑
∞

=
=+++

′′
+

′
+

0

2
!

0...
!

0...
!2
0

!1
00

n

n
n

n
n

x
n

fx
n

fxfxff  

 

Схема разложения функции ( )xf  в ряд Тейлора (Маклорена) 
 

 

1. Найти все последовательные производные функции. 

2. Вычислить ( )0xf , ( )0xf ′ , …, ( )( )0xf n . 

3. Записать формально ряд Тейлора (Маклорена): 

( )xf  ∼ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!2!1

2
0

0
0

0
0 +−

′′
+−

′
+ xx

xf
xx

xf
xf  

( )( ) ( ) ...
! 0

0 +−+ n
n

xx
n

xf
 

4. Найти интервал сходимости полученного ряда Тейлора. 

5. Найти множество таких x  из этого интервала, для которых 

( ) 0lim =
∞→

xRn
n

  или  ( )( ) Cxf n < . 
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РАЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ  
ФУНКЦИЙ В РЯД МАКЛОРЕНА 

 

∑
∞

=
=++++++=

0

32

!
...

!
...

!3!2!1
1

n

nn
x

n
x

n
xxxxe                  ∞<<∞− x  

 

( ) ( ) ( ) ( )!12
1...

!12
1...

!5!3!1
sin

12

0

1253

+
−=+

+
−+−+−=

+∞

=

+
∑ n

x
n

xxxxx
n

n

n
n

n  

 
∞<<∞− x  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )!2
1...

!2
1...

!4!2
1cos

2

0

242

n
x

n
xxxx

n

n

n
n

n ∑
∞

=
−=+−+−+−=          

∞<<∞− x  
 

( ) ( ) ( )( )
++

−−
+

−
++=+ ...

!3
21

!2
1

!1
11 32 xmmmxmmxmx m  

 
( )( ) ( )

( )( ) ( )
∑
∞

=
+

+−−−
=

=+
+−−−

+

1
1

!
1...21

...
!

1...21

n

n

n

x
n

nmmmm

x
n

nmmmm

 

 
11 <<− x  

 
 

( ) ( ) ( )
1

1...
1

1...
432

1ln
1

0

1432

+
−=+

+
−++−+−=+

+∞

=

+
∑ n

x
n
xxxxxx

n

n

n
n

n  

11 ≤<− x  
 

( ) ( )
12

1...
12

1...
753

 arctg
12

0

12753

+
−=+

+
−++−+−=

+∞

=

+
∑ n

x
n

xxxxxx
n

n

n
n

n  

11 ≤≤− x  
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 РЯДЫ ФУРЬЕ 

Ряд Фурье для функции )(xf с периодом π2  на интервале ( )ππ− ; : 

( )∑
∞

=
++

1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa
,  где  ∫

π

π−π
= dxxfa )(1

0 ,  ∫
π

π−π
= nxdxxfan cos)(1

,  ∫
π

π−π
= nxdxxfbn sin)(1

 

Ряды Фурье для четных и нечетных функций с периодом π2  

)(xf  – четная:       ∑
∞

=
+

1

0 cos
2 n

n nxaa , 

где ∫
π

π
=

0
0 )(2 dxxfa , ∫

π

π
=

0
cos)(2 nxdxxfan ,  0=nb  

)(xf  – нечетная:        ∑
∞

=1
sin

n
n nxb , 

где 00 =a ,  0=na ,  ∫
π

π
=

0
sin)(2 nxdxxfbn  

Ряд Фурье для функции с периодом 2  

∑
∞

=






 π

+
π

+
1

0 sincos
2 n

nn xnbxnaa


,  где  ∫
−

=



dxxfa )(1

0 ,  ∫
−

π
=



 
dxnxxfan cos)(1

,  ∫
−

π
=



 
dxnxxfbn sin)(1

 

)(xf  – четная:        ∑
∞

=

π
+

1

0 cos
2 n

n xnaa


, 

где ∫=


 0
0 )(2 dxxfa , ∫

π
=



 0
cos)(2 dxnxxfan ,  0=nb  

)(xf  – нечетная:        xnb
n

n


π
∑
∞

=1
sin , 

где 00 =a ,  0=na ,  ∫
π

=


 0
sin)(2 dxnxxfbn  
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Приложение 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Степени с действительным показателем 

1. mnmn aaa +=⋅ .   5. mmm baba ⋅=⋅ )( . 8. 0  ,1
≠=− a

a
a n

n . 

2. mnmn aaa −=: .   6. m

mm

b
a

b
a

=





 .   9. n

m
n m aa = . 

3. nmmn aa =)( .    7. 0  ,10 ≠= aa . 

Логарифмы 

1. Определение: 1 ,0  где  ,log ≠>=⇒= aaxabx b
a . 

2. Основное логарифмическое тождество: xa xa =log . 
Свойства логарифмов               Формулы перехода к новому основанию 

1. xyyx aaa logloglog =+ .               1. 
a
bb

c

c
a log

loglog = . 

2. 
y
xyx aaa logloglog =− .                2. 

a
b

b
a log

1log = . 

3. =n
a xlog xn alog .                          3. b

m
b aam log1log = . 

4. 1log =aa .                                       4. b
m
nb a

n
am loglog = . 

5. 01log =a .                                       5. =⋅ yx ba loglog xy ba loglog ⋅ . 

Формулы сокращенного умножения 
1. ))((22 bababa +−=− .                   2. ( ) 222 2 bababa +±=± . 
3. ))(( 2233 babababa +±=±  .       4. 32233 33)( babbaaba ±+±=± . 

Прогрессии 
 Определение Формула n-го члена Сумма 
Арифметическая  
прогрессия 

daa nn += −1 , 
где d  – разность 
арифметической 
прогрессии 

)n(daan 11 −+=  naaS n
n ⋅

+
=

2
1  

n)n(daSn ⋅
−+

=
2

12 1  

Геометрическая 
прогрессия 

qbb nn ⋅= −1 , 
где q  –
 знаменатель 
геометрической 
прогрессии 

1
1

−⋅= n
n qbb  

)1(
)1(1

q
qbS

n

n −
−

= , 1≠q  

q
bS
−

=
1

1  – сумма всей 

убывающей прогрессии 
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 0 6
π  

4
π  

3
π  

2
π  π  

2
3π  π2  

sin  0 
2
1  

2
2  

2
3  1 0 –1 0 

cos  1 
2
3  

2
2  

2
1  0 –1 0 1 

tg  0 
3
3  1 3  ∞ 0 ∞ 0 

ctg ∞ 3  1 
3
3  0 ∞ 0 ∞ 

 

Основные тригонометрические формулы 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Зависимость между тригонометрическими функциями одного аргумента 

1. 1cossin 22 =+ xx . 2. 1=⋅ ctgxtgx . 3. 
x

xtg 2
2

cos
11=+ . 4. 

x
xctg 2

2

sin
11=+ . 

Формулы двойного аргумента 

1. xxx cossin22sin = .  2. xxx 22 sincos2cos −= .  3. 
xtg

tgxxtg 21
22
−

= . 

Формулы понижения степени 

1. 
2

2cos1sin2 xx −
= .                                    2. 

2
2cos1cos2 xx +

= .  

3. 
2

sin2cos1 2 xx =− .                                   4. 
2

cos2cos1 2 xx =+  

Формулы сложения 
1. αβ±βα=β±α cossincossin)sin( . 2. ( ) βαβα=β±α sinsincoscoscos  . 

3. ( )
βα
β±α

=β±α
tgtg
tgtgtg

1
. 4. 

2
cos

2
sin2sinsin β−αβ+α

=β+α .  

5. 
2

cos
2

sin2sinsin β+αβ−α
=β−α . 6. 

2
cos

2
cos2coscos β−αβ+α

=β+α . 

7. 
2

sin
2

sin2coscos β−αβ+α
−=β−α . 

Уравнения 

.arcsin)arcsin(
 .  ,      0sin       ,arcsin)1(      sin   .1

xx
nnxxnaxax n

−=−
Ζ∈π=⇒=π+−=⇒=

.arccos)arccos( 

.   ,
2

      0cos             ,2arccos      cos  .2

xx

nnxxnaxax

−π=−

Ζ∈π+
π

=⇒=π+±=⇒=

.)(     .  ,    0     ,       .3 arctgxxarctgnnxtgxnarctgaxatgx −=−Ζ∈π=⇒=π+=⇒=
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РЯДЫ ФУРЬЕ 

Ряд Фурье для функции )(xf с периодом π2  на интервале ( )ππ ;− : 

( )∑
∞

=
++

1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa ,  где  ∫
−

=
π

ππ
dxxfa )(1

0 ,  ∫
−

=
π

ππ
nxdxxfan cos)(1 ,  ∫

−

=
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1  

Ряды Фурье для четных и нечетных функций с периодом π2  

)(xf  – четная:       ∑
∞

=
+

1

0 cos
2 n

n nxaa , 

где ∫=
π

π 0
0 )(2 dxxfa , ∫=

π

π 0
cos)(2 nxdxxfan ,  0=nb  

)(xf  – нечетная:        ∑
∞

=1
sin

n
n nxb , 

где 00 =a ,  0=na ,  ∫=
π

π 0
sin)(2 nxdxxfbn  

Ряд Фурье для функции с периодом 2  

∑
∞

=






 ++

1

0 sincos
2 n

nn xnbxnaa


ππ ,  где  ∫
−

=



dxxfa )(1

0 ,  ∫
−

=


 
dxnxxfan

πcos)(1 ,  ∫
−

=


 
dxnxxfbn

πsin)(1  

)(xf  – четная:        ∑
∞

=
+

1

0 cos
2 n

n xnaa


π , 

где ∫=


 0
0 )(2 dxxfa , ∫=



 0
cos)(2 dxnxxfan

π ,  0=nb  

)(xf  – нечетная:        xnb
n

n


π
∑
∞

=1
sin , 

где 00 =a ,  0=na ,  ∫=


 0
sin)(2 dxnxxfbn

π  
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