
Глава ~II. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

I Лекции 25-281 

§ 29. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
29.1. Понятие неопределенного интеграла 

в дифференциальном исчислении решается задача: по дшн:н.оi1 

фУ'Н1С'U,ии f(x) Hai1тu ее nРОUЗ60дную (или дифференциал). Интеграль
ное исчисление решает обратную задачу: Hai1тu фУН1С'U,ию Р(х), зная 
ее nроиЗ60дную Р'(х) = f(x) (или дифференциал). Искомую функцию 
Р(х) называют первообразной функции J(x) . 
§ Функция Р(х) называется nервообраз'Ноii. функции f(x) на ин

тервале (а; Ь), если для любого х Е (а; Ь) выполняется равенство 

Р'(х) = f(x) (или dF(x) = f(x) dx). 

Например, первообразной функции у = х2 , Х Е ~, является функция 
з 

Р(х) = ~ , так как 

Р'(х) = (~)' = х2 = f(x). 

Очевидно, что первообразными будут также любые функции 

хз 

Р(х) = з+ с, 
где С - постоянная, поскольку • 

Р'(х) = (~З + с)' = х2 = f(x) (х Е IR). 

Теорема 29.1. Если функция Р(х) является первообразной функции 
f(x) на (а; Ь), то множество всех первообразных для f(x) задается 
формулой Р(х) + с, где С - постоянное число. 

о Функция Р(х) + С является первообразной J(x). Действительно, 
(Р(х) + с)' = Р'(х) = f(x). 

Пусть Ф(х) - некоторая другая, отличная от Р(х), первообразная 
функции f(x), т. е. Ф'(х) = f(x). Тогда для любого х Е (а; Ь) имеем 

(Ф(х) - Р(х»' = Ф'(х) - Р'(х) = f(x) - f(x) = О . 

А это означает (см . следствие 25 .1), что 

Ф(х) - Р(х) = с, 
где С - постоянное число. Следовательно, Ф(х) = Р(х) + С. • 
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~ М~ожество всех первообразных функций F(x) + С для f(x) на
зывается неоnределен:н:ы,м интеграло,м от фуюсции f(x) и 

обозначается символом / f(x) dx. 
Таким образом, по опреде.[Iению 

1/ f(x)dx = F(x) +c·1 
~ Здесь f(x) называется nодъtнтегральноii. фуюсциеii., f(x) dx -

nодъtнтегральнъt,м въtpa:нceHиe,м, х - nepeMeHHoii. интегри-

рования, / - зна1СО,м неоnределенного интеграла. 
Операция нахождения неопределенного интеграла от функции на

зывается u'Нmегрuровшн,uе-м этой функции. 

~ Геометрически неопределенный интеграл представляет собой се-

мейство «параллельных» кривых у = F(x) + С (каждому число
вому значению С соответствует определенная кривая семейства) (см. 

рис. 165). График каждой первообразной (кривой) называется инте
гральноii. 1CpueOii.. 

у 

~y=F(X)+Cl 

~y=F(x) 
х 

о ~y=F(X)+C2 

~у=F(х)+Сз 

~ 

Рис. 165 

Для всякой ли функции существует неопределенный интеграл? 

~ Имеет место теорема, утверждающая, что «всякая непрерывная 

на (а; Ь) функция имеет на этом промежутке первообразную», а 
следовательно, и неопределенный интеграл. 

29.2. Свойства неопределенного интеграла 

Отметим ряд свойств неопределенного интеграла, вытекающих из 

его определения. 

1. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынте
гральному выражению, а производная неопределенного интеграла рав

на подынтегральной функции: 

d(/ f(x) dx) = f(x) dx, (/ f(x) dx) I = f(x). 
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о Действительно, 

d(/ f(x) dx) = d(F(x) + С) = dF(x) + d(C) = Р'(х) dx = f(x) dx 

и 

(/ f(x) dx)' = (Р(х) + С)' = Р'(х) + 0= f(x). • 
Благодаря этому свойству nравuлъностъ интегрирования nроверя

ется дифференцированием. Например, равенство 

/ (зх2 + 4) dx = х3 + 4х + С 

верно, так как (х3 + 4х + С)' = Зх2 + 4. 
2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функ

ции равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 

/ dF(x) = Р(х) + С. 

О Действительно, / dF(x) = / Р'(х) dx = / f(x) dx = Р(х) + С. • 

з. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

/ af(x) dx = а· / f(x) dx, а i о - постоянная. 

О Действительно, 

/ af(x)dx = / aF'(x)dx = /(аР(х))' dx = / d(aF(x)) = 

=а·Р(х) +С1 =а· (Р(х) + ~1) =а(Р(х)+С) =а / f(x)dx 

(положили %- = с). • 
4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного 

числа непрерывных функций равен алгебраической сумме интегралов 

от слагаемых функций: 

/ и(х) ± g(x)) dx = / f(x) dx ± / g(x) dx. 

О Пусть Р'(х) = f(x) и С'(х) = g(x). Тогда 

/и(х) ±g(x))dx = /(Р'(х) ±G'(x))dx = 

= /(Р(х) ± С(х))' dx = / d(F(x) ± С(х)) = Р(х) ± С(х) + С = 

= (Р(х) + С1 ) ± (С(х) + С2 ) = / f(x) dx ± / g(x) dx, 
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5. (Инвариантность формулы интегрирования). Если j f(x) dx = 
= F(x) + с, то и j f(u) du = F(u) + с, где u = <р(х) - произвольная 
функция, имеющая непрерывную производную. 

О Пусть х - независимая переменная, f(x) - непрерывная функция 

и F(x) - ее первообразная. Тогда j f(x) dx = F(x) + с. Положим те
перь u = <р(х), где <р(х) - непрерывно-дифференцируемая функция. 
Рассмотрим сложную функцию F(u) = F(<p(x)). В силу инвариантно
сти формы первого дифференциала функции (см. с. 188) имеем 

dF(u) = F'(u) du = f(u) du. 

Отсюда j f(u) du = j d(F(u)) = F(u) + с. • 

Таким образом, формула для неопределенного интеграла остается 

справедливой независимо от того, является ли переменная интегриро

вания независимой переменной или любой функцией от нее, имеющей 

непрерывную производную. 

Так, из формулы j х2 dx = з
3 

+ С путем замены х на и (и = <р(х)) 

получаем j и2 du = з3 + с. в частности, 

j . sin3 х 
sш2 хd(SiПХ) = -3- +, С, 

ln3 х 
jln2 xd(lnx) = -3- +С, 

j tg3 х 
tg2 х d(tg х) = -3- + с. 

Прu,м,ер 29.1. Найти интеграл j (2х4 
- 3х2 + х - 5) dx. 

<) Решение: 

j (2х4 
- зх2 + х - 5) dx = 2 j х4 dx - 3 j х2 dx + j х dx - 5 j dx = 

х5 х3 х2 2 1 = 2- + С1 - 3- + С2 + - + Сз - 5х + С4 = _х5 
- х3 + -,х2 - 5х + С 

5 3 2 5 2 ' 

j X+1 
Прu,м,ер 29.2. Найти интеграл -х- dx. 

<) Решение: j х: 1 dx = j (1 + ~) dx = х + ln Ixl + с. 
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29.3. Та~nица основных неопределенных интегралов 

Пользуясь тем, что интегрирование есть действие, обратное диф

ференцированию, можно получить таблицу основных интегралов путем 

обращения соответствующих формул дифференциального исчисления 

(таблица дифференциалов) и использования свойств неопределенного 
интеграла. 

Например, так как 

d(sinu) = cosu· du, 

то J cosudu= J d(sinu) =sinu+C. 

Вывод ряда формул таблицы будет дан при рассмотрении основных 

методов интегрирования. 

Интегралы в приводимой ниже таблице называются mабли-ч,'Н'Ыми. 

Их следует знать наизусть . В интегральном исчислении нет простых 

и универсальных правил отыскания первообразных от элементарных 

функций, как в дифференциальном исчислении. Методы нахождения 

первообразных (т. е. интегрирования функции) сводятся к указанию 
приемов, приводящих данный (искомый) интеграл к табличному. Сле

довательно, необходимо знать табличные интегралы и уметь их узна
вать. 

Отметим, что в таблице основных интегралов переменная инте

грирования и может обозначать как независимую переменную, так и 

функцию от независимой переменной (согласно свойству инвариантно

сти фор~улы интегрирования). 

В справедливости приведенных ниже формул можно убедиться, 

взяв дифференциал правой части, который будет равен подынтеграль

ному выражению в левой части формулы . 

Докажем, например, справедливость формулы 2. Функция 1 опре-. и 

делена и непрерывна для всех значений и, отличных от нуля. 

Если и > О, то lп lul = ln и, тогда d ln lul = d ln и = du Поэтому 
и 

J d: = lп и + С = ln lul + С при и > О. 

Если и < О, то lnlul = ln(-u). Но dln(-u) = -du 
-и 

J d: = ln( -и) + С = ln lul + С при и < О . 
Итак, формула 2 верна. 
Аналогично, проверим формулу 15: 

d (-а1 arctg '!.:а + с) 1 1 . ~ du = du 
а 1+(~)2 а а2 +u2 
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Таблица основных интегралов 

1 . /uadu=~:~ +С (af-1) (/du=U+C); 

2. / ci::: = 'п lul + С; 

з./аUdu= а" +С· 
'па ' 

4. / е" du = е" + С; 

5. / sin u du = - cos u + С 

6. / cos u du = sin u + С 

7. /tgudu= -lпlсоsul+С; 

8. / ctg u du = 'п I sin ul + С; 

9. / du = tg u + С 
cos2 u 

10. /~ = -сtgu+С 
sш u 

11. / ~и = 'п Itg 1f1 + С· sшu 2' 

12. / ~ = 'п Itg(1f + 1I.) I + С· cosu 2 4 ' 

13. / du = arcsin 1f + С; 
Va2 - и2 а 

(/ sh u du = сЬ u + С) ; 

(/ сЬ u du = sh u + С) ; 

(/ du = th u + С) ; 
сь2 u 

(/ du = _ cth u + С) ; 
sh2 u 

14./ du =lnlu+Ju2 +a2 1+C; Vu 2 + а2 

15. / du = 1 arctg 1f + С; 
а2 + и2 а а 

16. / du = l . 'п I а + u I + С; а2 _ и2 2а а - u 

17. / Ja2 - и2 du = ~ . Ja2 - и2 + ~2 arcsin ~ + С; 

18. / Ju2 ± а2 du = ~ . Ju2 ± а2 ± ~2 ln lu + Ju2 ± а21 + С. 
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§ 30. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
30.1. Метод непосредетвенного интегрирования 

~ Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем то-

ждественных преобразований подынтегральной функции (или вы
ражения) и применения свойств неопределенного интеграла приводит

ся к одному или нескольким табличным интегралам, называется не

посредственным интегрированием. 

При сведении данного интеграла к табличному часто используют

ся следующие преобразования дифференциала (операция «nодведен.'U.Я 

под з-на1l: дuффере-н'Цuал.а»): 

du = d(u + а), а - число, 

1 
du = -d(au), а =j:. О - число, 

а 

1 
u . du = -d(u2

), 
2 

cos u du = d(sin и), 

sinudu = -d(cosu), 
1 
- du = d(ln и), 
u 

1 
-2- du = d(tgu). 
cos u 

Вообще, г(и) du = d(J(u)), эта формула очень часто используется при 
вычислении интегралов. 

Прu.мерu: 

J dx J d(x + 3) 
1) ~3 = = ln Ix + 31 + с (формула 2 таблицы инте-

х+ х+3 
гралов); 

J 24 1 J 24 1 (3х - 1)25 
2) (3х ~ 1) dx =:3 (3х - 1) d(3x - 1) = :3 . 25 + С 

(формула 1); 

J 2 J 1 - sin
2 х J .( 1 ) J 1 3) ctg х dx = . 2 dx = -.-2 - - 1 dx = -. -2- dx -

sш х sш х sш х 

-f dx = - ctgx - х + С (формулы 10 и 1); 

4) J dx 
V4 - 3х2 

(формула 13); 

1 J ·d(J3· х) 
J3 V(2)2_(J3.X)2 

232 

1 . J3·Х 
_. аrсsш-- + С 
J3 2 



5). 1 sin26xdx = ~ 1(1 - cos 12х) dx = ~ 1 dx - ~ 1 cos12xdx = 

1 11 1 1 1 
= "2 Х -"2 cos 12xd(12x) . 12 = "2 Х - 24 sin 12х + С (формулы 1 и 6); 

6) 1 dx - _~ 1 (х - 1) - (х + 2) dx -
(х - l)(х + 2) - 3 (х - l)(х + 2) -

= -~ 1 х - 1 dx + ~ 1 х + 2 dx = 
3 (х-1)(х+2) 3 (х-1)(х+2) 

1 1 d(x + 2) 1 1 d(x - 1) 1 1 
= -3 х + 2 + 3 х _ 1 = -з 1П Ix + 21 + з 1п Ix - 11 + С; 

1 1 
sinudu 1 d(cosu) 

7) tgudu = = - = -In 1 cosul + С (вывод 
cosu cosu 

формулы 7); , 

du COS2 :!! + sin2 :!! COS2 :!! 
8) 1 -- = 1 2 2 du = 1 2 du + 

sin u 2 sin ~ cos ~ 2 sin ~ cos ~ 
. 2 u . 

+ 1 2 .Sl~ "2 u du = l ctg ~ d(~2) + ltg ~ d(~) = In/Sin ~/-
sш "2 cos "2 2 2 2 2 

- InlCOS ~ I + С = In I :~: ; I + С = Inltg ~ I + С (вывод 
формулы 11); 

9) 1 х(х + 2)9 dx = 1 (х + 2 - 2)(х + 2)9 dx = 1 (х + 2)10 dx -

- 2 1 (х + 2)9 dx = 1 (х + 2)10 d(x + 2) - 2 1 (х + 2)9 d(x + 2) = 
(х + 2)11 (х + 2)10 = - 2 + С (формула 1)' 

11 10 ' 

1 dx 1 ctg-4 х 10) S . 2 = - (ctgx)-s d(ctgx) = - 4 + С = 
ctg х· sш х -

1 
4 4 + С (формула 1); 

ctg х 

11) 1 dx - 1 dx - 1 d(x - 1) = 
v3-2x+x2 - )2+(х-1)2 - V(V2)2+(x-1)2 

= Inlx - 1 + )3 - 2х + х21 + С (формула 14); 

12) 1 (4Х3 - _5_ + 3 1 - Х ) dx = 41хЗ dx - ~ 1 d(2x) -
cos2 2х 2 cos2 2х 

1 
5 з 1 - х 

- з 1 - х d(l - х) = х4 
- - tg2x - -1- + С (формулы 1, 

2 п3 
9,3); 
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1З) / х3 . \/1 + х2 dx = /(1 + х2 ) k . х . (х2 + 1 - 1) dx = 

~ /(1 + х2 )! d(l + х2 ) - ~ /(1 + x2 )k d(l + х2 ) = 
З 27 З 2' = 14 (1 + х ) 3" - 8 (1 + х ) 3" + с. 

Как видно, вычисление интегралов иногда требует некоторой изо

бретательности, так сказать, «индивидуального подхода к каждой по

дынтегральной Функции». 

Соответствующие навыки приобретаются в результате значитель

ного числа упражнений. 

30.2. МеТОА интегрирования ПОАстановкой 
(заменой переменной) 

Метод интегрирования подстановкой заключается во введении но

вой пере мен ной интегрирования (т. е. подстановки). Пру! этом задан

ный интеграл при водится к новому интегралу, который является та

бличным или к нему сводящимся (в случае «удачной» подстановки). 

Общих методов подбора подстановок не существует. Умение правильно 
определить подстановку приобретается практикой. 

Пусть требуется вычислить интеграл / f(x) dx. Сделаем подста
новку х = <p(t), где <p(t) - функция, имеющая непрерывную производ

ную. 

Тогда dx = <p'(t) dt и на основании свойства инвариантности фор
мулы интегрирования неопределенного интеграла получаем формулу 

Шtmегрuрова'Нu.я nодсmа'Нов'Х:о1J, 

1/ f(x) dx = / f(<p(t)) . <p'(t) dt·1 (ЗО.1 ) 

Формула (ЗО.1) также называется формулой замены переменных в не

определенном интеграле. После нахождения интеграла правой части 

этого равенства следует перейти от новой переменной интегрирования 

t назад к переменной х. 
Иногда целесообразно подбирать подстановку в виде t = <р(х), то-

гда / f(<p(X)) . <р'(х) dx = / f(t) dt, где t = <р(х). Другими словами, 
формулу (ЗО.1) можно при менять справа налево. 

Прu,м,ер 30.1. Найти / e t dx. 

Q Решение: Положим х = 4t, тогда dx = 4 dt. Следовательно, 

/ е t dx = 4 / et dt = 4еl + С = 4е t + с. • 
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Прu.мер 30.2. Найти f х· vx - 3dx. 

Q Решение: Пусть ,;х=-з = t, тогда х = t2 + 3, dx = 2t dt. Поэтому 

J x·Vx-3dх= J(t2+ 3).t.2tdt= 

J J f 
t5 t 3 

= 2 (t4 + зt2 ) dt = 2 t4 dt + 6 t2 dt = 2· "5 + 6· "3 + с = 

2 = 5(Х - 3)5/2 + 2(х - 3)3/2 + с. • 

Прu.мер 30.3. Получить формулу 

J du =lnlu+Ju2+a21+C. 
vu2 + а2 

о Обозначим t = vu2 + а2 + u (подстановка Эйлера). Тогда 

d 2и d d d Vu
2 t а2 + u d t = u + и, т. е. t = и. 

2vu2 + а2 vu2 + а2 

Отсюда du dt dt 

Стало быть, 

J 
du = J dt = ln Itl + с = ln lu + Ju2 + а2 1 + с. • 

vu2 + а2 t 

Прu.мер 30.4. Найти J х . (х + 2)100 dx. 

Q Решение: Пусть х + 2 = t. Тогда х = t - 2, dx = dt. Имеем: 

J х . (х + 2)100 dx = J (t - 2) . t 100 dt = J t 101 dt - 2 J t 100 dt = 

t 102 tl 01 (х + 2)102 2(х + 2)101 

= 102 - 2· 101 + С = 102 - 101 + с. • 

J dx 
Прu.мер 30.5. Найти --о 

еХ + 1 

Q Решение: Обозначим ·еХ = t. Тогда х = ln t, dx = ~t. Следовательно, 

dx tjJ. dt dt 
J еХ + 1 = J t ~ 1 = J t(t + 1) = J t2 + t = 

dt d(t + 1) 1 1 + t + 1 -J - J 2 - lnl 2 21 + С -- 1 1 - - 1 1 - ---1 1 1 -
(t+_)2_- (_)2_(t+_)2 2·- --t--

24 2 2 22 2 
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= _lnl t + 11 = lnl_t_1 = ln~ +с. 
-t . t + 1 еХ + 1 

Здесь используется формула 16 таблицы основных интегралов. • 

30.3. Метод интегрирования по частям 

Пусть U = и(х) и v = V(X) - функции, имеющие непрерывные 
производные. Тогда d( uv) = U . dv + v . du. Интегрируя это равенство, 
получим 

'1 /-d-(U-V-)-=-/-U-d-V-+-/-V-d-U--И-Л-И--/-U-d-V-=-U-V---/-·-V-d-u--'·I 

~ Полученная формула называется фор,м,у.лоi1. интегрирования 

по 'Частя,м,. Она дает возможность свести вычисление интегра-

ла / U dv к вычислению интеграла / v du, который может оказаться 
существенно более простым, чем исходный. 

Интегрирование по частям состоит в том, что подынтегральное вы

ражение заданного интеграла представляется каким-либо образом в 

виде произведения двух сомножителей u и dv (это, как правило, мож

но осуществить несколькими способами); затем, после нахождения v и 
du, используется формула интегрирования по частям. Иногда эту фор
мулу приходится использовать несколько раз. 

Укажем некоторые типы интегралов, которые удобно вычислять 

методом интегрирования по частям. 

1. Интегралы вида / P(x)ekx dx, / P(x)·sinkxdx, / P(x)coskxdx, 

где Р(х) - многочлен, k - число . Удобно положить u = Р(х), а за dv 
обозначить все остальные сомножители. 

2. Интегралы вида / P(x)arcsinxdx, / P(x)arccosxdx, 

/ P(x)lnxdx, / P(x)arctgxdx, / P(x)arcctgxdx. Удобно положить 
Р(х) dx = dv, а за u обозначить остальные сомножители. 

3. Интегралы вида / еах . sin Ьх dx, / еах . cos Ьх dx, где а и Ь -

числа. За u можно принять функцию u = еах . 

При,м,ер 30.6. Найти / (2х + 1)е3Х dx. 

а Решение: Пусть [ u
d 
=_2X3~d1 :: dU_ =/2d~ d _ 1 3х ] (можно 

v - е х -,r v - е х - зе 

положить С = О). Следовательно, по формуле интегрирования по ча
стям: 

/(2Х+1)е3Х dx == (2х+ 1) · ~e3X -/ ~еЗХ2 dx = ~(2х+l)еЗХ- ~e3X+C . • 
3 3 3 9 
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ПР'/.Lм,ер 30.7. Найти J ln х dx. 

[ и = ln х ===} du = 1 dx ] 
Q Решение: Пусть х . Поэтому 

dv = dx ===} v = х 

J ln х dx = х . ln х - J х . ~ dx = х . ln х - х + с. • 

Прuм,ер 30.8. Найти J х2 е'" dx. 

[ и = х2 
===} 

Q Решение: Пусть d '" d v=e х ===} 

du = 2xdx ] 
~ . Поэтому 

v = e~ 
J х2 е'" dx = х2 е'" - 2 J е'" . х dx. (30.2) 

Для вычисления интеграла J е"'х dx снова применим метод интегриро
вания по частям: и = х, dv = е'" dx ===} du = dx, v = е"'. Значит, 

J в'" . х dx = х . е'" - J е'" dx = х . е'" - е'" + с. (30.3) 

Поэтому (см. (30.2» J х2 е'" dx = х2 е'" - 2(х· е'" - е'" + с). • 

Прuм,ер 30.9. Найти J arctgxdx. 

[ и = arctg х ===} du = ~ dx ] 
Q Решение: Пусть 1 + х . Поэтому 

dv = dx ===} v = х 

J J х 1 J d(l + х2 ) 
arctg х dx = х . arctg х - 1 + х2 dx = х . arctg х - "2 1 + х2 = 

1 = xarctgx - "21n(1 + х2 ) + с .• 

§ 31. 

31.1. 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ 

ФУНКЦИЙ 
Понятия о рациональных функциях 

Многочлен (некоторые сведения справочного характера) 

Функция вида 

Рn(Х) = аохn + alxn- 1 + ... + an-lХ + аn , (31.1) 

~ где n - натуральное число, а; (i = 0,1, ... , n) - постоянные коэф
фициенты, называется м,ного'Чл.еном, (или цел.оil рацuонал.ьноil 

фУН1Сцuеil). Число n называется степенью многочлена. 
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~ Корнем многочлена (31.1) называется такое значение Хо (во
обще говоря, комплексное) переменной Х, при котором многочлен 

обращается в нуль, т. е. Рn(Хо) = о. 

Теорема 31.1. Если Хl есть корень многочлена Рn(Х), то многочлен 
делится без остатка на Х - Xl, т. е. 

Рn(Х) = (Х - Xl)· Pn-1(X), 

где Pn-1(X) - многочлен степени (n - 1). 

(31.2) 

Возникает вопрос: всякий ли многочлен имеет корень? Положи

тельный ответ на этот вопрос дает следующее утверждение. 

Теорема 31.2 (основная теорема алгебры). Всякий многочлен n-й 
степени (n > О) имеет по крайней мере один корень, действительный 
или комплексный. 

Доказательство этой теоремы мы не приводим. 

Пользуясь основной теоремой алгебры, докажем теорему о разло

жении многочлена на линейные множители. 

Теорема 31.3. Всякий многочлен Рn(Х) можно представить в виде 

(31.3) 

где Xl, Х2, . .. ,Хn - корни многочлена, ао - коэффициент многочле

на при хn . 

Q Рассмотрим многочлен (31.1). По теореме 31.2 он имеет корень. Обо
значим его через Xl. Тогда имеет место соотношение (31.2). А так как 
Рn- 1 (Х) - также многочлен, то он имеет корень. Обозначим его через 
Х2. Тогда Рn- 1 (Х) = (X-Х2)'Рn- 2 (Х), где Рn- 2 (Х) - многочлен (n-2)-й 
степени. Следовательно, Рn(Х) = (Х - Xl)(X - X2)Pn- 2 (Х). 

Продолжая этот процесс, получим в итоге: 

• 
~ Множители (Х - Xi) в равенстве (31.3) называются лuнеf1.н'bl.МU 

мно:нсumелямu. 

Прuмер 31.1. Разложить многочлен Рз(х) = ХЗ - 2х2 
- Х + 2 на 

множители. 
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Q Решение: Многочлен Рз(х) = хз - 2х2 - Х + 2 обращается в нуль при 
х = -1; х = 1, х = 2. Следовательно, 

хз - 2х2 
- Х + 2 = (х + 1)(х - 1)(х - 2). • 

Прu.мер 31.2. Представить выражение хз - х2 + 4х - 4 в виде 
произведения линейных множителей. 

Q Решение: Легко проверить, что 

хз - х2 + 4х - 4 = (х - 1)(х - 2i)(x + 2i). • 
Если в разложении многочлена (31.3) какой-либо корень встретил

ся k раз, то он называется '/\,ор'Н,е.м '/\,рат'Н,остu k. В случае k = 1 (т. е. 
корень встретился один раз) корень называется nросты.м. 

Разложение многочлена (31.3) можно запи~ать в виде 

(31.4) 

I если корень хl имеет кратность k1 , корень Х2 - кратность k2 и так 

далее. При этом k1 + k2 + ... + kr = n, а r - число различных корней. 

Например, разложение 

Рв(х) = (х - 3)(х + 1)(х - 4)(х - 3)(х - 3)х(х - 4)(х - 3) 

можно записать так: 

Рв(х) = (х - 3)4. (х + 1) . (х - 4)2. х. 

Пользуясь теоремой 31.3, можно доказать слеДУЮIЦИе утвержде-
ния. 

Теорема 31.4. Если многочлен Рn(х) = аохn + alXn-1 + ... + аn 
тожд~ственно равен нулю, то все его коэффициенты равны нулю. 

Теорема 31.5. Если два многочлена тождественно равны друг другу, 
то коэффициенты одного многочлена равны соответствующим коэф

фициентам другого. 

Например, если ах3 + Ьх2 + сх + d == х3 - 3х2 + 1, то а = 1, Ь = -3, 
с = О, d = 1. 
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Теорема 31.6. Если многочлен Рn(Х) С действительными коэффици
ентами имеет комплексный корень а + ib, то он имеет и сопряженный 
корень а - ib. 

в разложении многочлена (31.3) комплексные корни входят .сопря

женными парами. Перемножив линейные множители 

(х - (а + ib)) . (х - (а - ib)), 

получим трехчлен второй степени с действительными коэффициентами 

х2 + рх + q. в самом деле, 

(х - (а + ib))(x - (а - ib)) = ((х - а) - ib)((x - а) + ib) = 

= (х - а)2 + ь2 = х2 - 2ах + а2 + ь2 = х2 + рх + q, 

где р = - 2а, q = а2 + Ь2 . 
Таким образом, произведение линейных множителей, соответству

ющих сопряженным корням, можно заменить квадратным трехчленом 

с действительными коэффициентами. 

С учетом вышеизложенного справедлив следующий факт. 

Теорема 31.7. Всякий многочлен с действительными коэффициента
ми разлагается на линейные и квадратные множители с действитель

ными коэффициентами, т. е. многочлен Рn(Х) можно представить в 

виде 

Рn(Х) = ао(х - Xl)k 1 (х - X2)k2 
• •• (х - Xr )kr Х 

Х (х2 + РI Х + ql)81 . .. (х2 + РтХ + qm)S~. (31.5) 

При этом k 1 + k2 + .. . + kr + 2(81 + 82 + ... + 8т ) = n, все квадратные 
трехчлены не имеют вещественных корней . 

Примеры разложен ий (31.5): 
1) х4 

- 1 = (х - l)(х + 1)(х2 + 1); 
2) х3 

- 16х = х(х2 - 16) = х(х - 4)(х + 4); 
3) х5 

- 6х4 + 9х3 - х2 + 6х - 9 = х3 (х2 - 6х + 9) - (х2 - 6х + 9) = 
= (х2 - 6х + 9)(Х3 - 1) = (х - з)2 . (х - 1)(х2 + х + 1). 

Дробно-рациональная функция 

~ Дробно-раv,uонаJtЬНОU фУН'lCцuеu (или рацuонаJtЬНОU 
дробью) называется функция, равная отношению двух многочле-

нов, т. е. f(x) = ~:f~~, где Рт(х) - многочлен степени т, а Qn(x) -
многочлен степени n. 
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-§ Рациональная дробь называется nравиJ/:Ы"ЮfL, если степень числи-

-теля меньше степени знаменателя, т .. е .. т < n; в противном случае 

(если т ~ n) рациональная дробь называется неnравильноfL .. 

~ Вся'/'Сую неnравильную рациональную дробь ~f~~ Mcr.нcнo, 
путем деления 'ЧислитеJtЯ на знаменатель, представить 

в виде суммы много'Члена L(x) и nравиЛЬНОfL рационаЛЬНОfL 
!!:ы дроби Q[X)' т .. е .. 

Р(х) R(x) 
Q(x) = L(x) + Q(x)" 

Например, ~~~~ = х4 

; ~X2+ 9 - неправильная рациональная дробь .. 
Разделим числитель на знаменатель в столбик: 

х4 
- 5х + 91 х - 2 

х4 -2х3 ~x"3~+--2-x~2-+--4-x-+--3 

2х3 -5х + 9 
- 2х3 -4х2 

4х2 -5х + 9 
- 4х2 -8х 

3х + 9 
3х - 6 

15 .. 

Получим частное L(x) = х3 + 2х2 + 4х + 3 и остаток R(x) = 15 .. Следо

вательно, х4 

- 5х + 9 = х3 + 2х2 + 4х + 3 + .......1L .. 
х-2 х-2 

Правильные рациональные дроби вида 

(1) .. -L .. 
х -а' 

(п) .. ( А )k (k ~ 2, k Е N); 
х-а 

(III). ~x+N (корни знаменателя комплексные, т. е. p2-4q<О); .. 
х +px+q 

(IV). ( 2МХ + N )k (k ~ 2, корни знаменателя комплексные), 
х +px+q 

§ где А, а, М, N, р, q - действительные числа, называются nро

стеfLшими рациональными дробями 1, 11, 111 и lУ типов. 
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Теорема 31.8. Всякую nравuл'Ь'Ную рациональную дробь ~~~~. зна
менатель которой разложен на множители 

Q(x) = (х - Х1 )k 1 • (х - X2)k 2 ••• (х2 + Р1Х + q1 )81 ••• (х2 + РтХ + qm)8 m
, 

можно представить (и притом единственным образом) в виде следую

щей суммы простейших дробей: 

Р(х) А 1 А2 Ak1 

Q(x) = Х - Х1 + (х - Х1)2 + ... + (х - X1)k 1 + 

+~+ В2 + + B k2 

Х - Х2 (х - Х2)2 . . . (х - X2)k 2 + ... 
С1 х + D 1 С2х + D2 C81 X + D 81 

... + х2 + Р1Х + q1 + (х2 + Р1Х + q1)2 + ... + (х2 + Р1Х + q1)8 1 + ... 
м1 х + N 1 м2х + N 2 м8т х + N 8m 

... + 2 + 2 )2 + ... + ( 2 ) , 
Х + РтХ + qm (х + РтХ + qm х + РтХ + qm Вт 

(31.6) 

где А1 • А2 • ...• В1 • В2 • ...• С1 • D 1 • ...• М1 • N 1 • ... - некоторые 

действительные коэффициенты. 

Поясним формулировку теоремы на следующих примерах: 

1) х2 +4 _~+~+ С + D . 
(х - 2)(х - 3)3 - Х - 2 х - 3 (х - 3)2 (х - 3)3 ' 

2) х3 
+ 1 =:! + в + Сх + D 

х2 (х2 + 1) х х2 х2 + 1 

3) 7х2 
+ 8х + 9 = ~ + ~ + Сх + D + 

(х -l)(х - 2)(х2 + х + 1)2 Х - 1 х - 2 х2 + Х + 1 
Mx+N 

+ (х2 + х + 1)2· 

Для нахождения неопределенных коэффициентов А1 , А2 , ... , В1 , 

В2 , ... в равенстве (31.6) можно применить .метод срав'Нива'Ния 'Х:оэф
фи'Цие'Нтов. Суть метода такова: 

1. В правой части равенства (31.6) приведем к общему знаменате-

лю Q(x); в результате получим тождество ~~~~ = gt~), где S(x) -

многочлен с неопределенными коэффициентами. 

2. Так как в полученном тождестве знаменатели равны, то тожде
ственно равны и числители, т. е. 

Р(х) == S(x). (31.7) 
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3. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х (по те
ореме 31.5 о тождестве многочленов) в обеих частях тождества (31.7), 
получим систему линейных уравнений, из которой и определим иско

мые коэффициенты A 1 , А2 , ••• , B 1 , •.• 

2' 
Прu.мер 31.3. Представить дробь (х _2~)(~23': 2х 3+ 5) в виде сум-

мы простейших дробей. 

а Решение: Согласно теореме 31.8 имеем: 

т. е. 

2х2 - 3х - 3 А Вх + С 
~--~~--~--~ = ----+ , 
(х - 1)( х2 - 2х + 5) х - 1 х2 - 2х + 5 

2х2 - 3х - 3 

(х - 1)(х2 - 2х + 5) 

А(х2 - 2х + 5) + (х - l)(Вх + С) 

(х - 1)(х2 - 2х + 5) 

Отсюда следует 

2х2 
- 3х - 3 == Ах2 

- 2Ах + 5А + Вх2 
- Вх + Сх - С, 

т. е. 

2х2 
- 3х - 3 == (А + В)х2 + (-2А - В + С)х + (5А - С). 

Приравнивая коэффициенты при х2 , x1 , хО , получаем 

{
2=А+В, 
-3= -2А-В+С, 

-3 = 5А - С. 

Решая систему, находим, что А = -1, В = 3, С = -2. Следовательно, 

2х2 - 3х - 3 -1 3х - 2 ..,---..,...,...-:--------,- - -- + • 
(х-1)(х2 -2х+5) - х-1 х2 -2х+5' 

Для нахождения неопределенных коэффициентов применяют так

же метод отдел'Ьных зншч,енui1 аргумента: после получения тожде

ства (31.7) аргументу х придают конкретные значения столько раз, 
сколько неопределенных коэффициентов (обычно полагают вместо х 

значения действительных корней многочлена Q(x)). 

П б 3х - 4 
Прu.мер 31·4· редставить дро ь х(х _ 2)(х + 1) в виде суммы 

простейших дробей. 

а 3х -4 - А В С О Решение: Имеем: х(х _ 2)(х + 1) - х + х _ 2 + х + l' тсюда сле-

дует 3х _ 4 == А(х - 2)(х + 1) + Вх(х + 1) + Сх(х - 2). 
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Положим х = о, тогда -4 = -2А, т. е. А = 2; положим х = 2, тогда 
2 = 6В, т. е .·В = i; положим х = -1, тогда -7 = зс, т. е. С = -~ . 
Следовательно, 

3х - 4 2 .!. _7. 
---:-_----:--:--_-,- = _ + _3_ + __ 3_ . 
х(х - 2)(х + 1) х х - 2 х + 1 

31.2. Интегрирование простейших рациональных 
дробей 

Найдем интегралы от простейших рациональных дробей . 

• 

1. J ~ dx = J d(x - а) = A-ln 'х-аl +с (формула (2) таблицы 
х-а х-а 

интегралов); . 

J А - J -k _ (x_a)-k+l 
2. (х _ a)k dx - А· (х - а) d(x - а) - А . _ k + 1 + С 

(формула (1»; 

3. Рассмотрим интеграл J = J t!x + N dx . 
х +px+q 

Выделив в знаменателе полный квадрат, получим: 

J = J м х + N 2 dx, 
(x+~)2+q-T 

2 
причем q - т > о. Сделаем подстановку х + ~ = t . Тогда х = t - ~ , 

2 
dx = dt. Положим q - т = а2 . Следовательно, используя формулы (2) 

и (15) таблицы интегралов, получаем 

J = J М.х + N dx = J м (t - ~) + N dt = 
х2 + рх + q t2 + а2 

-MJ~+(N- MP)J~-- t2 + а2 2 t2 + а2 -

М 2 2 ( мр) 1 t = - ·ln(t + а ) + N - - . - arctg - + с, 
2 2 а а 

т. е., возвращаясь к переменной х, 

J 

Mx+NM N-!:!..J!. х+ Е 
J = 2 dx = -ln(x

2
+px+q)+ й2 ·arctg й2 +с. 

х + рх + q 2 n 2 n 2 
q-'4 q-'4 

Прu.мер 31 .5. Найти J Зх + 1 dx. 
х2 + 2х + 10 
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Q Решение: х2 + 2х + 10 = (х + 1)2 + 9. Сделаем подстановку х +1 = t. 
Тогда х = t - 1, dx = dt и 

J 3х + 1 dx = J 3(t - 1) + 1 dt = 3 J ~ - 2 J ~ = 
х2 + 2х + 10 t 2 + 9 t 2 + 9 t2 + 9 
3 2 t 3 2 х+l = -2 ln(t2 + 9) - - arctg - + с = -ln(x2 + 2х + 10) - -3 arctg -3- + С. 

332 " 

• 
4. Вычисление интеграла вида J ( 2М х + N )k dx, k ~ 2, q - ~42 > О. 

Х +px+q 
Данный интеграл подстановкой х + ~ = t сводится к сумме двух 

интегралов: 

J t dt ( М Р) J dt 
м (t 2 + a2)k + N - 2 (t2 +a2)k ' 

Р2 

a2 =q __ . 
4 

Первый интеграл легко вычисляется: 

J t dt 1 J 2 2 -k 2 2 1 
(t2 + a2)k = '2 (t + а) d(t + а ) = 2(1 _ k)(t2 + a2)k-l + С. 

Вычислим второй интеграл : 

к последнему интегралу применим интегрирование по частям. Поло

жим 

и = t, dv = t dt du = dt, 
(t 2 + a2 )k ' 

1 J 2 2 -k 2 2 1 
v = '2 (t + а) d(t + а ) = 2(1 _ k)(t2 + a2)k-l ' 

тогда 

J t2 dt t 1 J dt 
(t2 + a2)k = 2(1 - k)(t2 + a2 )k-l - 2(1 - k) (t2 + a2)k-l = 

t 1 
2(1 - k)(t2 + a2 )k-l 2(1 _ k) . Jk-l' 

Подставляя найденный интеграл в равенство (31.8), получаем 

1 t 1 
Jk = а2 (Jk- 1 - 2(1- k)(t2 + a2)k-l + 2(1 _ k) Jk-l), 
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т. е . 

1 (2k - 3 t) 
Jk = а2 2k _ 2 Jk - 1 + 2(k _ 1)(t2 + a2)k-l . 

Полученная формула дает возможность найти интеграл Jk для любого 
натурального числа k > 1. 

Прu.мер 31.6. Найти интеграл Jз = J (t2 ~ 1)3' 

а Решение: Здесь а = 1, k = 3. Так К(lК 

J 
dt 

J1 = t2 + 1 = arctg t + С, 
то 

J - J dt 
2 - (t2 + 1)2 

2 · 2-3 t 
.,- 2·2 - 2 J1 + 2· (2 - 1)(t2 + 1) = 

1 t 
= 2 arctgt + 2(t2 + 1) + С, 

3 t t 3 (1 t) 
Jз = 4J2 + 4(t2 + 1)2 = 4(t2 + 1)2 + 4 2 al'ctgt + 2(t2 + 1) + С. • 

31.3. Интегрирование рациональных дробей 

Рассмотренный в пунктах 31.1-31.2 материал позволяет сформу
лировать общее правило и'н!mегрирован:u,я. ршционалънЪtх дробей. 

~ 1. Если дробь неправильна, то представить· ее в виде суммы мно
гочлена и правильной дроби; 

2. Разложив знаменатель правильной рациональной дроби на мно
жители, представить ее в виде суммы простейших рациональных дро

бей; 

3. Проинтегрировать многочлен и полученную сумму простейших 
дробей. 

Пр'U.мер 31.7. Найти интеграл J х5 
+ 2хЗ t 4х -f;- 4 dx. 

х4 + 2х + 2xZ 

а Решение: Под знаком интеграЛа неправильная дробь; вьщелим ее 

целую часть путем деления числителя на знаменатель: 

х5 + 2х3 + 4х + 4 х4 + 2х3 + 2х2 

- х5 + 2х4 + 2х3 Х - 2 

- 2х4 + 4х + 4 
- - 2х4 - 4.1;3 - 4х2 

4х3 + 4х2 + 4х + 4 (остаток) . 
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Получаем: 

х5 + 2х3 + 4х + 4 4х3 + 4х2 + 4х + 4 
-...,.----=------:-- = Х - 2 + ---,------:----,--
х4 + 2х3 + 2х2 х4 + 2х3 + 2х2 

Разложим прав ильную рациональную дробь на простейшие дроби: 

4х3 +4х2 +4х+4 4х3 +4х2 +4х+4 А В Cx+D ---;:-:----;:------,--- - - + - + ----;::----
х4 + 2х3 + 2х2 х2 (х2 + 2х + 2) - х х2 х2 + 2х + 2' 

4х3 + 4х2 + 4х + 4 == Ах(х2 + 2х + '2) + в(х2 + 2х + 2) + (Сх + D)x2
, 

т. е. 

4х3 + 4х2 + 4х + 4 == (А + С)х3 + (2А + В + D)x2 + (2А + 2В)х + 2В. 

Отсюда следует, что 

{
А+С=4, 

2A+B+D = 4, 

2А + 2В = 4, 

2В = 4. 
Находим: В = 2, А = О, С = 4, D = 2. Стало быть, 

4х3 + 4х2 + 4х + 4 2 4х + 2 --,--------:----,-- = '-- + --:----
х4 + 2х3 + 2х2 х2 х2 + 2х + 2 

х5 
+ 2х3 + 4х + 4 = х _ 2 + ~ + 4х + 2 . 

х4 + 2х3 + 2х2 х2 х2 + 2х + 2 

и 

Интегрируем полученное равенство: 

J х5 + 2х3 
+ 4х + 4 d J ( 2 2 4х + 2 ) d 

х4 + 2х3 + 2х2 Х = Х - + х2 + х2 + 2х + 2 х = 

х2 
2 J 4х + 2 = 2 - 2х - :; + (х + 1)2 + 1 dx. 

Обозначим х + 1 = t, тогда х = t - 1 и dx =dt. Таким образом, 

J 4х + 2 dx = J 4t - 4 + 2 dt = 4 J ~ -2 J ~ = 
(х + 1)2 + 1 t2 + 1 t2 + 1 t2 + 1 

1 
= 4 . "2 ln(t2 + 1) - 2 arctg t + С = 

= 2 ·ln(x2 + 2х + 2) - 2arctg(x + 1) + С. 

Следовательно, 

J х5 + 2х3 + 4х + 4 х2 2 
4 2 3 2 2 dx = -2 -2х--+21п(х2 +2х+2)-2аrсtg(х+1)+С. 
х+х+х х • 
Отметим, что любая рациональная функция интегрируется в эле

ментарных функциях. 
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§ 32. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ 

32.1. Универсальная тригонометрическая подстановка 

Рассмотрим некоторые случаи нахождения интеграла от тригоно

метрических функций. Функцию с переменными sin х и cos х, над ко
торыми выполняются рациональные действия (сложения, вычитание, 

умножение и деление) принято обозначать R(sinx; cosx), где R - знак 

рациональной функции. 

~ Вычисление неопределенных интегралов типа! R(sinx; cosx) dx 

сводится к вычислению интегралов от рациональной функции под

становкой tg ~ = t, которая называется у'Н,uверса.л'b'l·ЮU. 

. 2 tg ~ 2t 
Действительно, sш х = - --

1 + tg2 ~ 1 + t2 ' 

1 - tg2 ;t 1 - t2 
cosx= 2 __ _ 

1 + tg2 ~ 1 + t2 
' 

2 
х = 2 arctg t, dx = 1 + t2 dt. Поэтому 

! 
. ! (2t 1 - t

2 
) 2 ! R(sшх;соsх) dx= R --2; --2 . --2 dt= R 1 (t) dt, 

l+t l+t l+t 

где R1 (t) - рациональная функция от t. Обычно этот способ весьма 
громоздкий, зато он всегда приводит к результату. 

На практике применяют и другие, более простые подстановки, в 

зависимости от свойств (и вида) подынтегральной функции. В частно

сти, удобны следующие правила: 

1) если функция R(sinx;cosx) не'Четна относительно sinx, т. е. 

R(-sinx;cosx) = -R(sinx;cosx), то подстановка cosx = t рационали
зирует интеграл; 

2) если функция R(sin Х; cos х) не'Четна относительно cos х, т. е. 

R(sinx; - cosx) = -R(sinx; cosx), то делается подстановка sinx = t; 
3) если функция R(sinx; cosx) 'Четна относительно sinx и cosx 

R( - sinx; - cosx) = R(sin Х; cosx), то интеграл рационализируется под
становкой tg х = t. Такая же подстановка применяется, если интеграл 
имеет вид! R(tgx) dx. 

Прu.мер 32.1. Найти интеграл ! 3 + . dx + . 
sшх cosx 

а Решение: Сделаем универсальную подстановку t = tg~. Тогда dx = 
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2 dt· 2t 1 - t2 С = ~1 ' SJll х = ~, cos х = ~1 . ледовательно, +t l+t +t 

! dx ! 2dt ! dt 
3+sinx+cosx = (1+t2 )(3+ 1~~2 + ~+~~) = t2 +t+2 = 

! d(t + t) 2 t + i 2 1 + 2tg ~ 
= ( 1 )2 7 = r.; arctg . r.; + с = r.; . arctg ..fi + с. • 

t + '2 +"4 v 7 v 7/2 v 7 7 

Прu.мер 32.2. Найти интеграл 1 = ! 1 d~ 2 . 
+SJll Х 

Q Решение: Так как 

R(-sinx;-cosx) = 1 (1. )2 
+ - SJllX 

то полагаем tg х = t. Отсюда 

х = arctgt, 

Поэтому 

dx=~ 
1 + t2 

и 

~ 2 = R(sin х; cos х), 
1 + SJll Х 

tg2 х t2 

sin2 х = --=---;;--
1 + tg2 Х - 1 + t2 • 

1 -! dt _! ~ _ 2..! d(V2t) = 
- (1 + t2 )(1 + 1~2t2) - 2t2 + 1 - J2 (V2t)2 + 1 

1 1 
= J2 arctg ../2t + С = J2 arctg( ../2 tg х) + с. • 

32.2. Интегралы типа f sinm х . cosn Х dx 

Для нахождения таких интегралов используются следующие при

емы: 

1) подстановка sinx = t, если n - целое положительное не'Ч.етное 
число; 

2) подстановка cos х = t, если т - целое положительное не'Ч.етное 
число; 

3) формулы понижения порядка: cos2 х = !(1 + cos2x), sin2 х = 
= !(1 - cos 2х), sin х . cosx = ! sin 2х, если т и:n - целые неотри'Ца
тельные 'Ч.етные числа; 

4) подстановка tg х = t, если т + n - есть четное отрицательное 
целое число. 

Прu.мер 32.3. Найти интеграл 1 = ! sin4 х cos5 х dx. 
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Q Решение: Применим подстановку sin х = t. Тогда х = arcsin t, dx = 

= ь dt, СОБ х = vт-=t2 и 
1 - t 2 

Прu.мер 32.4. Найти интеграл 1 = 1 sin4 х СОБ2 х dx. 

Q Решение : 

1 = l(sinxcosx)2 sin2 xdx = 1 ~ sin2 2х· ~(1- СОБ2х) dx = 

= ~ 1 sin
2 2xdx - ~ 1 sin2 2xcos2xdx = ~ 1 ~(1- СОБ4х) dx-

- ~ Isin2 2xd(sin2x) = ~x - ~sin4x - ~siпЗ 2х + С .• 
16 16 64· '48 

Прu.мер 32.5. Найти интеграл 

/=1 dx. з =lcos-lХ'SiП-ЗХdХ. 
cosx· sш х 

Q Решение : Здесь т + n = -4. Обозначим tgx = t. Тогда х = arctgt, 
dx = dt sin х = t СОБ Х - 1 и 

1+t2"' v'l+t2' - J 1 + t2 

32.3. Использование тригонометрических 
преобрззовзний 

Интегралы типа 1 sinax· cosbxdx, 1 cosax · cosbxdx, 

1 sin ах · sin Ьх dx вычисляются с помощью известных формул тригоно
метрии: 

sin о: cos /3 = ~ (sin( о: - /3) + sin(o: + (3)), 
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1 
cosa.cos{3 = 2" (cos(a. - {3) + cos(a. + {3)), 

1 
sina.sin{3 = 2" (cos(a. - {3) - cos(a. + {3)). 

Пр'U.мер 32.6. Найти интеграл [= / sin 8х cos 2х dx. 

Q Решение: 

[= / sin 8х cos 2х dx = ~ / (sin 10х + sin 6х) dx = 

= ! (-~ cos 10х - ! COS6X) + с. • 
2 10 6. 

§ 33. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

33.1. Квадратичные иррациональности 

Рассмотрим некоторые типы интегралов, содержащих иррацио

Ha.:rbHbIe функции. 

Интегралы типа 

/ 
dx / Jax2 + Ьх + cdx, 

Jax2 + Ьх + с' 
/ тх+n d 

Jax2 + Ьх + с х 
называют неопределенными интегралами от квадратичных иррацио

нальностеЙ. Их можно найти следующим образом: под радикалом вы

делить полный квадрат 

ах2 + Ьх + с = 

( 
Ь с ) ( ( Ь ) 2 С Ь2 ) ( ( Ь ) 2 4ас - ь2 ) =а х2 +-х+- =а х+- +--- =а х+- +----;;---
а а 2а а 4а2 2а 4а2 

и сделать подстановку х + 2Ьа = t. При этом первые два интеграла при
водятся к табличным, а третий - к сумме двух табличных интегралов. 

Пр'U.мер 33.1. Найти интегралы [= / J dx . 
4х2 + 2х + 1 

Q Решение: Так как 4х2 + 2х + 1 = 4 ( х2 + ! х + i) = 4 ( (х + i) 2 + 136)' 

то [_/. dx _!/ dx 

- j4((x + i)2 + 136) - 2 j(x + i)2 + 136 
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Сделаем под<;:тановку х + i = t, х = t - i, dx = dt. Тогда 

Прu.мер 33.2. Найти интеграл 1 = ! v х + 4 dx. 
6 - 2х - х2 . 

Q Решение: Так как 6 - 2х - х2 = _(х2 + 2х - 6) = -((х + 1)2 - 7) = 
= 7 - (х + 1)2, то подстановка имеет вид х + 1 = t, х = t - 1, dx = dt. 
Тогда 

1 - ! t - 1 + 4 dt _ ! t dt + 3 ! dt _ 
- ~ - ~ ~-

1! 2 _1 2 ! dt = - - (7 - t) 2 d(7 - t ) + 3 
2 )(-./7)2 _ t2 

= -~ + 3 . arcsin _t_ + с = 3 arcsin х + 1 - V 6 - 2х - х2 + С. • 
Л Л 

Интегралы типа! v рn(х) dx, где Рn(Х) - многочлен сте-
ах2 + Ьх + с 

пени n, можно вычислять, пользуясь формулой 

! Рn(Х) . / ! dx J dx = Qn-l (х) . уах2 + Ьх + с + л J ' 
ах2 + Ьх + с ах2 + Ьх + с 

(33.1) 
где Qn-l (х) - многочлен степени n - 1 с неопределенными коэффици
ентами, л - также неопределенный коэффициент. 

Все неопределенные коэффициенты находятся из тождества, по

лучаемого дифференцированием обеих частей равенства (33.1): 

Рn(Х) = (Qn_l(x)·Vax2+bx+c)/+ л , 
J ах2 + Ьх + с J ах2 + Ьх + с 

после чего необходимо приравнять коэффициенты при одинаковых сте

пенях неизвестной х. 

Прu.мер 33.3. Найти интеграл 1 = ! v х
2 

dx. 
1 - 2х - х2 

Q Решение: По формуле (33.1) имеем: 

! ~ ! ~ 1= dx=(AX+B)Vl-2х-х2+Л. . 
J1 - 2х - х2 J1 - 2х - х2 
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ДифференцИруя это равенство, получаем: 

~2 -2-2х ~ 
~:::::::::==::::;;::::А.)1-2х-х2 +(Ах+В). + , 
v'1-2x-x2 2v'1-2x-x2 v'1-2x-x2 

т. е. 

х2 ::: А(l - 2х - х2 ) + (Ах + В)( -1 - х) +~, 

х2 ::: А - 2Ах - Ах2 - Ах - В - Ах2 - Вх + ~. 
Сравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

{ 

1 = - А - А при х2 , 
О = - 2А - А - В при x1 , 

О = А - В + ~ при хО • 

Отсюда А = -!, В = ~, ~ = 2. Следовательно, 

I=(-~Х+~))1-2х-х2+2J dx = 
2 2 )2 - (х + 1)2 

( 
13) . . х + 1 

= -"2Х +"2 Vl-2х-х2+2агсsш.,fi +с. • 

33.2. Дробно-линеиная подстановка 

J ( ( ах + ь)аj(З . (ах + b)fJj'Y) 
Интегралы типа R х, сх + d , ... , сх + d dx, где а, Ь, 

е, d - действительные числа, а, /3, ... , б, 'у - натуральные числа, 

сводятся к интегралам от рациональной функции путем подстановки 

ах + db = t k , где k - наименьшее общее кратное знаменателей дробей 
сх+ 
а б 73, ··· , "1. 

Действительно, из подстановки ax++db = t k следует, что х = ~ 
ех et -а 

-dktk-1(ctk - а) - (Ь - dtk)cktk- 1 
и dx = (k)2 dt, т. е. х и dx выражаются 

ct - а 

через рациональные функции от t. При этом и каждая степень дроби 

~: :~ выражается через рациональную функцию от t. 

Прuм.ер 33·4· Найти интеграл 1 = J v dx JX+2. 
(х + 2)2 - Х + 2 

Q Решение: Наименьшее общее кратное знаменателей дробей ~ и ! 
есть 6. Поэтому полагаем х + 2 = t6

, х = t6 
- 2, dx = 6t5 dt, t = Vx + 2. 
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Следовательно,. 

1 = 1 6t
5 

dt = 6 1 t2 
dt = 6 1 (t

2 
- 1) + 1 dt = 

t 4 - t 3 t - 1 t - 1 

= 6 1 (t + 1 + t ~ 1) dt = зt2 + 6t + 61n 1 t - 11 + ? = 

= 3· \!х + 2 + 6· Vx + 2 + 61п 1 Vx + 2 - 11 + с. • 

Прu.мер 33.5. Указать подстановку ДЛЯ нахождения интегралов: 

1 y'X-1 
11 = 2у'Х _ х dx, 1 -1 VX + 1 

dx 
2- Х--':1·(1-Х)2· 

Q Решение: Для 11 подстановка х = t2
, для 12 подстановка х + 11 = t3

. 
х-

• 
ЗЗ.З. Тригонометрическая ПОАстановка 

Интегралы типа 

1 R(x; )а2 - x 2 )dx, 1 R(x; )а2 + x 2 )dx, 1 R(x; )х2 - a2 )dx 

приводятся к интегралам от функций, рационально зависящих от три

гонометрических функций, с помощью следующих трuго'Н.о.метрu'Че

с'К:их nодста'Н.ово'К:: х = а . sin t для первого интеграла; х = а . tg t для 
второго интеграла; х = ~t для третьего интеграла. sш 

I~ Прu.мер 33.6. Найти интеграл 1 = ~ dx. 

Q Решение: Положим х = 2 sin t, dx = 2 cos t dt, t = arcsin ~. Тогда 

1 1) 4 - 4 sin 2 t 2 d 1 4 cos2 t d = . cos t t = --- t = 
4sin2 t 4sin2 t 

1 1 - sin 2 t 1 dt 1 = . 2 dt = -. -2- - dt = - ctg t- t + С = 
sш t sш t 

х (Х) Х ";4 - х2 

= С - arcsin - - ctg arcsin - = С - arcsin - - ---
2 2 2 х 

( 
)1 - sin2 t 

ctgt= ---
sint 

)1-: (~)2 = J4=X2). 
2" х 
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33.4~ Интегралы типа! R(x; vax2 + Ьх + с) dx 

Здесь подынтегральная функция есть рациональная функция от

носительно х и Vax2 + Ьх + с. Выделив под радикалом полный ква
драт и сделав подстановку х + 2Ьа = t, интегралы указанного типа 
приводятся к интегралам уже рассмотренного типа, т. е. к интегралам 

типа / R(t; va2 - t2) dt, / R(t;va2 + t2) dt, / R(t; vt2 - а2 ) dt. Эти ин
тегралы можно вычислить с помощью соответствующих тригонометри

ческих подстановок. 

Q Решение: Так как х2 +2х-4 = (х+1)2 -S;TO х+1 = t, х = t-1, dx= 

= dt. Поэтому 1 = / ~ dt. Положим t = ..::11-, dt = -4' cosz dz, 
t SШZ sш2 z 

z = arcsin 4. Тогда 
1 - / J d-гz - 5 (-V5) cosz d _ 1 / 2 d _ 

- 5,/5' sin2 z z - - v5 cos z z-
~ 

= __ 1_ . ! /(1 + cos2z) dz = - J5 (z + ! sin 2z) + С = 
J5 2 10 2 , 

v5 ( . J5 1. (2 . J5)) с = -10 агcsш -t- + "2 sш агcsш -t- + = 

J5 ( . J5 1. (2 . J5) ) с = - -О агсsш -- + -2 sш агсsш -- + = 
1 х+1 х+1 

__ J5 ( . J5 J5 . v х2 + 2х - 4) С • 
- 10 агсsш х + 1 + (х + 1)2 +. 

3аме-ч,ание: Интеграл типа / J dx целесообразно нахо-
х ах2 + Ьх + с 

дить С помощью подстановки х = t. 

33.5. Интегрирование дифференциального бинома 

Интегралы типа / хт . (а + Ьхn)Р dx (называемые интегралами от 
дифференциального бинома), где а, Ь - действительные числа; т, n, 
р - рациональные числа, берутся, как показал Чебышев П.А . , лишь в 
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случае, когда хотя бы одно из чисел р, m...±..l или m + 1 + р является 
. n n 

целым. 

Рационализация интеграла в этих случаях осуществляется следу

ющими подстановками: 

1) если р - целое число, то подстановка х = t k , где k - наимень
шее общее кратное знаменателей дробей m и п; 

2) если m + 1 - целое число, то подстановка а + ьхn = t s , где s -
n 

знаменатель дроби р; 

3) если m + 1 + р - целое число, то подстановка а + ьхn = хn . t 8
, 

n 
где s - знаменатель дроби р. 

Во всех остальных случаях интегралы типа J хт(а + Ьхn)Р dx 

не выражаются через известные элементарные функции, т. е. «не бе

рутся». 

VVX+ 1 
Прu.мер 33.8. Найти интеграл 1 = J .jX dx: 

Q Решение: Так как 

то m = -~, n = i, р = !., т: 1 = 2. Поэтому делаем подстановку 

vx + 1 = tЗ , х = (tЗ - 1)4, dx = 4(t3 - 1)3 . 3t2 dt, t = V vx + 1. Таким 
образом, 

§ 34. «БЕРУЩИЕСЯ» И «НЕБЕРУЩИЕСЯ» 
ИНТЕГРАЛЫ 

Как уже отмечалось выше, операция интегрирования функций зна

чительно сложнее операции дифференцирования функций. Не всегда 

выбранный путь интегрирования является наилучшим, более корот

ким, простым. Интегрирование часто может быть выполнено не един

ственным способом . Многое зависит от знания рекомендуемых многих 

искусственных приемов интегрирования, от сообразительности, от тре

нированности. Например, J ~ можно найти, не используя реко-
cos х 



мендуемую подстановку tg х = t, а применив искусственный прием: 

/ ~ ='/ (cos
2 х + sin

2 х)2 dx = 
cos6 Х cos6 Х 

/ ( 
1 tg2 х tg4 х ) 2 1 = --2- + 2--2- + --2- dx = tgx + -з tg3 Х + -5 tg5 х + с. 

cos х cos х cos х 

Вряд ли стоит вычислять интеграл 

/ 
Зх2 + 4х + 1 dx 
х(х2 + 2х + 1) , 

разлагая подынтегральную функцию на простейшие дроби: 

Зх2 + 4х + 1 
х(х2 + 2х + 1) 

Зх2 + 4х + 1 А В С 
= --;------:-:-;;-- = - + -- + . 

х(х + 1)2 х х + 1 (х + 1)2 

Заметив, что числитель Зх2 + 4х + 1 является производной знаменателя 
х(х2 + 2х + 1) = х3 + 2х2 + х, легко получить: 

/ 
Зх2 + 4х + 1 d / d(x

3 + 2х2 + х) 1 I 3' 2 2 I с 
х = = n х + х +х + . 

х(х2 + 2х + 1) х3 + 2х2 + х 
На практике при вычислении неопределенных интегралов исполь

зуют различные справочники, содержащие таблицы особенно часто 

встречающихся интегралов. В частности, «Таб.(IИЦЫ неопределенных 

интегралоВ» М . л. Смолянского. 

Изученные методы интегрирования позволяют во многих случаях 

вычислить неопределенный интеграл, т. е. нafiти первообразную функ

цию для подынтегральной функции. 

Как известно, вся~ая непрерывная фун~'Цuя 'tI.Мeeт nеРбообразную. 

В том случае, когда первообразная некоторой элементарной функции 

f(x) является также элементарной функцией, говорят, что / f(x) dx 

«берется», т. е. интеграл выражается через элементарные функции 

(или интеграл вычисляется). Если же интеграл не выражается через 

элементарные функции, то говорят, что интеграл «не берется» (или 

«его найти нельзя»). 

Так,' например, нельзя взять интеграл / vx . cos х dx, так как не 
существует элементарной функции, производная от которой была бы 

равна vx cos х. Приведем еще примеры «неберущихея» интегралов, ко
торые имеют большое значение в приложениях: 

/ е-х2 dx - интеграл Пуассона (теория вероятностей), 

/ ,~Xx - интегральный логарифм (теория чисел), 

9 Конепехт nеКЩtд по высшей M8ТeM8Т1f1Ce. ПолныR курс: 
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J cos х2 dx, J sin х2 dx - интегралы Френеля (физика), 

J Si~X dx, J со;х dx - интегральные синус и косинус, 

J ~ dx - интегральная показательная функция. 

Первообразные от функции е-х2 , cos х2 , -11 и других хорошо из
пх 

учены, для них составлены подробные таблицы значений для различ

ных значений' аргумента х. 


