
Глава IX. Функции НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ 

I Лекции 34-3б I 
Функции одной независимой переменной не охватывают все зави

симости, существующие в природе. Поэтому естественно расширить из

вестное понятие Функциона.льной зависимости и ввести понятие функ

ции нескольких переменных. 

Будем рассматривать функции двух переменных, так как все важ

нейшие факты теории функций нескольких переменных наблюдаются 

уже на функциях двух переменных. Эти факты обобщаются на случай 

большего числа переменных. Кроме того, для функций двух перемен

ных можно дать наглядную геометрическую интерпретацию. 

§ 43. Функции ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 
43.1. Основные понятия 

~ Пусть задано множество D упорядоченных пар чисел (Х; у). Со-
ответствие f, которое каждой паре чисел (Х; у) Е D сопоставляет 

одно и только одно число z Е IR, называется ФУН7Сциеt1 двух nере
.менных, определенной на множестве D со значениями в IR, и записы
вается в виде z = f(xjY) или f : D -t IR. При этом Х и у называются 
незав'Uсu.м'Ы,м'U nере,менн'Ы,ми (аргу,ментами) , а z - зав'Uсu.моi1. nере

MeHHoiJ. (фую>:'Ц'UеiJ.). 
Множество D = пи) называется областью оnределенWI функции. 

Множество значений, принимаемых z в области определения, называ
ется областью 'Uз,мененWI этой функции, обозначается Е(!) или Е. 

Примером функции двух переменных может служить площадь S 
прямоугольника со сторонами, длины которых равны Х и у: S = ХУ. 
Об,11астью определения этой функции является множество {(Х; У) I Х > 
> О, у> О}. 
~ Функцию z = f(x; у), где (Х; у) Е D .---можно понимать (рассматри-

вать) как функцию точки М(х; у) координатной плоскости Оху. 
В частности, областью определения может быть вся плоскость или ее 

часть, ограниченная некоторыми линиями . Линию, ограничивающую 

область, называют границеt1 области. Точки области, не лежащие 

на границе, называются внутренними . Область, состоящая из одних 

внутренних точек, называется Offl7Cpumot1 . Область с присоединенной 
к ней границей называется за.м7Снутоt1, обозначается D. Примером 
замкнутой области является круг с окружностью. 
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Значение функции z = f(x; у) в точке Мо(Хо; Уо) обозначают Zo = 
= f(xfJ; уо) или Zo = f(Mo) и называют 'Частным з'Н.а'Ч.енuем фун'I(;'ЦUU. 

Функция двух независимых переменных допускает геометрическое 

истолкование. Каждой точке Мо(Хо; Уо) области D в системе координат 
Oxyz соответствует точка м(хо; уо; zo), где Zo = f(xo; Уо) - аnnЛU'l(;ата 
точки М. Совокупность всех таких точек представляет собой некота

рую поверхность, которая и будет геометрически изображать данную 

функцию z = f(x; у). 
Например, функция z = -/1- х2 - у2 имеет областью определения 

круг х2 + у2 ::;; 1 и изображается верхней полусферой с центром в точке 
0(0; О; О) и радиусом R = 1 (см. рис. 204). 

Функция двух переменных, как и функция одной переменной, ма

жет быть задана разными способами: таблицей, аналитически, графи

ком. Будем пользоваться, как правило аналитическим способом: когда 

функция задается с помощью формулы. 

у 

о х 

Рис. 204 Рис. 205 

43.2. Предел функции 

Для функции двух (и большего числа) переменных вводится по
нятие предела функции и непрерывности, аналогично случаю функции 

одной переменной. Введем понятие окрестности точки. Множество всех 

точек М(х; у) плоскости, координаты которых удовлетворяют нера

венству -/(х - Хо)2 + (у - Уо)2 < б, называется б-О'l(;рестностъю то'Ч.7СU 
Мо(Хо; Уо). Другими словами, б-окрестность точки МО - это все вну
тренние точки круга с центром МО и радиусом б (см. рис. 205). 
~ Пусть функция z = f(x; у) определена в некоторой окрестности 

точки Мо(Хо; Уо), кроме, быть может, самой этой точки. Число А 
называется пределом фун'lCЦUU z = f(x; у) при х --+ хо и у --+ Уо (или, 
что то же самое, при М(х; у) --+ Мо(Хо; Уо», если для любого € > О 
существует б > О такое, что для всех х =j:. хо и у =j:. уо и удовлетворяю-
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щих неравенству J(x - хо)2 + (у - уо)2 < д выполняется неравенство 
If(x;Y) - AI < (О. Записывают: о 

г-----~----------------------~ 

А = lim f(x; у) или А = lim f(M). 
~~~~ M--tМо 

Из определения следует, что если предел существует, то он не зависит 

от пути, по которому М стремится к МО (число таких направлений 
бесконечно; для функции одной переменной х -+ хо по двум направле-
ниям: справа и слева!) . 

Геометрический смысл предела функции двух переменных состоит 

в следующем. Каково бы ни было число t > О, найдется д-окрестность 
точки Мо(хо; УО), что во всех ее точках М(х; у), отличных от Мо , ап
пликаты соответствующих точек поверхности z = f(x; у) отличаются 
от числа А по модулю меньше, чем на (О. 

х2 _ у2 
Прu.мер 43.1. Найти предел lim 22. 

x--tО Х + у 
y--tО 

Q Решение: Будем приближаться к 0(0; О) по прямой у = kx, где k -
некоторое число. Тогда 

х2 _ у2 х2 _ k2 х2 

lim = lim --n---,;-" 
x--tО х2 + у2 x--tО х2 + k2 y2 
y--tО 

1 - k 2 1 - k 2 

lim --- = ---о 
x--tО 1 + k 2 1 + k 2 

х2 _ у2 
Функция z = "" в точке 0(0; О) предела не имеет, т. к. при разных . x~ + y~ 
значениях k предел функции не одинаков (функция имеет различные 
предельные значения). • 

Предел функции двух переменных обладает свойствами, аналогич

ными свойствам предела функции одной переменной (см. п. 17.3). Это 
означает, что справедливы утверждения: если функции f(M) и g(M) 
определены на множестве D и имеют в точке МО этого множества пре
делы А и В соответственно, то и функции f(M) ± g(M), f(M) . g(M), 

~(~~ (g(M) i:- О) имеют в точке МО пределы, которые соответственно 
равны А ± В, А . В, ~ (В i:- О). 

43.3. Непрерывность функции АВУХ переменных 

~ Функция z = f(x; у) (или f(M» называется н,еnреръюн,О1J в то"'/.-
7I:e Мо(хо; Уо), если она: . 
а) определена в этой точке и некоторой ее окрестности, 

б) имеет предел lim f(M), 
M--tМо 
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в) этот предел равен значению функции z в точке Мо , т. е. 

Нт f(M) = f(Mo) или 
M---tМо 

lim f(x; у) = f(xo; уо). 
x---txo 
y---tуО 

Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, назы

вается непрерЬtвно'i1 в этой области. Точки, в которых непрерывность 

нарушается (не выполняется хотя бы одно из условий непрерывности 

функции в точке), называются тО'Ч.1Са.м.и разрыва этой функции. Точ

ки разрыва z = f(x; у) могут образовывать целые линии разрыва. Так, 
функция z = _2_ имеет линию разрыва у = х. 

у-х 

Можно дать другое, равносильное приведенному выше, определе

ние непрерывности функции z = f(x; у) в точке. Обозначим ~x = х-хо, 
~y = у - Уо, ~z = f(x; у) - f(xo; Уа)· Величины ~x и ~y называются 
приращенuями аргументов х и у, а ~z - ПОЛНЫМ приращением ФУН1С

'Ции f(x; У) в тО'Ч.1Се Мо(хо; уо). 
~ Функция z = f(x; У) называется непрерывной в точке Мо(хо; Уа) Е 

Е D, если выполняется равенство Нт ~z = О, т. е'. полное прира
дх---tО 
д y---t О 

щение функции в этой точке стремится к нулю, когда приращения ее 

аргументов х и У стремятся к нулю. 

Пользуясь определением непрерывности и теоремами о пределах, 

можно доказать, что арифметические операции над непрерывными 

функциями и построение сложной функции из непрерывных функций 

приводит к непрерывным функциям - подобные теоремы имели место 

для функций одной пере мен ной (см. п. 19.4). 

43.4. Свойства функций, непрерывных в ограниченной 
замкнутой области 

Приведем свойства функций, непрерывных в ограниченной замкну

той области (они аналогичны свойствам непрерывных на отрезке функ

ций одной переменной - см. п. 19.5). ПредвариТ€льно уточним понятие 
области. 

~ Областью называется множество точек плоскости, обладающих 

свойствами открытости и связности. 

Свойство от1Срытости: каждая точка принадлежит ей вместе с 

некоторой окрестностью этой точки. 

Сво'i1ство связности: любые две точки области можно соединить 

непрерывной линией, целиком лежащей в этой области. 

~ Точка Na называется гран.u'Ч,н.оU то'Ч,'lCОU области D, если она не 
. принадлежит D, но в любой окрестности ее лежат точки этой обла

сти (см. рис. 206) . Совокупность граничных точек области D называет-
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ся гранuv,еil D. Область D с присоединенной к ней границей называет
ся заМ:lснутоil областью, обозначается 75. Область называется огра-

~< Э :.: .: .:.' / ".' .... ' .... , . 

No 

Рис. 206 

нu'Ченноil, если все ее точки принадлежат некоторо

му кругу радиуса R. В противном случае область на
зывается неогранu'Ченноil. Примером неограничен

ной области может служить множество точек перво

го координатного угла, а примером ограниченной -
б-окрестность точки Мо(Хо; Уо). 

Теорема 43.1. Если функция z = f(N) непрерывна в ограниченной 
замкнутой области, то она в этой области: а) ограничена, т. е. суще

ствует такое число R > О, что для всех точек N в этой области выпол
няется неравенство If(N)1 < R; б) имеет точки, в которых принимает 
наименьшее т и наибольшее М значения ; в) принимает хотя бы в од
ной точке области любое численное значение , заключенное между т 

иМ. 

Теорема дается без доказательства. 

§ 44. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

44.1. Частные ПРОИ3ВОАные первого ПОРЯАка 
и их геометрическое истолкование 

Пусть задана функция z = f(x; у) . Так как х и у - независимые 
переменные, то одна из них может изменяться, а другая сохранять свое 

значение. Дадим независимой пере мен ной х приращение D.x, сохраняя 
значение у неизменным. Тогда z получит приращение, которое назы

вается -ч.асmн:ым. nрuращен.uем. z по х и обозначается D.", z. Итак, 

D.", z = f(x + D.x; у) - f( x; у). 

Аналогично получаем частное приращение z по у : 

D.y z = f(x; у + D.y) - f(x; у). 

Полное приращение D.z функции z определяется равенством 

D.z = f(x + D.x;y + D.y) - f(x ;y). 

Если существует предел 

1
· D.",z _ 1· f(x+D.x;y)-f(х;у) 
1т -- - 1т , 

.6."'-40 D.x .6."'-40 D.x 
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то он называется 'Часm'Н.оi1 nроuзвод'Н.оi1 функции z = f(x; у) в точке 
М(х; у) по переменной х и обозначается,ОДНИМ из символов: 

, 8z , 8! 
Zx, 8x,fx,{)x' 

Частные производные по х в точке Мо(хо; Уо) обычно обозначают сим-

волами f~(xo;Yo), f~1 . 
мо 

Аналогично определяется и обозначается частная производная от 

z = f(x; у) по переменной у: 

z' = lim D..yZ = lim f(x;y+D..Y)-f(х;у). 
у Lly-+O ду Lly-+O ду 

Таким образом, частная производная функции нескольких (двух, трех 
и больше) леременных определяется как производная функции одной 

из этих переменных при условии постоянства значений остальных неза

висимых переменных. Поэтому частные производные функции f(x; у) 
находят по формулам и правилам вычисления производных функции 

одной переменной (при этом соответственно х или у считается посто

янной величиной). 

Прu,м,ер 44.1. Найти частные производные функции 
2 

z = 2у + е" -у + 1. 

а Решение: 

z~ = (2у + е,,2_ у + 1)~ = (2y)~ + (ex2_y)~ + (1)~ = 
2 2, ,,2 ( 2 = 0+ еХ -у. (х - У)х + О = е -У. 2х - О) = 2х· е" -у; 

z~ = 2 + ех2 -у . (-1). • 

Геометрический смысл частных 

ПРОИЗВОАНЫХ функции АВУХ переменных 

Графиком функции z= f(x; у) яв
ляется некоторая поверхность (см. 
п. 12.1). График функции z=f(x;yo) 
есть линия пересечения этой поверх

ности с плоскостью у = Уо. Исходя 

из геометрического смысла про из

водной для функции одной перемен-

ной (см. п. 20.2), заключаем, что 

f~(xo;Yo)=tga, где а - угол ме
ждУ осью Ох и касательной, прове
денной к кривой z = f(x; Уо) в точке 
Мо(хо; Уо; f(xo; Уо)) (см. рис. 207). 

Аналогично, f~(xo; Уо) = tg JJ. 
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44.2. Част.ные произвоДные высших порядков 

Частные производные 8 1~; у) и 8 1 ~~ у) называют 'Частн.u,м,u nро
uзводн.ы.мu первого nор.яд'К:а. Их можно рассматривать как функции от 

(х; у) Е D. Эти функции могут иметь частные производные, которые 
называются 'Чо. стн.u,м,u nроuзводн.ы.мu второго nор.яд'К:а. Они определя

ются и обозначаются следующим образом: 

8 (8Z) 8
2
z "" " 8х 8х = 8х2 = Zxx = 1х2(Х;У); 

8 (8z ) 
8х 8у 

2 ' 

8 Z " "( ) = дудх = Zxy = 1ху х;у ; 

8 (8Z) 
8у 8х 

82 Z " 1" ( ) = дх 8у = Zyx = ух х; у ; 

8 (8z ) 8
2

z " 1" ( ) 8у 8у == 8у2 = Zyy = у2 Х ; У . 

Аналогично определяются частные производные З-го , 4-го и т. д. поряд-

Т 111 8 (82 z) 8 ( 8З z ) 84 Z ( (111)' ков . ак, Zxxy = 8у 8х2' '8х 8х 8у 8х = 8х 8у 8х2 или Zxyx х = 
= Z~i=2) И т. д. 
§ '-iастная производная второго или более высокогО порядка, взя

тая по различныM переменным, называется с,м,ешанноfJ. 'ЧасmноfJ. 

д -'< Т " 83 Z 111 
nроuзво НО·и. Щ<:овыми являются, например, Zxy' 8х8у2' Zxyx' 

Прu,м,ер 44.2. Найти частные производные второго порядка 

функции Z = х4 - 2х2уЗ + у5 + 1. 

а Решени~ Так как Z~ = 4х3 - 4ху3 И Z~ = -6х2у2 + 5у4, то 

z~y = (4х3 
- 4xy3)~ = -12ху2, 

z~x = (_6х2у2 + 5y4)~ = -12ху2 . 
О "" казалось, что Zxy = Zyx' • 

Этот результат не случаен . Имеет место теорема, которую приве

дем без доказательства. 

Теорема 44.1 (Шварц). Если частные производные высшего поряд
ка непрерывны, то смешанные производные одного порядка, отлича

ющиеся лишь порядком дифференцирования , равны между собой . . 

В частности, для z = 1(х; у) имеем : д~2дY = 8~2дx ' 
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44.3. Дифференцируемость и полный дифференциал 
функции 

Пусть функция z = f(x; у) определена в некоторой окрестности 
точки М(х;у). Составим полное приращение функции в точке М: 

дz = f(x + дх; у + ду) - f(x; у). 

~ Функция z = f(x; у) называется дuффере'Нцuруемоii в точке 
М(х; у), если ее полное приращение в этой точке можно предста-

вить в виде 

дz = А· дх + В· ду + 0:. дх + (3. ду, (44.1) 

где о: = о:(дх, ду) -+ О и (3 = (3(дх, ду) -+ о при дх -+ о, ду -+ о. 
Сумма первых двух слагаемых в равенстве (44.1) представляет собой 
главную 'Часть nрuращен'tLЯ. фун'К:'Цuu. 

Главная часть приращение функции z = f(x; у), линейная относи
тельно дх и ду, называется полн'Ы,м дuфферен'Цuало,м этой функции и 

обозначается символом dz: 

dz = А· дх + В . ду. (44.2) 

Выражения А· дх и В· ду называют 'Частн'Ы,мu дuфферен'Цuала.мu. 

Для независимых переменных х и у полагают дх = dx и ду = dy. 
Поэтому равенство (44.2) можно переписать в виде 

dz = А . dx + В . dy. (44.3) 

Теорема 44.2 (неоБХОАимое условие Аифференцируемости 
функции). Если функция z = f(x; у) дифференцируема в точке 

М(х; у), то она непрерывна в этой точке, имеет в ней частные произ

водные az и az причем az = А az = В 
дх ду , дх' ау . 

о Так как функция дифференцируема в точке М, то имеет место 

равенство (44.1). Отсюда вытекает, что lim дz = о. Это означает, 
6x-tО 
6y-tО 

что функция непрерывна в точке М. Положив ду = о, дх f:. о в 

равенстве (44.1), получим: дхz = А . дх + о: . дх. Отсюда находим 

~xz = А+о:. Переходя к пределу при дх -+ о, получим lim ~xz = А, 
ux 6x-tО ux 

т. е. g~ = А. Таким образом, в точке М существует частная производ-
ная f~(x; у) = А. Аналогично доказывается, что в точке М существует 
частная производная f~(x; у) = ~~ = В. • 
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Равенство (44.1) можно записать в виде 
дz дz 

6.z = дх 6.х + ду 6.у + ,,(, (44.4) 

где "( = Q • 6.х + jЗ . 6.у -t О при 6.х -t о, 6.у -t о. 
Отметим, что обратное утверждение не верно, т. е. из непрерывно

сти функции или существования частных производных не следует диф

ференцируемость функции. Так, непрерывная функция z = Jx2 + у2 
не дифференцируема в точке (о; о). 

Как следствие теоремы получаем формулу для вычисления пол

ного дифференциала. Формула (44.3) принимает вид: 

дz дz 
dz = -dx+ -dy (44.5) 

дх ду 

или 

I dz = dxz + dyz, I 
где dxz = g~ dx, dyz = g; dy - частные дифференциалы функции 
z = f(x; у). 

Теорема 44.3 (Аостаточное условие Аифференцируемости 
функции). Если функция z = f(x; у) имеет непрерывные частные 
производные z~ и z~ в точке М(х; У), то она дифференцируема в этой 

точке и ее полный дифференциал выражается формулой (44.5) . 

Примем теорему без доказательства. 

iI Отметим, что для функции У = f(x) одной переменной существо
вание производной г(х) в точке является необходимым и доста

точным условием ее дифференцируемости в этой точке. 

Чтобы функция z = f(x;y) была дифференцируема в точке, не
обходимо, чтобы она имела в ней частные производные, и достаточно, 

чтобы она имела в точке непрерывные частные производные. 

Арифметические свойства и правила исчисления дифференциалов 

функции одной переменноtl: сохраняются и для дифференциалов функ

ции двух (и большего числа) переменных. 

44.4. Применение полного дифференциала 
к приближенным вычислениям 

Из определения дифференциала функции z = f(x; у) следует, что 
при достаточно малых '6.хl и l6.уl имеет место приближенное равенство 

6.z ~ dz. (44 .6) 
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Так как полное приращение Llz = f(x + Llx; У + 6.у) - f(x; у), равен
ство (44.6) можно переписать в следующем виде: 

f(x + Llx; у + 6.у) ~ f(x; у) + f~(x; у)6.х + f~(x; у)6.у. ( 44.7) 

Формулой (44.7) пользуются в приближенных расчетах . 

Прu.мер 44.3. Вычислить приближенно 1,02з ,01 . 

Q Решение: Рассмотрим функцию z=xY. Тогда 1,023,01 = (х+ 6.х)У+6У , 
где х=l, Llx=0,o2, у=З, 6.у=О,Оl. Воспользуемся формулой (44.7), 
предварительно найдя z~ и z~: z~=(хУ)~=у·ху- l, z~=(xY)~=xY · lnx . 
Следовательно, 1 ,023,01 ~ 13 + З· 13-1 ·0,02 + 13 · ln 1 · 0,01, т. е. 1 ,023,01 ~ 
~1,06. 

Для сравнения: используя микрокалькулятор, находим: 

1 ,О2зт ~ 1,061418168. • 

Отметим, что с помощью полного дифференциала можно найти : 

границы абсолютной и относительной погрешностей в приближенных 

вычислениях; приближенное значение полного приращения функции 

и т. д. 

44.5. Дифференциалы высших ПОРЯАКОВ 

Введем понятие дифференциала высшего порядка. Полный диф

ференциал функции (формула (44.5)) называют также дифференциа
лом первого порядка. 

Пусть функция z = f(x; у) имеет непрерывные частные производ
ные второго порядка. Дuффере'Н:цuал второго nор.я.дr;;а определяется по 

формуле J2z = d(dz). Найдем его: 

d
2 
z = d (~= dx + ~: dY) = 

= (az dx + az dY) I . dx + (az dx + az dY) I . dy = 
дх ду х дх ду у 

= (~:~ dx + ~2;x dY) . dx + (~2;y dx + ~:~dY) . dy . 

Отсюда: J2 z = д2 

Z dx2 + 2. д2 

Z dx . dy + д2 
Z dy2. Символически это 

дх2 дхду ду2 
записывается так: 

( д д) 2 -dx+ -dy ·z. 
дх ду 
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Аналогично можно получить формулу для дuффере'Н:цuала третьего 
nор.яд'l(;а: 

(8 8)3 
d3 z = d(d2 z) = 8х dx + 8у dy . z, 

где 

( 
8 8) з 83 82 8 8 82 83 
-dx+ -dy = -dхЗ +З-dх2 ·-dу+З-dх·-dу2+-dу3. 
8х 8у 8х3 8х2 8у 8х 8у2 8у3 

Методом математической индукции можно показать, что 

(
8 8)n 

~ z = 8х dx + 8у dy . z, n Е N. 

Отметим, что полученные формулы справедливы лишь в случае, 

когда переменные х и у функции z = f(x; у) являются независимыми. 

Прuмер 44.4. (Дл.я са.мосто.ятел:ыюго решенuя.) Найти ~ z, если 
z = х3 у2. 

44.6. ПРОИ3ВОАная сложной функции. Полная 
ПРОИ3ВОАная 

Пусть z = f(x; у) - функция двух переменных х и у, каждая из ко

торых является функцией независимой переменной t: х = x(t), У = y(t). 
в этом случае функция z = f(x(t); y(t)) является сложной функцией 
одной независимой переменной t; переменные х и у - nро.межуто'Ч.нuе 

nере.менние. 

Теорема 44.4. Если z = f(x; у) - дифференцируемая в точке 

М(х; у) Е D функция и х = x(t) и у = y(t) - дифференцируемые 
функции независимой переменной t, то производная сложной функ
ции z(t) = f(x(t); y(t)) вычисляется по формуле 

dz 8z dx 8z dy -=_.-+-.-. 
dt 8х dt 8у dt 

( 44.8) 

о Дадим независимой переменной t приращение D..t. Тогда функции 
х = x(t) и У = y(t) получат приращения D..x и D..y соответственно. Они, 
в свою очередь, вызовут приращение D..z функции z. 

Так как по условию функция z = f(x; у) дифференцируема в точке 
М(х; у), то ее полное приращение можно представить в виде 

8z 8z 
D..z = - . D..x + - . D..y + aD..x + fЗD..у, 

8х 8у 
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где а -+ о, {3 -+ о при ~x -+ о, ~y -+ о (см. п. 44.3). Разделим выра
жени.е ~z на ~t и перейдем к пределу при ~t -+ о. Тогда ~x -+ О и 
~y -+ о в силу непрерывности функций х = x(t) и у = y(t) (по условию 
теоремы - они диФФеренцируемые). Получаем: 

. ~z az . ~x az . ~y. . ~x. . ~y 
[1т -=-·[1т -+-·[1т -+ [1т а·lIт -+ [1т {3·[1т -, 
At-tО ~t дх At-tО ~t ду At-tО ~t At-tО At-tО ~t At-tО At-tО ~t 

т. е. 

или 

dz az dx az dy dx dy 
- = _. - + -. - +0· - +0·-
dt дх dt дх dt dt dt ' 

dz az dx az dy 
-=_._+-.-
dt дх dt ду dt . • 

Часm'Н:ы:i1 слу'Ч.аiJ.: z = f(x; у), где у = у(х), т. е. z = f(x; у(х)) -
сложная функция одной независимой переменной х. Этот случай сво

дится к предыдущему, причем роль переменной t играет х . Согласно 

формуле (44.8) имеем: 

dz az dx az dy 
-=-.-+_.-
dx дх dx ду dx 

(44.9) или 
I dz az az dy 
-=-+-.-. 
dx дх ду dx 

Формула (44.9) носит название формулы nол'Н.оiJ. nроuзводноiJ.. 
ОбщuiJ. слу'Ч.аiJ.: z = f(x; у), где х = х(u; v), у = у(u; v). Тогда 

z = f(x(u; v); у(u; v)) - сложная функция независимых переменных 

и и v. Ее частные производные g~ и g~ можно найти, используя фор-

мулу (44.8) следующим образом. Зафиксировав v, заменяем в ней ~:' 
dx CJ:JJ.. az дх QJJ... dt' dt соответствующими частными производными дu' дu' дu · 

az az дх az ду 
-=_._+-.-. 
дu дх дu ду дu 

(44.10) 

Аналогично получаем: az = az . дх + az . QJJ... 
av ах av ду av 

~ Таким образом, производная сложной функции (z) по каждой не-
зависимой переменной (и и v) равна сумме произведений частных 

производных этой функции (z) по ее промежуточным переменным (х 
и у) на их производные по соответствующей независимой переменной 

(и и v). 

Прu.мер 44.5. Найти az и az если z = Iп(х2 + у2), Х = и . v, 
дu av' 

у = 11. 
v 
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а Решение: ~айдем g~ (g~ - самостоятельно), используя формулу 
(44.10): 

az 1 1 1 
- . 2х . v + . 2у . -. 

ди х2 + у2 х2 + у2 V 
У простим правую часть полученного равенства: 

( х . v + J{) = 2 . (uv . v + ~ ) 
v (UV)2+(;)2 V · V 

2v2 и · (v4 + 1) 2 

- u2
(V

4 + 1) v2 , 
и 

• 
44.7. Инвариантность формы полного дифференциала 

Используя правило дифференцирования сложной функции, можно 

показать, что полный дифференциал обладает ceoiJ.cmeoM инвариант
ности: полный дифференциал функции z = f(x;y) сохраняет один и 
тот же вид независимо от того, являются ли аргументы независимыми 

переменными или функциями независимых переменных. 

Q Пусть z = f(x;y), где х и у - независимые переменные. Тогда пол
ный дифференциал (1-го порядка) функции имеет вид 

az az 
dz = - . dx + - . dy 

дх ду 

(формула (44.5». 
Рассмотрим сложную функцию z = f(x;y), где х = x(u;v), у = 

= y(u;v), т. е. функцию z = f(x(u;v);y(u;v» = F(u;v), где и и v -
независимые переменные. Тогда имеем: 

дР дР az az 
dz = - . du + - . dv = - . du + - . dv = 

ди av ди av 

= (az . дх + az . ду) du + (az . дх + az . ду) dv = 
дх ди ду ди дх av ду av 

= az. (дх .du+ дх 'dV) + az (дУ .du+ ду 'dV). 
дх ди av ду ди av 

Выражения в скобках представляют собой полные дифференциалы dx 
и dy функций х = х( и; v) и у = у( и; v) . Следовательно, и в этом случае, 

az az 
dz = - . dx + - . dy. • 

дх ду 
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44.8. Дифференцирование неявнои функции 

Функция z = f(x; у) называется 'Не.яв'Но11 , если она задается урав-
нением 

Р(х; у; z) = О, (44.11) 

неразрешенным относительно z . Найдем частные производные ~ и g~ 
неявной функции z, заданной уравнением (44.11). Для этого, подставив 
в уравнение вместо z функцию f(x;y), получим тождество 

Р(х; у; f(x; у)) = О . 

Частные производные по х и по у функции, тождественно равной нулю, 

также равны нулю: 

д дР дР az 
дхР(х;у;f(х;у)) = дх + az . дх = О (у - считаем постоянным), 

д дР дР az 
ду Р(х; у; f(x; у)) = ду + az . ду = О (х - считаем постоянным), 

откуда az p~ 
= дх - р' 

z 
и (44.12) 

За.ме'Ча'Нu.я . 
а) Уравнение вида (44.11) не всегда определяет одну переменную 

как неявную функцию двух других. Так, уравнение х2 + у2 + Z2 - 4 = О 
определяет функции zl = J 4 - х2 - у2 И Z2 = - J 4 - х2 - у2, опреде
ленные в круге х2 + у2 ~ 4, zз = J 4 - х2 - у2, определенную в полу
круге х2 + у2 ~ 4 при у ~ О и т. д. , а уравнение cos(x + 2у + 3z) - 4 = О 
не определяет никакой функции. 

~ Имеет место теорема существования неявноu фУН'lС'ЦUU двух 
переменных: если функция F(x; у; z) и ее производные F~(x; у; z), 

F~(x; у; z), p~ (х; у; z) определены и непрерывны внекоторой окрест но
сти точки Mo(xo;yo;zo), причем F(xo;yo;zo) = О, а F:(xo;yo;zo) f; О, то 
существует окрестность точки Мо , в которой уравнение (44.11) опреде
ляет единственную функцию z = f(х;у)"непрерывную и дифференци
руемую в окрестности точки (хо; Уо) и такую, что f(xo; уо) = Zo. 

б) Неявная функция у = f(x) одной переменной задается уравне
нием Р(х; у) = О. Можно показать, что в случае, если удовлетворены 
условия существования неявной функции одной переменной (имеется 

теорема, аналогичная вышеуказанной), то производная неявной функ

ции находится по формуле 

y~ = - ~~ (F~ f; О). 
у 

Прuмер 44.6. Найти частные производные функции z, заданной 
уравнением eZ + z - х2у + 1 = О. 
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Q Решение: Здесь Р(х; у; Z) = eZ + Z - х2у + 1, p~ = -2ху, Р; = _х2 , 

p~ = eZ + 1. По формулам (44.12) имеем: g~ = + е;11' g~ = eZx: 1 . 

• 
Прu.мер 44.7. Найти *' если неявная функция у = f(x) задана 

уравнением уЗ + 2у = 2х. 

Q Решение: Здесь Р(х; у) = уЗ + 2у - 2х, p~ = -2, Р; = Зу2 + 2. Сле-
1_ -2 !!:JJ.. _ 2 • 

Довательно, ух - - Зу2 + 2' т. е. dx - Зу2 + 2· 

§ 45. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ 
К IlОВЕРХНОСТИ 

Рассмотрим одно из геометрических приложений частных произ

водных функции двух переменных. Пусть функция Z = f(x;y) диф
ференцируема в точке (ха; Уа) не которой области D Е 1R2 . Рассечем 

поверхность S, изображающую функ-

х 

Рис. 208 

цию Z, плоскостями х = ха и У = Уа 

(см. рис. 208). Плоскость х = ха пе
ресекает поверхность S по некоторой 
линии Za (у), уравнение которой полу
чается подстановкой в выражение ис

ходной функции Z = f(x; У) вместо 
х числа ха. Точка Ма(Ха; Уа; f(xa; Уа)) 
принадлежит кривой Za (У). в силу 
дифференцируемости функции Z в 

точке Ма функция za(Y) также явля
ется дифференцируемой в точке У = 
= Уа. Следовательно, в этой точке в 
плоскостих = Ха к кривой Za (У) мо
жет быть проведена касательная l1. 

Проводя аналогичные рассуждения для сечения У = Уа, построим 
касательную l2 к кривой za(x) в точке х = Ха. Прямые l1 и l2 опре
деляют плоскость а, которая называется r.;асаmелън.оi1 nлосr.;осmъ1О к 

поверхности S в точке Мо . 

Составим ее уравнение. Так как плоскость а проходит через точку 

Мо(Хо; Уо; zo), то ее уравнение может быть записано в виде 

А(х - хо) + В(у - Уо) + C(z - za) = О, 

которое можно переписать так: 

( 45.1) 
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(разделив уравнение на -с и обозначив _Ас = А1 , !!С = В1 ). 
Найдем А1 и В1 • 

Уравнения касательных [1 и l2 имеют вид 

соответственно. 

Z - Za = 1~(xa; Уа) . (У - Уа), х = ха; 

Z - Za = 1~(xa; Уа) . (х - ха), У = Уа 

Касательная II лежит в плоскости а, следовательно, координаты 
всех точек [1 удовлетворяют уравнению (45.1). Этот факт можно запи
сать в виде системы 

{

Z - Za = 1~(xa; Уа)(У - Уа), 
х = ха, 
Z - Za = А1 (х - ха) + В1 (У - Уа). 

Разрешая эту систему относительно В1 , получим, что В1 = 
= 1~(xa; Уа). 

Проводя аналогичные рассуждения для касательной [2, легко уста

новить, что А1 = 1~(xa; Уа). 
Подставив значения А ! и В1 В уравнение (45.1), получаем искомое 

уравнение касательной плоскости: 

I Z - Za = 1~(xa; Уа) . (х - ха) + 1~(xa; Уа) . СУ - Ya)·1 (45.2) 

~ Прямая, проходящая через точку МО и перпендикулярная каса
тельной плоскости, построенной в этой точке поверхности, назы

вается ее нормал.ью. 

Используя условие перпендикулярности прямой и плоскости (см. 
с. 103), легко получить канонические уравнения нормали: 

х - ха 

1~(xa; Уа) 
У - Уа 

1~(xa; Уа) 

Z - Za 
-1 

(45.3) 

Если поверхность S задана уравнением F(x; У; z) = О, то уравнения 
(45.2) и (45.3), с учетом того, что частные производные могут быть 
найдены как производные неявной функции: 

l ' ( ) F~(xa; Уа) 
х ха; Уа = - F' ( . ) , 

z Ха,Уа 

'( ) F;(xa;Ya) 
1 у ха; Уа о:: - F' ( . ) 

z Ха,Уа 

(см. формулы (44.12», примут соответственно вид 

и 

F~(xa; Уа) . (х - ха) + F;(xa; Уа) . (У - Уа) + F~(xa; Уа) . (z - za) = о 

х - ха 

F~ (ха; Уа) 
У - Уа 

F;(xa; Уа) 
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За,м,е'Чанuе. Формулы касательной плоскости и нормали к поверх

ности получены для обыкновенных, т. е. не особых, точек поверхности. 

Точка Мо поверхности называется особо11 , если в этой точке все част

ные производные равны нулю или хотя бы одна из них не существует. 

Такие точки мы не рассматриваем. 

При.мер 45.1. Написать уравнения касательной плоскости и нор
мали к параболоиду вращения z = х2 + у2 В точке Мо (l; -1; 2). 

а Решение: Здесь z~ = f~(x;y) = 2х, f~(x;y) = 2у, f~(l;-l) = 2, 
f~(l; -1) = -2. Пользуясь формулами (45.2) и (45.3) получаем урав
нение касательной плоскости: z - 2 = 2· (х - 1) - 2 . (У + 1) или 

2х - 2у - z - 2 = О и уравнение нормали: х - 1 - lL±.! - z - 2 • 2 - -2 - -1' 

§ 46. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 
46.1. Основные понятия 

Понятие максимума, минимума, экстремума функции двух пере

менных аналогичны соответствующим понятиям функции одной неза

висимой переменной (см. п. 25.4). 
Пусть функция z = f(x; У) определена в некоторой области D, 

точка N(xo;yo) Е D. 
~ Точка (Хо;Уо) называется mо'Ч?Соtt .ма?Сси.му.ма функции z = 

= f(x; У), если существует такая д-окрестность точки (хо; Уо), что 
для каждой точки (Х; У), отличной от (хо; Уо), из этой окрестности вы
полняется неравенство f(x; У) < f(xo; уо). 
~ Аналогично определяется mо'Ч-

?Са .мини.му.ма функции: для 

всех точек (Х; у), отличных от (хо; Уо), 
из д-окрестности точки (хо; Уо) вы
полняется неравенство: f(x; у) > 
> f(xo; уо). 

На рисунке 209: N 1 - точка мак

симума, а N 2 - точка минимума Х 

функции z = f(x; У). 
~ Значение функции в точке мак-

симума (минимума) называется 

z 

n~y-,~:- g 
J~ О, О}: :f(Xj у) :: 

Or-____ ~rl--------71,'----

@2~ ~ у 

Рис. 209 

.ма?Сси.му.мо.м (.мини.му.мо.м) функции. Максимум и минимум функ

ции называют ее э?Ссmре.му.ма.ми. 

liI Отметим, что, в силу определения, точка экстремума функции 

лежит внутри области определения функции; максимум и мини

мум имеют ло'/(;аJl:ьны71 (местный) характер: значение функции в точке 
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(хо; Уо) сравнивается с ее значениями в точках, достаточно близких к 
(хо; Уо). В области D функция может иметь несколько экстремумов или 
не иметь ни одного. 

46.2. Необходимые и достаточные условия экстремума 

Рассмотрим условия существования экстремума функции. 

Теорема 46.1 (неоБХОАимые условия экстремума). Если в точке 
N(xo; Уо) дифференцируемая функция z = f(x; У) имеет экстремум, 
то ее частные производные в этой точке равны нулю: f~(xo;YO) =-0, 
f~(xo;Yo) = О. 

о Зафиксируем одну из переменных. Положим, например, У = Уо. То
гда получим функцию f(x; Уо) = <р(х) одной переменной, которая имеет 
экстремум при х = хо. Следовательно, согласно необходимому условию 
экстремума функции одной переменной (см. п. 25.4), <р'(хо) = О, т. е. 

f~(xo; Уо) = О. 
Аналогично можно показать, что f~(xo; Уо) = О. 

Геометрически равенства f~(xo; Уо) = О и 
f~(xo; Уо) = О означают, что в точке экстрему
ма функции z = f(x; У) касательная плоскость 
к поверхности, изображающей функцию f(x; у), 
параллельна плоскости Оху, Т. к. уравнение ка

сательной плоскости есть z = Zo (см. форму-
лу (45.2)). 

За.ме-чан,uе. Функция может иметь экстремум 

в точках, где хотя бы одна из частных производ

ных не существует. Например, функция z = 1 -
- Jx2 + у2 имеет максимум в точке 0(0; О) (см. 
рис. 210), но не имеет в этой точке частных про-
изводных. 

• 
z 

1 

х 

Рис. 210 

~ Точка, в которой частные производные первого порядка функции 

z = f(x; У) равны нулю, т. е. f~ = О, f~ = О, называется стацио
нарной то'Ч'lCОй функции z. 
~ Стационарные точки и точки, в которых хотя бы одна частная про

изводная не существует, называются 'lCрuтu'Чес'ICU.мu то'Ч'lCа.мu. 

В критических точках функция может иметь экстремум, а может 

и не иметь. Равенство нулю частных производных является необхо-

димым, но не достаточным условием существования экстремума. Рас

смотрим, например, функцию z = ху. Для нее точка 0(0; О) являет
ся критической (в ней z~ = У и z~ = х обращаются в ноль). Однако 

11 Конспект лекций по высшей математике. ПОЛНЫЙ курс 
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экстремума в ней функция z = ху не имеет, т. к . В достаточно малой 

окрестности точки 0(0; О) найдутся точки для которых z > О (точки 1 
и III четвертей) и z < О (точки II и IV четвертей). 

Таким образом , для нахождения экстремумов функции в данной 

области необходимо каждую критическую точку функции подвергнуть 

дополнительному исследованию. 

Теорема 46.2 (Аостаточное условие экстремума). Пусть в стаци

онарной точке (ХО ; Уо) и некоторой ее окрестности функция f(x;y) 
имеет непрерывные частные производные до второго порядка вклю

чительно. Вычислим в точке (хо; Уо) значения А = f~/X(Xo; уо), В = 
= f~/y(XO; уо), С = f~/y(XO; Уо). Обозначим 

А = I ~ ~ I = АС - в2 • 
Тогда: 

1) если А > О, то функция f(x; У) в точке (хо; Уо) имеет экстремум : 
максимум, если А < О; минимум, если А > О; 
2) если А < О, то функция f(x; У) в точке (хо ; Уо) экстремума не имеет. 
В случае А = О экстремум в точке (хо ; Уо) может быть, может не быть. 
Необходимы дополнительные исследования. 

Примем без доказательства. 

Прu.м.ер 46.1. Найти экстремум функции z = 3х2у - х3 _ у4 . 

<) Решение: Здесь Z~ = 6ху - Зх2 , Z~ = зх2 - 4у3 . Точки, В которых 
частные производные не существуют, отсутствуют. 

Найдем стационарные точки, решая систему уравнений: 

{ 6ХУ - зх2 = О , 
зх2 - 4у3 = о. 

Отсюда получаем точки M1 (6; 3) и М2 (0; О). 
Находим частные производные второго порядка данной функции: 

" 6 6 " 6 " 12 2 Z xx = У - х, Zxy = х, Z yy = - У. 

В точке M1 (6 ;3) имеем: А = -18, В = 36, С = -108, отсюда 

АС - в2 = -18· (-108) - 362 = 648, 

т. е. А > о. 
Так как А < О, то в точке М1 функция имеет локальныt! максимум: 

Zmax = z(6; 3) = 3 · 36·3 - 63 - з4 = 324 - 216 - 81 = 27. 
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в точке М2 (0; О): А = О, В = О, С = О и, значит, Д = О. Проведем 
;донолнительное исследование. Значение функции z в точке М2 равно 
нулю: z(O; О) = О. Можно заметить, что z = _у4 < О при х = О, У =/: О; 
z = -х3 > О при х < О, У = О. Значит, в окрестности точки М2 (0; О) 
функция Z принимает как отрицательные, так и положительные зна

чения. Следовательно, в точке М2 функция экстремума не имеет. • 

46.3. Наибольшее и наименьшее значения функции 
в замкнутой области 

Пусть функция z = f(x; у) определена и непрерывна в ограничен
ной замкнутой области П. Тогда она достигает в некоторых точках 
D своего наибольшего М и наименьшего т значений (т. н. глоба.лън:ыil. 
Э7'Осmремум). Эти значения достигаются функцией в точках, располо

женных внутри области П, или в точках, лежащих на границе области. 
Правило н.ахожден:u.я наибольшего и наименьшего значений диф

~ ференцируемой в области D функции z = f(x; у) состоит в следующем: · --• 1. Найти все критические точки функции, принадлежащие D, и 
'jВЫЧИСЛИТЬ знач€ния функции в них; 

· 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции z = f(x; у) 
-на границах области; 

3. Сравнить все найденные значения функции и выбрать из них 
наибольшее М и наименьшее m. 

Прu,м,ер 46.2. Найти наибольшее и наи
меньшее значения функции z = х2у + ху2 + ху 
В замкнутой области, ограниченной линиями: 

'.1 

у 

у = -, х = 1, х = 2, у = -1,5 (см. рис. 211). 
х ____ . __ . с у = ~ 

Q Решение: Здесь z~ = 2ху + у2 + у, z~ = х2 + 
+ 2ху + х. 

1. Находим все критические точки: 

{ У(2Х + у + 1) = О, 
х(х + 2у + 1) = О. 

о 

А Е 

Рис. 211 

Решением системы являются точки (0;0), (-1;0), (О; -1), (-i; -ю· 
Ни одна из найденных точек не принадлежит -области П. 

х 

2. Исследуем функцию z на границе области, состоящей из участ
ков АВ, ве, СЕ и ЕА (рис. 211). 
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На участке АВ: Х = 1, z = у2 + 2у, где у Е [-~; 1], z~ = 2у + 2, 

2у + 2 = О, ; = -1. Значения функции z(-l) = -1, z( -~) = -~, 
z(l) = 3. 

На участке ВС: у = ! z = Х + ! + 1 где Х Е [1' 2] z' = 1 - ...l 
х' х' , , х х,г.) 

1 - ~ = О, Xl = 1, Х2 = -1 ~ [1; 2]. Значения функции z(l) = 3, 
Х 

z(2) = 3,5. 

На участке СЕ: Х = 2, z = 2у2 + 6у, у Е [-~;!], z~ = 4у + 6, 

4у + 6 = О, У = -~: Значения функции z( -~) = -4,5, z(!) = 3,5. 

На участке АЕ: у = -~, z = _3~2 + ~x, х Е [1;2], z~ = -3Х +~, 
-3Х + ~ = О, Х = i ~ [1; 2]. Значения функции z(l) = -~, z(2) = -4,5. 

3. Сравнивая полученные результаты, имеем: 

М = +3,5 '= Z(2;~) = z(C); 

а m = -4,5 = z(2; -~) = z(E). • 


