
Глава х. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 

I Лекции 37-43 I 
§ 47. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЯХ 

47.1. Основные понятия 

~ При решении различных задач математики, физики, химии и дру-

гих наук часто пользуются математическими моделями в виде 

уравнений, связывающих независимую переменную, искомую функцию 

и ее производные. Такие уравнения называются дифференциал'Ьн'Ы

ми (термин принадлежит Г. Лейбницу, 1676 г.). Решениемдифферен
циального уравнения называется функция, которая при подстановке в 

уравнение обращает его в тождество . 

Так, решением уравнения уl = f(x) является функция у = Р(х) -
первообразная для функции f(x). 

Рассмотрим некоторые общие сведения о дифференциальных урав

нениях (ДУ). 

Если искомая (неизвестная) функция зависит от одной перемен

ной, то ДУ называют оБы�сновенн'ыыjj в противном случае - ДУ в 

'Частных nроuзводных. Далее будем рассматривать только обыкновен

ные ДУ. 

Наивысший порядок производной, входящей в ДУ, называется no~ 

ряд1СОМ этого уравнения. 

Например, уравнение ylll - Зу/l + 2у = О - обыкновенное ДУ тре

тьего порядка, а уравнение х2уl + 5ху = у2 - первого порядка; у . z~ = 
= х . z~ - ДУ в частных производных первого порядка. 

Процесс отыскания решения ДУ называется его интегрированием, 

а график решения ДУ - uнтегралъноiJ. 1CPUeoiJ.. 

Рассмотрим некоторые задачи, решение которых приводит к диф

ференциальным уравнениям. 

47.2. ЗаАачи, ПРИВОАящие к Аифференциальным 
уравнениям 

Задача 1 

Материальная точка массы т замедляет свое движение под дей

ствием силы сопротивления среды, пропорциональной квадрату скоро-
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сти V. Найти зависимость скорости от времени. Найти скорость точки 
через 3 с после начала замедления, если V(O) = 100 м/с, а V(l) = 50 м/с. 

а Решение: Примем за независимую переменную время t, отсчитыва
емое от начала замедления движения материальной точки. Тогда ско

рость точки V будет функцией t, т. е. V = V(t). Для нахождения V(t) 
воспользуемся вторым законом Ньютона (основным законом механи
ки): m · а = F, где а = V'(t) - есть ускорение двюкущегося тела, F
результирующая сила, действующая на тело в процессе двюкения. 

В данном случае F = - k V 2 , k > О - коэффициент пропорциональ
ности (знак минус указывает на то, что скорость тела уменьшается). 

Следовательно, функция V = V(t) является решением дифференци-

ального уравнения m· V' = -k . V 2 или V' = _.li. v2 . Здесь т - масса 
т 

тела. 1 
Как будет показано ниже (пример 48.5), V = k ' где с -

m · t+c 
const. Найдя зависимость скорости от времени, легко найти скорость 
точки через 3 с после начала замедления. 

Найдем сначала параметры .li. и с. Согласно условию задачи, име
т 

ем : V(O) = i = 100 и V(l) = .!. ~ с = 50. Отсюда с = 160' ~ = 160 ' 
m 

Следовательно, скорость точки изменяется по закону V = t l~Ol ' По-
этому V(З) = 25 м/с. • 

3аАача 2 

Найти кривую, проходящую через точку (4; 1), зная, что отрезок 
любой касательной к ней, заключенный между осями координат, де

лится в точке касания пополам. 

у 

А 

о в х 

Рис. 212 

а Решение: Пусть М(х; у) - произвольная точка 

кривой, уравнение которой у = f(x). Для опреде
ленности предположим, что кривая расположена в 

первой четверти (см. рис. 212). 
Для составления дифференциального уравне

ния воспользуемся геометрическим смыслом первой 

производной: tg а есть угловой коэффициент каса
тельной; в точке М(х ; у) он равен у', т. е. у' = tga. 

Из рисунка видно, что tg(L-М ВС) = 'iJg. Но 
tg(L-М ВС) = tg(180° - а) = - tg а, 

МС = у. По условию задачи АМ = М В, следовательно, ОС = СВ = х. 
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Таким обnазом, получаем - tga = 11.. или у' = _11.. . Решением по-
. r Х Х 

лученного дифференциального уравнения является функция у = .1 
х 

(гипербола). Решение будет приведено в п. 48.2 (пример 48.4). • 

Другие заАачи 

Можно показать, что : 

• закон изменения массы радия в зависимости от времени «<радио
активный распад») описывается дифференциальным уравнением 

~7 = -k . т, где k > О - коэффициент пропорциональности , 
m(t) - масса радия в момент t; 

• «закон охлаждения тел» , т. е . закон изменения температуры тела 

в зависимости от времени, описывается уравнением ~~ =k(T - to), 

где T(t) - температура тела в момент времени t, k - коэффици

ент пропорциональности, to - температура воздуха (среды охла

ждения); 

• зависимость массы х вещества, вступившего в химическую реак
цию, от времени t во многих случаях описывается уравнением 
~~ = k . х, где k - коэффициент пропорциональности; 

• «закон размножения бактерий» (зависимость массы т бактерий 
от времени t) описывается уравнением m~ = k . т, где k > О; 

• закон изменения давления воздуха в зависимости от высоты над 

уровнем моря описывается уравнением * = -k . р, где p(h) 

атмосферное давление воздуха на высоте h, k > о . 

Уже приведенные примеры указывают на исключительно важную 

роль дифференциальных уравнений при решении самых разнообраз

ных задач. 

§ 48. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА 

48.1. Основные понятия 

Дифференциальное уравнение первого порядка в общем случае 

можно записать в виде 

F(x; у; у') = о. ( 48.1) 
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Уравнение СВЯЗ~IВает независимую переменную х, искомую функцию 

у и ее производНую у'. Если уравнение (48.1) можно разрешить отно
сительно у', то его записывают в виде 

у' = f(x; у) (48.2) 

и называют ДУ первого nоряihcа, разреше'Н:н:ым оm'НосumелмtO nроuз

вод'НоЙ. Мы в основном будем рассматривать эту форму записи ДУ. 

~ Уравнение (48.2) устанавливает связь (зависимость) между коор-
динатами точки (х; у) и угловым коэффициентом у' касательной 

к интегральной кривой, проходящей через эту точку. Следовательно, 

ДУ у' = f(x; у) дает совокупность направлений (поле 'Наnравле'Нui1.) на 
плоскости Оху. Таково геометрическое истолкование ДУ первого по

рядка. 

Кривая, во всех точках которой направление поля одинаково, на

зывается uзо~u'Ноi1.. Изоклинами можно пользоваться для приближен

ного построения интегральных кривых. Уравнение изоклины можно по

лучить, если положить у' = С, т. е. f(x; у) = С. 

Прu.м.ер 48.1. С помощью изоклин начертить вид интегральных 
кривых уравнения у' = 2х. 
Q Решение: Уравнение изоклин этого ДУ у 
будет 2х = С, т. е. изоклинами здесь будут 
прямые, параллельные оси Оу (х = ~). 
в точках прямых проведем отрезки, обра

зующие с осью Ох один и тот же угол а, 

тангенс которого равен с. 

Так, при с = О имеем х = О, tga = О, 
поэтому а = О; 

при с = 1 уравнение изоклины х = !' 
поэтому tg а = 1 и а = 450; 

п'ри с = -1: х = -!, tg а = -1, а 
= -450; Рис. 213 

при с = 2: х = 1, tg а = 2, а = arctg 2 ~ 630 и т. д. 

х 

Построив четыре изоклины и отметив на каждой из них ряд стре

лочек, наклоненных к оси Ох под определенным углом (см. рис. 213), 
по их направлениям строим линии. Они, как видно, представляют со

бой семейство парабол. • 

Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешенное от

носительно производной, можно записать в дuффере'Н'U,uалъ'Ноi1. форме: 

Р(х; у) dx + Q(x; у) dy = О, (48.3) 
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где Р(х; у) и Q(x; у) - известные функции. Уравнение (48.3) удобно 
тем, что переменные х и у в нем равноправны, т. е. любую из них мож

но рассматривать как функцию другой. Отметим, что от одного вида 

записи ДУ можно перейти к другому. 

Интегрирование ДУ в общем случае приводит к бесконечному мно

жеству решений (отличающихся друг от друга постоянными величи
нами). Легко догадаться, что решением уравнения у' = 2х является 

функция у = х2 , а также у = х2 + 1, у = х2 - -12 и вообще у = х2 + с, 
где с - const. 

Чтобы решение ДУ приобрело конкретный смысл, его надо подчи

нить некоторым дополнительным условиям. 

Условие, что при х = Ха функция У должна быть равна заданно
му числу Уа, т. е. у = Уа называется 'На"tаль'Ньt.М условием. Начальное 
условие записывается в виде 

У(Ха) = Уа или ylx=xo = Уа· (48.4) 

~ Общим решением ДУ первого порядка называется функция у = 
= <р(Х; с), содержащая одну произвольную постоянную И удовле

творяющая условиям: 

1. Функция <р(Х; с) является решением ДУ при каждом фиксиро
ванном значении с. 

2. Каково бы ни было начальное условие (48.4), можно найти такое 
значение постоянной с = Со, что функция У = <р(х; Со) удовлетворяет 
данному начальному условию. 

~ Часmн'ЫМ решением ДУ первого порядка называется любая 

функция У = <р(Х; Со), полученная из общего решения у = <р(х; с) 
при конкретном значении постоянной с = Со. 

Если общее решение ДУ найдено в неявном виде, т. е. в виде урав

нения Ф(х; У; с) = О, то такое решение называется общим и'Нтегралом 
ДУ. Уравнение Ф(х; У; Со) = о в этом случае называется "{acт'Нbt.М и'Н
тегралом уравнения. 

С геометрической точки зрения У = <р(Х; с) есть семейство инте-· 
гральных кривых на плоскости Оху; частное решение У = <р(х; Со) -
одна кривая из этого семейства, проходящая через точку (Хо; Уа). 
~ Задача отыскания решения ДУ первого порядка (48.3), удовлетво

ряющего заданному начальному условию (48.4), называется зада
'Чеii Коши. 

Теорема 48.1 (существования и единственности решения заАачи 
Коши). Если в уравнении (48.2) функция f(x; У) и ее частная про
изводная f~(x; У) непрерывны в некоторой области D, содержащей 
точку (хо; Уа), то существует единственное решение У = <р(х) этого 

уравнения, удовлетворяющее начальному условию (48.4). 
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(Без доказательства). 
Геометрический смысл теоремы состоит в том, что при выполнении 

ее условий существует единственная интегральная кривая ДУ, прохо

дящая через точку (хо; уо). 

Рассмотрим теперь методы интегрирования ДУ первого порядка 

определенного типа. 

48.2. Уравнения с раэделяющимися переменными 

Наиболее простым ДУ первого порядка является, уравнение вида 

Р(х) . dx + Q(y) . dy = О. (48.5) 

в нем одно слагаемое зависит только от х, а другое - от у. Иногда 

такие ДУ называют уравнениями с разделе1tн:ым,и nepe,м,eHH'bl.М.и. Про

интегрировав почленно это уравнение, получаем: 

j Р(х) . dx + j Q(y) . dy = С 
- его общий интеграл. 

Прu,м,ер 48.2. Найти общий интеграл уравнения x·dx+y·dy = О. 

а Решение: Данное уравнение есть ДУ с разделенными переменными. 

Поэтому j Х· dx - j у. dy = Сl или 22 - ~ = Cl. Обозначим ~ = Cl. 

Тогда х2 - у2 = С - общий интеграл ДУ. • 

Более общий случай описывают уравнения с разде.л.яющи,м,ися. nе

ре,м,енны"мu, которые имеют вид 

1 Р1 (х) . Ql (у) . dx + Р2 (х) . Q2(y) . dy = 0·1 (48.6) 

Особенность уравнения (48.6) в том, что коэффициенты при dx и 
dy представляют собой произведения двух функций (чисел), одна из 
которых зависит только от х, другая - только от у. 

Уравнение (48.6) легко сводится к уравнению (48.5) путем почлен
ного деления его на Ql(y) . Р2 (х) =1= О. Получаем: 

P1(x) .dx+ Q2(y) .dy=O jP1(x) .dX+jQ2(y) ·dy=c 
Р2 (х) Ql(y) 'Р2 (х) Ql(y) 

- общий интеграл. 

~ За,м,е'Ч,а1t'U.Я. 1. При проведении почленного деления ДУ на Ql (у) Х 
хР2 (х) могут быть потеряны некоторые решения. Поэтому следует 

отдельно решить уравнение Ql (у) . Р2 (х) = О И установить те решения 
.ДУ, которые не могут быть получены из общего решения, - особ'btе 

решения. 
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2. Уравнение У' = Л(Х) . f2(Y) также сводится к уравнению с раз-
. ~ 

де,тrенными переменными. Для этогО достаточно положить у' = dx и 
разделить переменные . 

. З. Уравнение У' = f(ax + Ьу + с), где а, Ь, с - числа, путем заме
ны ах + ьу + с = и сводится к ДУ с разделяющимися переменными. 
Дифференцируя по х, получаем: 

du dy du 
dx = а + Ь· dx' т. е. dx = а + Ь· f(u), 

откуда следует 

du = dx. 
a+b·f(u) 

Интегрируя это уравнение и заменяя и на ах + ьу + с, получим общий 
интеграл исходного уравнения. 

Прu.мер 48.3. Решить уравнение (У + ху) . dx + (х - ху) . dy = О. 

Q Решение: Преобразуем левую часть уравнения: 

у. (1 + х) . dx + х . (1 - У) . dy = О. 
Оно имеет вид (48.6). Делим обе части уравнения на ху ::j:. О: 

1 + х dx + 1 - У dy = О. 
х У 

Решением его является общий интеграл х + ln Ixl + ln lyl - У = с, т. е. 
ln Ixyl + х - У = с. 

Здесь уравнение Ql (у) . Р2 (х) == о имеет вид ху = О. Его решения 
х = О, У = О являются решениями данного ДУ, но не входят в общий 
интеграл. Значит, решения х = О, У = О являются особыми. • 

Пример 48.4. Решить уравнение У' = - '!J.. , удовлетворяющее усло
х 

вию у(4) = 1. 

Q Решение: Этот пример представляет собой решение задачи 2 
из п. 47.2 . d d 

Имеем: !!:1l. = - '!J.. или gj1 = - dx . Проинтегрировав получим: 
dx х ух' 

ln lyl = ln Icl -ln Ixl, 
т. е. У = ~ - общее решение ДУ. 

х 

Оно представляет собой, геометрически, семейство равносторон

них гипербол.·Выделим среди них одну, проходящую через точку (4; 1). 
Подставим х = 4 и у = 1 в общее решение уравнения: 1 = ~. с = 4. 

Получаем: У = 1. - частное решение уравнения У' = - '!J... • 
х х 



Пр'U.мер 48.5. Найти общее решение ДУ т· V' = -k· V 2 • 

а Решение: Этот пример демонстрирует решение задачи 1 из п. 47.2. 
Приведем данное уравнение к виду (48.5): 

dV 2 2 dV k 
т· - = -kV т . dV + kV dt = о, -2 + - dt = О. 
&' V т 

Интегрируем: J ~ + ~ J dt = -с, т. е. -~ + ~ t + с = О. Отсюда 
1 

V = -k--'-' - общее решение уравнения. • 
ffit +с 

48.3. Однородные дифференциальные уравнения 

к уравнению с разделяющимися переменными приводятся одно

родные ДУ первого порядка. 

Е§] Функция f(x; у) называется однородной фунr;;v,ией n-го nор.ядr;;а (из
меренuя), если при умножении каждого ее аргумента на про из

вольный множитель >. вся функция умножится на ).. n, т. е. 

/(>.. х;).. . у) = >.n . f(x; у). 

Например, функция f(x; у) = х2 - 2ху есть однородная функция 
второго порядка, поскольку 

f(>. . х;)..· у) = (>.х)2 - 2(>'х)(>.у) = )..2 . (х2 - 2ху) = )..2 • /(х; у). 

Дифференциальное уравнение 

у' = f(x;y) (48.7) 

Е§] называется oдн.opoд'Н'bL.М, если функция f(x; у) есть однородная 
функция нулевого порядка. 

Покажем, что однородное ДУ (48.7) можно записать в виде 

(48.8) 

о Если f(x; у) - однородная функция нулевого порядка, то, по опре

делению, f(x; у) = f(>'x; >.у). Положив>. = 1, получаем: 
х 

• 
Однородное уравнение (48.8) преобразуется в уравнение с раздел я

ющимися переменными при помощи замены переменной (подстановки) 

I ~ = и I или, что то же самое, I у = U· x·1 (48.9) 
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Действительно, подставив у = их и у' = и'х + и в уравнение (48.8), 

получаем и'х+и = <р(и) или x.~~ = <р(и)-и, т. е. уравнение с разделяю
щимися переменными. Найдя его общее решение (или общий интеграл), 
следует заменить в нем и на '11.. Получим общее решение (интеграл) ис-

х 

ходного уравнения. 

Однородное уравнение часто задается в дифференциальной форме: 

1 P(XiY)' dx + Q(XiY)' dy = 0·1 (48.10) 

ДУ (48.10) будет однородным, если P(XiY) и Q(XiY) - однородные 
функции одинакового порядка. 

d1' p~X' Y~ Переписав уравнение (48.10) в виде dx = - Q Х; у и применив в 

правой части рассмотренное выше преобразование, получим уравнение 

у' = <p(~). 
liI При интегрировании уравнений вида (48.10) нет необходимости 

предварительно приводить их (но можно) к виду (48.8): подста
новка (48.9) сразу преобразует уравнение (48.10) в уравнение с разде
ляющимися переменными. 

Прu.мер 48.6. Найти общий интеграл уравнения 

(х2 - у2 ) • dx + 2ху . dy = О. 

Q Решение: Данное уравнение однородное, т. к. функции Р(х; у) = 
= х2 - у2 И Q(Xi у) = 2ху - однородные функции второго порядка. 

Положим у = и· Х. Тогда dy = Х· du + и . dx. Подставляем в исходное 
уравнение: 

(х2 - и2х2 ) . dx + 2х . их . х . du + 2х . их . и . dx, 

х2 (1 - и2 + 2и2 ) . dx + 2ихЗ 
. du = О, 

(1 + и2 ) . dx + 2их . du = О, 

последнее -::::- уравнение с разделяющимися переменными. Делим пере-
менные dx 2и 

-+--·du=О 
х 1 + и2 

и интегрируем 

lп Ixl + lп(1 + и2 ) = Cl, ln(lxl' (1 + и2 )) = Cl, Ixl(l + и2 ) = eCl
• 

Обозначим С = eCl
, С > О. Тогда 

Ixl . (1 + и2 ) = С. 

Заменяя и на '11., получаем: х2 + у2 = сх - общий интеграл исходного 
х 

уравнения. 
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Отметим, что данное уравнение можно было сначала ·-привести,· .К 
виду (48.8): . 

dy у2 _ х2 

= dx 2ху' 

Затем положить у = и· х, тогда у' = и'х + u и т. д. • 

3ame-ч.а'Н,uе. Уравнение вида у' = f ( ах:;у :/ ), где а , Ь, с, al, 
alx lY Сl 

Ь 1 , Сl - числа, приводится к однородному или с разделяющимися пере
менными . Для этого вводят новые переменные u и v, положив х = и+а, 
у = v+(3, где а и (3 - числа. Их подбирают так, чтобы уравнение стало 
однородным. 

Прu.мер 48.7. Найти общий интеграл уравнения 
(х + 2у + 1) . dx - (2х + у - 1) . dy = О, 

, х + 2у + 1 
т. е. у = 2 l' 

х+у-

Q Решение: Положив х = u + а, у = v + (3, получае~: 
dx = du, dy = dVj 

, dy dv u + а + 2v + 2(3 + 1 u + 2v + (а + 2(3 + 1) 
у = dx du 2u + 2а + v + (3 - 1 = 2и + v + (2а + (3 - 1)' 

Подберем а и (3 так, чтобы 

{а+2fЗ +1=0, 
2а + fЗ - 1 = о. 

Находим, что а = 1, (3 = -1 . Заданное уравнение примет вид 
dv и + 2v 

= du 2и + v 
и будет являться однородным. Его решение получается, как это было 

показано выше, при помощи подстановки v = tu. Заметим, что, решив 
его, следует заменить u и v соответственно на х - 1 и У + 1. В итоге 
получим (у-х+2)3 = с(х+у) - общий интеграл данного уравuения. • 

48.4. Линейные уравнения. Уравнение я. Бернулли 

~ Дифференциальное уравнение первого порядка называется Jl.и
неt:tны.м, если его можно записать в виде 

у' + р(х) . у == g(x), (48.11) 
где р(х) и g(x) - заданные функции, в частности - постоянные. 

Особенность ДУ (48.11): искомая функция у и ее производная у' 
входят в уравнение в первой степени, не перемножаясь между собой. 

Рассмотрим два метода интегрирования ДУ (48.11) - метод 

И. Бернулли и метод Лагранжа. 
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МеТОА И, Бернулли 

Решение уравнения (48.11) ищется в виде произведения двух дру
гих функций, т. е. с помощью подстановки У = и . v, где и = u(х) и 
v = v(x) - неизвестные функции от х, причем одна из них произволь
на (но не равна нулю - действительно любую функцию у(х) можно 
записать как . 

у(х) 
у(х) = v(x) . v(x) = u(х) . v(x), 

где v(x) i:- О). Тогда у' = и' . v + u · v'. Подставляя выражения у и у' в 
уравнение (48.11), получаем: и' . v + U· v' + р(х) . u· v = g(x) или 

и' . v + u· (v' + р(х) . v) = g(x). (48 .12) 
Подберем функцию v = v(x) так, чтобы выраЖение в скобках было 

равно нулю, т. е. решим ДУ v' +p(x) ·v = О . Итак, ~~ +p(x)·v = О, т. е. 

dv = -р(х) . dx. Интегрируя, получаем: 
v 

ln Ivl = - / р(х) . dx + ln IcI-
Ввиду свободы выбора функции v(x), можно принять с = 1. Отсюда 

v = е-'-fр(ж).dж. 

Подставляя найденную функцию v в уравнение (48.12), получаем 
и'· e-fР(Ж)dЖ = g(x). 

Получено уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его: 

du . е- f p(x)·dx = g(x), du = g(x) . е+ f p(x) .dxdx, 
dx 

и = / g(x) . efp(x).dxdx + с. 
Возвращаясь к переменной у, получаем решение 

y=U'v= (/g(х).еfР(Х)'dЖdХ+С) ·e-fР(Ж).dХ 
исходного ДУ (48.11). 

(48.13) 

Пр'U.мер 48.8. Проинтегрировать уравнение у' + 2ху = 2х. 

Q Решение: Полагаем у = U· v. Тогда и' . v + U· v' + 2х· UV = 2х, т. е . 
и' . v + U· (v' + 2xv) = 2х. Сначала решаем уравнение v' + 2х· v = О: 

dv 2 d 1 1 1 2 V = е-ж2 - = - Х· х, n v = -х , 
v 

2 
Теперь решаем уравнение и' . е-Х + u· 0= 2х, т. е. 

du 2 / 2 ' х2 - = 2х . еХ , du = 2х . ех . dx, и = е + с. 
dx 

2 2 
Итак, общее решение данного уравнения есть у = U· V = (еХ + С) . е-Х , 

1 _х2 • 
т. е. у = + с . е . 
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МеТОА Лагранжа (меТОА вариации произвольной постоянной) 

Уравнение (48.11) интегрируется следующим образом. 
Рассмотрим соответствующее уравнение без правой части, т. е. 

уравнение у' + р(х) . у = О. Оно называется лuне1Jны-м однородным ДУ 

первого nоряд'/Са. В этом уравнении переменные делятся: 

dy 1 у = -р(х)· dx и ln lyl = - р(х)· dx + ln ICll. 

Таким образом, I t I = е- J p(X)'dx, т. е. 

Y=±Cle-Jр(х).dх или y=c·e-Jp(x).dx, где с=±сl. 

Метод вариации произвольной постоянной состоит В том, что по

стоянную С В полученном решении заменяем функцией с(х), т. е. пола
гаем с = с(х). Решение уравнения (48.11) ищем в виде 

у = с(х) . е- J р(х) dx. (48.14) 

Находим производную1 : 

у' = с'(х) ехр( -1 р(х) dx) + с(х) ехр ( -1 р(х) dx) . (-р(х)). 
Подставляем значения у и у' в уравнение (48.11): 

с'(х) ехр ( -1 р(х) dx) - с(х)р(х) ехр( -1 р(х) dx) + 

+ с(х)р(х) ехр (-1 р(х) dx) = g(x). 

Второе и третье слагаемые взаимно уничтожаются, и уравнение примет 

вид 

с'(х) ехр ( -1 р(х) dx) = g(x). 
Следовательно, 

dc(x) =g(x)exp(1 p(x)dx) ·dx. 

Интегрируя, находим: 

с(х) = 1 g(x) . ехр (1 р(х) dx) . dx + с. 
Подставляя выражение с(х) в равенство (48.14), получим общее реше
ние ДУ (48.11): 

у= [jg(x).exp(lp(:r;)dx) .dx+c] .exp(-Ip(x)dx). 

Естественно, та же формула была получена методом Бернулли (ер. 

с (48.13)). 

Прu,м,ер 48.9. Решить пример 48.8 методом Лагранжа. 

lдля удобства записи пользуемся обозначением еР(Х) = exp(F(x)). 



а Решение: Решаем уравнение у' + 2ху,:;:::: о. Имеем 1:J!. = -2х· dx, или 
. у 

у = с· е-х2 • Заменяем с на с(х), т. е. реdiение ДУ у' + 2ху = 2х ищем в 
виде у = с(х) . е-х2 • Имеем 

у' = с'(х) . е-х2 + с(х) . е-х2 
• (-2х). 

'Тогда 

с'(х) . е-х2 
- 2хс(х) . е-х2 + 2хс(х) . е-х2 = 2х, 2 

т. е. с'(х)· е-Х = 2х, 
или с(х) = J 2х· ех2 • dx, или с(х) = ех2 + с. Поэтому у = (ех2 + с) . е-х2 ; 

2 
или У = 1 + с . е-Х 

- общее решение данного уравнения. • 

3a.мe"taHue. Уравнение вида (х. Р(у) + Q(y)) . у' = R(y), где Р(у), 
Q(y), R(y) =f. о - заданные функции, можно свести к линейному, если 
х считать функцией, а у - аргументом: х = х(у). Тогда, пользуясь ра-

венством y~ = Х:' получаем х· P(Y~,+ Q(y) = R(y), т. е. х' - ~f~~ '.х = 

= ~~~~ - линейное относительно х уравнение. Его решение ищем в 
виде х = u· v, где и = u(у), v = v(y) - две неизвестные функции. 

I 

Прu,м,ер 48.10. Найти общее решение уравнения (х + у) . у' = 1. 

а Решение: Учитывая, что у' = 1" от исходного уравнения переходцм 
х 

к линейному уравнению х' = х + у. 
Применим подстановку х = u· v. Тогда х' = и' . v + u· v'. Получаем: 

и'· v + u· v' = u· v + у, или и' . v + u(v' - v) = у. 
Находим функцию v: v' - v = о, dv = dy, v = еУ • 

v 
Находим функцию и: и' . еУ + и . О = у, т. е. и' = у . е-У, или 

и = J у. е-У· dy. Интегрируя по частям, находим: и = -у. е-У - е-У + с. 
Значит, общее решение данного уравнения: 

х = u· v = (-у. е-У - е-У + с) . еУ , 

или х = -у - 1 + с . еУ • 

Уравнение я. Бернулли 

Уравнение вида 

y'+p(X)·y=g(X)·Yn, nE~ n=f.O, n=f.1 

• 

(48.15) 

~ называется уравнение,м, Верну.n..n.и. Покажем, что его можно 

привести к линейному. 

Если n = о, то ДУ (48.15) - линейное, а при n = 1 - с разделяю
щимися переменными. 
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В общем случае, разделив уравнение (48.15) на уn ::j:. О, получим: 

у-n . у' + р(х) . y~n+l = g(x). (48.16) 

Обозначим у-n+l = z. Тогда z' = ddz = (1-n) .у-n. у,. Отсюда находим 
, х 

у-n. у' = -1 z . Уравнение (48.16) принимает вид -n 

_1_. z' + р(х). z = g(x). 
1-n 

Последнее уравнение является линейным относительно z. Решение 
его известно. Таким образом, подстановка z = у-n+l сводит уравнение 
(48.15) к линейному. На практике ДУ (48.15) удобнее искать методом 
и. Бернулли в виде у = и· v (не сводЯ его к линейному). 

48.5. Уравнение в полных дифференциалах. 
Интегрирующий множитель 

Уравнение 
Р(х; у) dx + Q(x; у) dy = О (48.17) 

~ называется уравнением в nол'Н'Ых дифференциалах, если его 

левая часть есть полный дифференциал некоторой функции 

и(х; у), т. е. 
Р(х; у) dx + Q(x; у) dy = du(x; у). 

В этом случае ДУ (48.17) можно записать в виде du(x; у) = О, а его 
общий интеграл будет: 

и(х; у) = с. (48.18) 

Приведем условие, по которому можно судить, что выражение 

д. = Р(х; у) dx + Q(x; y}dy 

есть полный дифференциал. 

Теорема 48.2. ДЛЯ ТОГО чтобы выражение д. = Р(х; у) dx+Q(x; у) dy, 

где функции Р(х; у) и Q(x; у) и ИХ частные производные ~; и ~ 
непрерывны в некоторой области D плоскости Оху, было полным 
дифференциалом, необходимо и д6статочно выполнение условия 

дР дQ 
ду - дх· 

(48.19) 
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Необходимость 

а Пусть D. есть полный дифференциал, т. е. 

Р(х; у) dx + Q(x; у) dy = du(x; у). 

Учитывая, что du(x; у) = g~ dx + g~ dy (см. п. 44.3), имеем: 

дu дu 
Р(х ; у) = дх; Q(x;y) = ду· 

Дифференцируя эти равенства по у и по х соответственно, получаем 

дР д2u BQ д2u 
-=--- и -=---
ду дх·ду дх ду·дх· 

д2u д2u А так как смешанные частные производные дх. ду и ду . дх равны 

между собой (см . п. 44.2), получаем (48.19). 
Достаточность 

Пусть в области D выполняется условие (48.19). Покажем, что су
ществует функция u(х; у) в области D такая, что 

du(x ; у) = Р(х; у) dx + Q(x; у) dy . 
, 

Найдем эту функцию. Искомая функция должна удовлетворять требо-

ваниям: дu дu 
дх = Р(х ; у) и ду = Q(x;y). (48.20) 

Если в первом уравнении (48.20) зафиксировать у и проинтегриро-
вать его по х, то получим: 

u(х; у) = J Р(х; у) dx + ср(у). (48.21) 

Здесь произвольная постоянная с = ср(у) зависит от у (либо является 
числом). В решении (48.21) не известна лишь ср(у). Для ее нахождения 
продифференцируем функцию (48.21) по у: 

~~ = (] P(X;Y)dX)~ +ср'(у) . 
Используя второе равенство (48.20}, можно записать : 

Q(x;y) = (] P(X;Y)dX)~ +ср'(у). 
Отсюда 

ср'(у) = Q(x;y) - (] P(x;y)dX» (48.22) 

в равенстве (48.22) левая часть зависит от у. Покажем, что и .правая 
часть равенства зависит только от у. 
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Для этого продифференцируем правую часть по х и убедимся, что 

производная равна нулю. Действительно, 

:х (Q(x;y) - :у (] Р(х;у) dx)) = ~~ - :х (~ (] Р(х;у) dx)) = 

= aQ _ ~(~(Jp(x;Y)dX).) = aQ _ ~(P) = aQ _ дР = О 
дх ду дх дх ду дх ду 

в силу условия (48.19). 
Из равенства (48.22) находим <р(у): 

<р(у) = J(Q(x;y)- ~(Jp(X;Y)dX))dY+C, С- const. 

Подставляя найденное значение для <р(у) в равенство (48.21), находим 
функцию u(х; у) такую, что du(x; у) = Р(х; у) dx + Q(x; у) dy. • 

~ Таким образом, при решении ДУ вида (48.17) сначала проверяем 
выполнение условия (48.19). Затем, используя равенства (48.20), 

находим функцию u(х; у). Решение записываем в виде (48.18). 

5 - 2x~ Прu.мер 48.11. Решить уравнение у' = З 2· 
У +х 

Q Решение: Запишем уравнение в дифференциальной форме: 

(2ху - 5) dx + (Зу2 + х2 ) dy = о. 

Здесь Р(х; у) = 2ху - 5, Q(x; у) = Зу2 + х2 . Проверяем выполнение 
условия (48.19): 

дР 
-=2х; 
ду 

aQ 
-=2х; 
дх 

дР 

ду 

aQ 
дх· 

Следовательно, данное уравнение есть уравнение в полных дифферен

циалах. Условия (48.20) будут здесь выглядеть как 

дu дu 2 2 
дх = 2ху - 5, ду = Зу + х . 

Отсюда имеем 

Далее 

u(х; у) = J (2ху - 5) dx = х2у - 5х + <р(у); 

~~ = (х2у - 5х + <p(y))~ = х2 + <р'(у). 

Зу2 + х2 = х2 + <р'(у), <р'(у) = Зу2, 

<р(у) = уЗ + Cl, u(х; у) = х2у - 5х + уЗ + Cl. 

Общим интегралом является х2у-5Х+УЗ+ С1 = С2, или x2y-5х+уЗ = С, 
где С = Cz - Cl. • 
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I Если условие (48.19) не выполняется, то ДУ (48.17) не является 
уравнением в полных дифференциалах. 

Однако это уравнение иногда можно привести к уравнению в пол

ных дифференциалах умножением его на некоторую функцию t(X; у), 
называемую интегрирующим ,множ;ителе.м.. 

Чтобы уравнение t(x; у) . Р(х; у) dx + t(x; у) . Q(x; у) dy = О было 
уравнением в полных дифференциалах, должно выполняться условие 

д д 
ду (t(x; у) . Р(х; у)) = дх (t(x; у) . Q(x; у)). 

Выполнив дифференцирование Ш . Р + ддР . t = Ш· Q + aQ . t и приведя 
, иу у их ах 

подобные слагаемые, получим 

at .р_ at .Q=t(aQ _ дР). 
ду дх дх ду 

(48.23) 

для нахождения t(x; у) надо проин'Гегрировать полученное ДУ в 
частных прЬизводных. Решение этой задачи не простое. Нахождение 

интегрирующего множителя может быть упрощено, если допустить су

ществование t как функции только одного аргумента х либо только у. 
Пусть, например, t = t(x). Тогда уравнение (48.23) принимает вид 

дР _~ 

или dt = ду дх. dx. 
Q 

_ dt . Q = t . (aQ _ дР), 
dx дх ду t 

Отсюда ( дР _ ~ ) 

t(x) = ехр 1 ду Q дх dx . (48.24) 

дР _~ 

П ду дх . ри этом выражение Q должно зависеть только от х. 

Аналогично получаем, что если t = t(y) (t не зависит от х), то 

дQ дР 

t(y) = ех,р (1 ах ; ау dY), 

а подынтегральное выражение должно зависеть только от у . 

Прuмер 48.12. Решить уравнение (х2 - у) . dx + (х2у2 + х) . dy = о. 

г\. дР _ . ШJ _ 2 дР qQ О 
'J Решение: Здесь ду - -1, дх - 2ху + 1, т. е. ду :1 дх· днако 

-2 
х 

зависит только от х. 
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Следовательно, уравнение имеет интегрирующий множитель, за

висящий только от х, выражение которого может быть получено при 

помощи формулы (48.24). В нашем случае получим, что 

t(x) = ехр( - J ~dx) = exp(-21nlxl) = :2 ' 
Умножая исходное уравнение на t = ~, получаем : 

х 

(1- :2)dx + (у2 + ~)dY = О, 
т. е. ypaBHeHl;ie в полных дифференциалах! Решив его, найдем, что об
щий интеграл заданного уравнения имеет вид 

у уЗ 
х+ - + - = с. • 

х 3 

48.6. Уравнения Лагранжа и Клеро 

Рассмотрим дифференциальные уравнения, неразрешенные отно

сительно производной . К ним, В частности, относятся уравнения Ла

гранжа и Клеро. 

Уравнение Лагранжа 

Уравнение вида 
у = х . ер(у') + 'Ф(у') , (48.25) 

~ где ер и 'I/J - известные функции от у' = ~, называется уравне
нием Лагран-;нса. 

Введем вспомогательный параметр, положив у' = р. Тогда уравне

ние (48.25) примет вид 

у = х . ер(р) + 'Ф(р). (48.26) 

Дифференцируя по х, получим : 

dy ( ) '(р) dp '(р) dp dx =ср.р +х · ер . dx +'I/J . dx' 

т. е. р - ер(р) = (х· ер'(р) + 'Ф'(р)) . *' или 
(р - ер(р)) . ~; - х . ер'(р) = 'Ф'(р) . (48.27) 

Уравнение (48.27) есть линейное уравнение относительно неизвестной 
функции х = х(р). Решив его, найдем: 

х = Л(Рi с). (48.28) 
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Исключая параметр р из уравнений (48.26) и (48.28) , получаем общий 
интегралуравнения (48.25) в виде у = ,(х ; с). 

Отметим, что, переходя к уравнению (48.27), мы делили на !!1!.dd • 
d х 

При этом могли быть потеряны решения, для которых * = О, т. е. 

р = Ро = const . Это значение ро является корнем уравнения р - 'Р(Р) = О 
(см . (48.27» . 

Решение у = Х''Р(Ро)+ф(Ро) является особы-мдля уравнения (48.25) 
(см. понятие особого решения в п. 48.2). 

Уравнение Клеро 

Рассмотрим частный случай уравнения Лаграюка при 'Р(у') == у'. 
Уравнение (48.25) принимает вид 

I у = х . у' + ф(у') I (48.29) 

~ и называется уравнение.м. К.л,еро. 

Положив у' = р, получаем: 
у = хр + ф(р). (48.30) 

Дифференцируя по х, имеем: 

р=р+х . dp +ф'(р) . d
p

, или (х+ф'(р»· ddP
x 

=0. 
dx dx 

Если * = О, то р = С. Поэтому, с учетом (48.30), ДУ (48.29) имеет 
общее решение 

у = хс + ф(с). (48.31) 

Если х + ф'(Р) = О, то получаем частное решение уравнения в 

параметрической форме: 

х = -ф'(р), у = хр + ф(р). (48.32) 

Это решение - особое решение уравнения Клеро: оно не содержится в 

формуле общего решения уравнения. 

При.м.ер 48.13. Решить уравнение Клеро у = ху' + у,2. 

Q Решение: Общее решение, согласно формуле (48.31) , имеет ВИД у = 
= сх + с2 . Особое решение уравнения получаем согласно формулам 

_ _ 2 . _ х2 х2 (48.32) ~ виде х - -2р, У - хр+ р . Отсюда следует . у - - 2 + 4' т. е. 
y=-~. • 
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§ 49. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ 
ПОРЯДКОВ 

49.1. Основные понятия 

Дифференциальные уравнения порядка выше первого называются 

ДУ высших nор.я.д'К:ов. ДУ второго порядка в общем случае записыва-

ется в виде 

F(x; у; у'; у") = о (49.1) 

или, если это возможно, в виде, разреше'Н:/1,О.м относителыt.O старшеi1 

nроизводноi1: 
у" = f(x;y;y'). (49.2) 

Будем в основном рассматривать уравнение вида (49.2): от него 
всегда можно перейти к (49.1). 
~ Решение,м ДУ (49.2) называется всякая функция у = 'Р(Х), кото

рая при подстановке в уравнение обращает его в тождество. 

~ Общи,м решение,м ДУ (49.2) называется функция у = 'Р(Х; Сl; С2), 
где Cl и С2 - не зависящие от х произвольные постоянные, удовле

творяющая условиям: 

1. 'Р(Х; Cl; С2) является решением ДУ дЛЯ каждого фиксированного 

значения Сl и С2. 

2. Каковы бы ни были начальные условия 

yl = Уа, 
х=хо 

'1 ' у = уа, 
х==хо 

(49.3) 

существуют единственные значения постоянных Сl = c~ И С2 = cg такие, 
что функция у = 'Р(Х; c~; cg) является решением уравнения (49.2) и 
удовлетворяет начальным условиям (49.3). 
~ Всякое решение у ~ 'Р(Х; c~; cg) уравнения (49.2), получающееся из 

общего решения у = 'Р(Х; Сl; С2) при конкретных значениях посто

янных Cl = C~, С2 = cg, называется часmны.м решение,м. 
Решения ДУ (49.2), записанные в виде 

Ф(Х; у; Cl; С2) = о, Ф(Х; у; c~; c~) = О, 

называются общи.м и 'Частным интегралом соответственно. 

График всякого решения ДУ второго порядка называется инте

гральноi1 'К:ривоЙ. Общее решение ДУ (49.2) представляет собой мно
жество интегральных кривых; частное решение - одна интегральная 

кривая этого множества, проходящая через точку (Ха; Уа) и имеющая в 
ней касательную с заданным угловым коэффИL(иентом у'(ха) = у'. 

Переписав ДУ (49.1) в виде 

" F(x·y·y'· у . (1 +у'2)3/2) = О 
, , '( '2)3/2 ' l+у 



видим, что ДУ -второго порядка устанавливает связь между координа
тами точки (х; у) интегральной кривой, угловым коэффициентом k = у' 

у" 
касательной к ней и кривизной К = 2 3/2 В точке (х; у). В этом 

(1 + у' ) 
состоит геометрическое истолкование ДУ второго порядка. 

Как и в случае уравнения первого порядка, задача нахождения 

решения ДУ (49.2), удовлетворяющего заданным начальным услови
ям (49.3), называется зада'tеu Коши. 

Теорема 49.1 (существования и ~инственности задачи Коши). 
Если в уравнении (49.2) функция f(x ; у ; у') и ее частные производные 
f~ и f~, непрерывны в некоторой области D изменения переменных 
х, у и у', то для всякой точки (XO ; Yo ; y~) Е D существует единствен
ное решение у = <р(х) уравнения (49 .2), удовлетворяющее начальным 
условиям (49.3). 

Примем теорему без доказательства. 

Аналогичные понятия и определения имеют место дЛЯ ДУ n-20 

nор.ядr;,а, которое в общем виде записывается ка 

Р(х·у·у'·у"· .у(n») - О , , " " 0' - , 

или 

у(n) = f(x ;y;y';y"; . . . ;y<n-l}) = О, ( 49.4) 

если его можно разрешить относительно старшей производной. 

Начальные условия дЛЯ ДУ (49.4) имеют вид 

1 - '1 -' "1 -" (n-l}1 - (n-l) у - Уо, У - Уо, У - уа, ... , у - уа . 
х=хо х=жQ х=хо х=жо 

(49.5) 

Общее решение ДУ n-го порядка является функцией вида 

содержащей n произвольных, не зависящих от х постоянных. 
Решение ДУ (49.4), получающееся из общего решения при конкрет

ных значениях постоянных Сl = С?, С2 = cg, ... , сп = c~, называется 
'tacтHblM решением. 

3aOa'ta Коши дЛЯ ДУ n-го порядка: найти решение ДУ (49.4), удо
влетворяющее начальным условиям (49.5). 

Проинтегрировать (решить) ДУ n-го порядка означает следующее: 

найти его общее или частное решение (интеграл) в зависимости от того, 

заданы начальные условия или нет. 

Задача нахождения решения ДУ n-го порядка сложнее , чем перво

го. Поэтому рассмотрим лишь отдельные виды ДУ высших порядков. 
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49.2. Уравнения, допускающие понижение порядка 

Одним из методов интегрирования ДУ высших порядков является 
.метод nо'Н'Uж;е'Нu.я nор.я.rл.а. Суть метода состоит в том, что с помощью 

замены переменной (подстановки) данное ДУ сводится к уравнению, 
порядок которого ниже. 

Рассмотрим три типа уравнений, допускающих понижение по

рядка. 

1. Пусть дано уравнение 

I у" = J(x)·1 (49.6) 

Порядок можно понизить, введя новую функцию р(х), положив у' = 
= р(х) . Тогда у" = р'(х) и получаем ДУ первого порядка: р' = f(x). 
Решив его, т. е. найдя функцию р = р(х), решим уравнение у' = р(х). 
Получим общее решение заданного уравнения (49.6). 

На практике поступают иначе: порядок понижается непосредствен

но путем последовательного интегрирования уравнения. 

d' Так как у" = (у')' = 7fx, уравнение (49.6) можно записать в ви-

де dy' = f(x) dx. Тогда, интегрируя уравнение у" = f(x), получаем: 

у' = J f(x) dx, или у' = <Рl (х) +Сl· Далее, интегрируя полученное урав-

ненце по х , находим: у = J (<fJl (х) + Cl) dx, т. е. 'f = <Р2(Х) + CIX + С2 -

общее решение данного уравнения. 

Если дано уравнение 

у(n) = f(x), 

то, проинтегрировав его последовательно n раз, найдем общее решение 
n-l n-2 

уравнения: у = <рn(х) + Cl . (: _ 1)! + С2 . (: _ 2)! + ... + Сп· 

Прu.мер 49.1. Решить уравнение yIV = sin 2х. 

<) Решение : Последовательно интегрируя четыре раза данное уравне
ние, получим 

ylll = J sin 2х dx = - ~ cos 2х + Сl , 

" J 1 J 1 . У = - 2 cos 2х dx + Сl dx = - 4" sш 2х + Сl Х + С2, 

1 х2 

у' = 8" cos 2х + Сl 2" + С2Х + Сз, 

1 хЗ х2 

У =;= 16 sin 2х + Сl "6 + С22" + Сз х + С4 · • 
346 



П. Пусть дано уравнение 

I у" ::::: f(x; у'), I (49.7) 

'Не содержащее .яВ'НО uCX:OMoi1 фУ'НХ:v,uu у. 
Обозначим у' ::::: р, где р ::::: р(х) - новая неизвестная функция. 

Тогда у" ::::: р' И уравнение (49.7) принимает вид р' ::::: f(x;p). Пусть 
р::::: чJ(Х; Cl) - общее решение полученного ДУ первого порядка. Заме

няя функцию р на у', получаем ДУ: у'::::: tp(X;CJ). Оно имеет вид (49.6). 
Для отыскания у достаточно про интегрировать последнее уравнение. 

Общее решение уравнения (49.7) будет иметь вид у::::: J чJ(Х; Cl) dx + С2· 
Частным случаем уравнения (49.7) является уравнение 

I у" ::::: f(y'), I (49.8) 

не содержащее также инезависимую переменную х. Оно интегрируется 

тем же способом: у' ::::: р(х), у" ::::: р' ::::: *. Получаем уравнениер' ::::: f(P) 
С разделяющимися переменными. " 

Если задано уравнение вида 

I Р(х; y(k); y(k+l); ... ; у(n)) = О, I (49.9) 

которое также не содержит явно искомой функции, то его порядок мож

но понизить на k единиц, положив y(k) ::::: р(х) . Тогда y(k+l) ::::: р'; ... ; 
у(n) ::::: p(n-k) и уравнение (49.9) примет вид Р(х;р;р'; ... ;p(n-k)) ::::: О. 

Частным случаем уравнения (49.9) является уравнение 

Р(х; y(n-l); у(n)) ::::: О, 

или 

I у(n) ::::: f(x; y(n-l)).1 

С помощью замены y(n-l) ::::: р(х), у(n) ::::: р' это уравнение сводится к 
ДУ первого порядка. 

, 
Прu.мер 49.2. Решить уравнение у" - '!L ::::: О. 

х 

Q Решение: Полагаем у' ::::: р, где р = р(х), у" ::::: р'. 
Тогда р' - Р.. ::::: О . Это уравнение с разделяющимися переменны

х 

ми: !!E.d
d ::::: Р.., !!:Е ::::: dx . Интегрируя, получим ln 'Рl ::::: ln 'хl + ln IC11, 
х х р х 

ln 'Рl ::::: ln /clxl, р ::::: CIX. Возвращаясь к исходной переменной, получим 
2 . 

у' ::::: Сl Х, У ::::: Cl ~ + С2 - общее решение уравнения. • 
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IП. Рассмотрим уравнение 

I у" = j(y; у'), I (49.10) 

которое 'Не содеР:Ж;'/J,m явно 'Незав'/J,С'/J,.моi1 nepeMeHHoi1 х. 
Для понюкения порядка уравнения введем новую функцию р = 

= р(у), зависящую от переменной у, полагая у' = р. Дифференцируем 
это равенство по х, учитывая, что р = р(у(х»: 

" d(y') dp(y) dp(y) dy dp(y) 
у =~=~=dY·dX=dY · P, 

т. е. у" =p . ~. Теперь уравнение (49.10) запишется в виде p . ~ =Лу;р) . 
Пусть р = ер(у; Cl) является общим решением этого ДУ первого поряд

ка. Заменяя функцию р(у) на у', получаем у' = ер(у; С}) - ДУ с раз

деляющимися переменными. Интегрируя его, находим общий интеграл 

уравнения (49.10): 

J dy 

( ) 
= х + С2. 

ер у; Cl 

Частным случаем уравнения (49.10) является ДУ 

I у" = j(y)·1 

Такое уравнение решается при помощи аналогичной подстановки: у' = 
= р(у), у" = р . ~. 

Так же поступаем при решении уравнения Р(у; у'; у"; . . . ; у(n» = о. 
Его порядок можно понизить на единицу, положив у' = р, где р = р(у). 
По правилу дифференцирования сложной функции находим у" = P~ . 

- Затем найдем ylll = А.(р . р') = А.(р. р') .1:JJ.. = р((р')2 + р. р" ) и т. д. dx 11 dy 11 dx 11 1111 

3a.мe'taH'/J,e . Уравнение (49.8) также можно решать, применяя под
становку у' = р, где р = р(у). 

Прuмер 49.3. Найти частное решение уравнения 

у" - (у')2 + у'(у _ 1) = О, 
удовлетворяющее начальным условиям: у(О) = 2, у'(О) = 2. 

<) Решение: Уравнение имеет вид (49.10). Положив у' = р(у), у" = 

= p.~, получаем: 
dp 2 

р. - - р + р(у -1) = о. 
dy 
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Так как р :j:. о (иначе уl ::::; О, что ПРОТИ,воречит начальному условию 
d уl = 2), тo·~ -р+у-1 = О - получили линейное ДУ первого порядка. 

Проведем решение полученного линейного ДУ методом Бернулли 

(п. 48.4). Полагаем р = и . v. Имеем: u1v + uvl - uv + у - 1 = О, или 

u1v + u(vl - v) = 1 - у. 

Подберем фуiIкцию v так, чтобы vl - v = О. Тогда dv = dy, v = еУ . 
v 

Получаем: 

ul . еУ + U· О = 1 - у, т. е. du = (1 - у) . е-У dy. 

Интегрируя это равенство, находим, что и = -(1 - у) . е-У + е-У + С]. 
Следовательно, 

p=uv=((-l+у)е-У +е-У +с])·е+У , или р=с]еУ+у. 

Заменяя р на yl, получаем: у' = С] . еУ + у. Подставляя уl = 2 и у = 2 в 
это равенство, находим Cl: 

2 = С] е2 + 2, С] = О. 
Имеем уl = у. Отсюда у = С2еХ. Находим С2 из начальных условий: 
2 = С2еО, С2 = 2. Таким образом, у = 2еХ - частное решение данно
гоДУ • 

49.3. Линейные дифференциальные уравнения высших 
ПОРЯДКОВ 

Основные понятия 

Многие задачи математики, механики, электротехники и других 

технических наук приводят к линейным дифференциальным уравне

ниям. 

Уравнение вида 

ьо(х)у(n) + b1(x)y(n-]) + ... + Ьn(Х)У = g(X), (49.11) 

~ где Ьо(х) :j:. О, b1(x), ... ,bn(x),g(x) - заданные функции (от х), 
называется лuнеii:ни.м ДУ n-го nор.ядnа. 

Оно содержит искомую функцию у и все ее производные лишь в 

первой степени. Функции Ьо(х), Ь] (х), ... , ьn(х) называются 7Соэфф'U:цu
е'Н,mамu уравнения (49.11), а функция g(x) - его свобод'Н,'Ым 'Чле'Н,ом. 

~ Если свободный член g(x) == О, то уравнение (49.i1) называется 
лuнеii.ни.м одиородии.м уравнением; если g(x) :j:. О, то уравне

ние (49.11) называется иеодиороди'bl.М. 
Разделив уравнение (49.11) на Ьо(х) :j:. О и обозначив 

Ь](х) ьn(х) g(x) 
Ьо(х) = а] (х), ... , Ьо(х) = аn(х), Ьо(х) = f(x), 
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запишем уравнение (49.11) в виде nрuведенн,ого: 

I у(n) + аl(х)у(n-l) + а2(х)у(n-2) + ... + аn(х)у = j(x).1 (49.12) 

Далее будем рассматривать линейные ДУ вида (49.12) и считать, 
что коэффициенты и свободный член уравнения (49.12) являются не
прерыiныыии функциями (на некотором интервале (а; Ь)). При этих ус
ловиях сщ>аведлива теорема существования и единственности решения 

ДУ (49.12) (см. теорему 49.1). 

49.4. Линейные однородные ДУ второго порядка 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение 

(ЛОДУ) второго порядка: 

I У" + аl (Х)У' + а2(Х)У = 01 (49.13) 

и установим некоторые свойства его решений. 

Теорема 49.2. Если функции Уl = Уl(Х) и У2 = У2(Х) являются 
частными 'решениями уравнения (49.13). то решением этого уравне
ния является также функция 

(49.14) 

где Сl и С2 - произвольные постоянные. 

о Подставим функцию У = Сl Уl + С2У2 И ее производные в левую часть 
ЛОДУ (49.13). Получаем: 

(СIУl + С2У2)" + аl(Х) . (СIУl + С2У2)' + а2(Х)' (СIУl + С2У2) = 
" = CIY~ +C2Y~ +аl(Х)' (CIY~ +C2Y~) +а2(Х)' (СIУl +С2У2) = 

= Сl (y~' + аl (х) . y~ + а2(Х) . У) + C2(Y~ + аl (x)y~ + а2(Х)У2) = 
= Сl . О + С2 . О = О, 

так как функции Уl и У2 - решения уравнения (49.13) и, значит, вы
ражения в скобках тождественно равны нулю. 

Таким образом, функция У = СIУl + С2У2 также является решением 
уравнения (49.13). • 

Из теоремы 49.2, как следствие, вытекает, что если Уl и У2 -
решения уравнения (49.13), то решениями его будут также функции 
У = Уl + У2 И У = С . У! . 

Функция (49.14) содержит две произвольные постоянные и явля
ется решением уравнения (49.13). Может ли она являться общим ре
шением уравнения (49.13)? 
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ДЛя ответа на вопрос введем понятие линейной зависимости и ли

нейной независимости функций. 

~ Функции Уl = Yl(X) и У2 = У2(Х) называются Jtuиеtlио иезавuсu
мими на интервале (а; Ь), если равенство 

(}:lYl + (}:2У2 = о, (49.15) 
где (}:l, (}:2 Е IR, выполняется тогда и только тогда, когда (}:l = (}:2 = о. 
~ Если хотя бы одно из чисел (}:l или (}:2 отлично от нуля и выполня

ется равенство (49.15), то функции Уl И У2 называются Jtuиеtlио 
завuсuмимu на (а; Ь). 

Очевидно, что функции Уl И У2 линейно зависимы тогда и только 
тогда, когда они пропорциональны, т. е. для всех Х Е (а; Ь) выполняется 

равенство 1I.l. = Л, или Уl = ЛУ2, Л = const. 
У2 

Например, функции Уl = 3еХ и У2 = еХ линейно зависимы: 1I.l. = 
У2 

= 3 = constj функции Уl и Уз = е2Х - линейно независимы: 1I.l.y
1 = ~ = 
2 е 

= 3е-Х f:. constj функции У4 = sin Х и У5 = cos Х являются линейно 
независимыми: равенство (}:l sin Х + (}:2 cos Х = О выполняется для всех 
·Х Е IR лишь при (}:l = (}:2 = О (или '!ii = tgx f:. const). 

У5 
Средством изучения линейной зависимости системы функций яв-

ляется так называемый оnреде.л:ител'Ь Вронс'/Сого или вронс'/Сиан 

(ю. Вронский ~ польский математик), 

Для двух дифференцируемых функций Уl = Yl(X) и У2 = У2(Х) 
вронскиан имеет вид 

W(X) = 1 Y~ 
Уl 

Имеют место следующие теоремы. 

Теорема 49.3. Если дифференцируемые функции Уl (Х) И У2 (Х) ли
нейно зависимы на (а; Ь), то определитель Вронского на этом интер
вале тождественно равен нулю. 

о Так как функции Уl и У2 линейно зависимы, то в равенстве (49.15) 
значение (}:l или (}:2 отлично от нуля. Пусть (}:l f:. о, тогда Уl = -Q2.Y2; 

(}:l 
поэтому для любого Х Е (а; Ь) 

W( ) -1- ~Y2 У21_ о Х- Q2.1 1-· 
- "'1 У2 У2 

Теорема 49.4. Если функции Уl (Х) И У2 (Х) - линейно независимые 
решения уравнения (49.13) на (а; Ь), то определитель Вронского на 

этом интервале нигде не обращается в нуль. 
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Доказательство теоремы опустим. 

ИЗ теорем . 49.3 и 49.4 следует, что вро'Нсr;;иа'Н 'Не раве'Н 'Нулю 'Ни в 
од'Ной то'Чх:е и'Нтервала (а; Ь) тогда и тольr;;о тогда, r;;огда 'Част'Ные 
реше'Ния ли'Ней'Но 'Независи.м.ы. 

~ Совокупность любых двух линейно независимых на интервале 

(а; Ь) частных решений Уl (х) и У2(Х) ЛОДУ второго порядка опре
деляет фундаментальную систему решениii этого уравнения: 

любое произвольное решение может быть получено как комбинация 

у = a:lYl(X) + а:2У2(Х)' 

Пример 49.4. Частные решения Уl = sin Х и У2 = cos Х, Уз = 2 sin Х 
и У4 = 5 cosx (их бесчисленное множество!) уравнения У" + У = О 
образуют фундаментальную систему решений; решения же У5 = О И 

У6 = cos Х - не образуют. 

Теперь можно сказать, при каких условиях функция (49.14) будет 
общим решением урав~ения (49.13). 

Теорема 49.5 (структура о"бщего решения ЛОДУ второго поряд
ка). Если два частных решения Уl = Yl(X) и У2 = У2(Х) ЛОДУ (49.13) 
образуют на интервале (а; Ь) фундаментальную систему. то общим ре

шением этого уравнения является функция 

(49.16) 

где Сl и С2 - произвольные постоянные . 

Q Согласно теореме 49.2, функция (49.16) является решением урав
нения (49.13) . Остается доказать, что это решение общее, т. е. что из 
него можно выделить единственное частное решение, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям 

уl =Уо, 
х=жо 

(49.17) 

где ХО Е (а; Ь). 
Подставив начальные условия (49.17) в решение (49.14), получим 

систему уравнений 

{ УО = CIYl(XO) + С2У2(ХО), 
УЬ = C~Y~(XO) + C2Y~(XO), 

где Уо = У(Хо), УЬ = у'(Хо), с неизвестными Сl и С2· 
Определитель это" системы 

I 
У}(ХО) У;(ХО) 1= W(xo) 
Yl(XO) У2(ХО) 

равен значению вронскиана W(x) при Х = Ха. 
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Так как решения Yl (х) и У2 (х) образуют фундаментальную систему 
решений на (а; Ь) и хо Е (а; Ь), то, согласно теореме 49.4, W(xo) :J о. 
Поэтому система уравнений имеет единственное решение: 

Решение У = C~Yl (х) + 4У2(Х) является частным решением (единствен
ным, в силу теоремы единственности) уравнения (49.13), удовлетворя
ющим начальным условиям (49.17). Теорема доказана. • 

Пpu.мер 49.5. На основании теоремы 49.5 общим решением урав
нения y lI +у=о (см. пример 49.4) является функция У=Сl sin Х+С2 СОБХ. 

49.5. Линейные однородные ДУ п-го порядка 

Полученные результаты . можно распространить на линейные од

нородные дифференциальные уравнения n-го порядка, имеющие вид 

(49.18) 

1. Если функции Уl = Yl(X),Y2 = У2(Х), ... ,Уn = Уn(Х) являются 
частными решениями уравнения (49.18), то его решением является и 
функция У = CIYl + С2У2 + ... + CnУn· 

2. Функции Yl, У2, ... ,Уn называются линеitно независu.мым;и на 

(а; Ь), если равенство Q:IYl + й2У2 + ... + аnуn = О выполняется лишь 
в случае, когда все числа а; = О (i = 1,2, ... , n); в противном случае 
(если хотя бы одно из чисел Q:i не равно нулю) функции Yl , У2, ... ,Уn -
линеitно зависu.мы. 

3. Определитель Вронского имеет вид 

Yl У2 Уn 

y~ y~ y~ 

W(x) = y~' y~ y~ 

(n-l) 
Уl 

(n-l) 
У2 

(n-l) 
Уn 

4. Частные решения У!, У2, ... , Уn уравнения (49.18) образуют ФУН
даментальную систему решениi1 на (а; Ь), если ни в одной точке этого 

интервала вронскиан не обращается в нуль, т. е. W(x) :J о для всех 
х Е (а; Ь). 

5. Общее решение ЛОДУ (49.18) имеет вид У = CIYl +С2У2+·· . +CnУn, 
где С; (i = 1, .. . , n) - произвольные постоянные, У; - частные решения 

уравнения (49.18) , образующие фундаментальную систему. 

12 Конспект лекцнА по 8ысшеА математике. ПоnRЪdi курс 
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Прu.м.ер 49.6. ПQказать, что функции Yl=~"', У2=х·е"', уз=х2 ·е'" 
образуют фундаментальную систему решений некоторого ладу тре;

тьего порядка (дополнительно: составить это уравнение). 

а Решение: Найдем W(x): 

е'" хе'" х2 е'" 
W(x) = е'" (х + 1)е'" (х2 + 2х)е'" = 

"е'" (х + 2)е'" (х2 + 4х + 2)е'" 
1 х х2 1 х х2 

= еЗ'" 1 х+1 х2 + 2х = еЗ'" О 1 2х = 
1 х+2 х2 + 4х + 2 О 2 4х + 2 

= е3 '" . (4х + 2 - 4х) = 2еЗ"'. 

Ясно, что W(x) ::j:. О для всех х Е IR. Следовательно, данные функции 
образуют фундаментальную систему решений ладу третьего поряд

ка. В общем виде ладу третьего порядка выглядит так: 

y lII + аl (х)у" + а2(Х)У' + аз(х)у = О. 

Подставив функции Yl , У2, Уз в это уравнение, получим систему из трех 
уравнений относительно функций al (х), а2(Х), аз(х). Решая ее, полу
чим ладу y lII 

- Зу" + Зу' - У = О; его общее решение: 

§ 50. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

50.1. Интегрирование ЛОДУ второго порядка 
с постоянными коэффициентами 

• 

Частным случаем рассмотренных выше линейных однородных 

дифференциальных уравнений являются ЛОДУ с nосmоя'Г/:н:ы.м.u х:оэф

фu'Цuе'Нmа.м.u. 

Пусть дано ладу второго порядка 

I У" + р . У' + q . У = о, I (50.1) 

где р и q постоянны. 
Для нахождения общего решения уравнения (50.1) достаточно най

ти два его частных решения, образующих фундаментальную систему 

(см. теорему 49.5). 
Будем искать частные решен~я уравнения (50.1) в виде 

У = ek
"', 
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где k -некоторое число (предложено Л. Эйлером). Дифференцируя 
эту функцию два раза и подставляя выражения дл~ у, у' и у" В урав
нение (50.1), получим: k 2 . ekx + р. k . ekx + q. ekx = О, т. е. 

ekx 
• (k2 + pk + q) = О, или k2 + pk + q = О (e kx i- О). (50.2) 

~ Уравнение (50.2) называется хара'll:mерuсmu'Чес'll:U.м уравнени
е.м ДУ (50.1) (для его составления достаточно в уравнении (50.1) 

заменить у", у' И У соответственно на k2 , k и 1). 
При решении характеристического уравнения (50.2) возможны сле

дующие три случая. 

Слу'ЧаiJ. 1. Корни k1 И k2 уравнения (50.2) действительные и раз-

личные: k1 i- k2 (D = ~ - q > о) . 
в этом случае частными решениями уравнения (50.1) являются 

функции Уl = ek1X и У2 = ek2X • Они образуют фундаментальную систе
му решений (линейно независимы), т. к. их вронскиан 

Следовательно, общее решение уравнения (50.1), согласно формуле 
(49.16), имеет вид 

(50.3) 

Прu.мер 50.1. Решить уравнение у" - 5у' + 6у = О. 

Q Решение: Составим характеристическое уравнение: k 2 - 5k + 6 = О. 
Решаем его: k1 = 2, k2 = 3. Записываем общее решение данного урав
нения: у = Сl е2х + С2еЗх, где Сl и С2 - произвольные постоянные (фор
мула (50.3)). • 

Слу'ЧаiJ. 2. Корни k1 И k2 характеристического уравнения (50.2) дей

ствительные и равные: k! = k2 (D = ~ - q = О, k! = k2 = -~). 
в этом случае имеем лишь одно частное решение Уl = ek1 х • 
Покажем, что наряду с Уl решением уравнения (50.1) будет и У2 = 

= xek1X • 

Действительно, подставим функцию У2 в уравнение (50.1). Имеем: 

y~ + py~ + qY2 = (xe k1X
)" + p(xek1X

)' + q(xek1X
) = 

= (2k1ek1X + xk;ek1X
) + p(ek1X + xk!ek1X

) + q(xek1X
) = 

= ek1X (2k! + k;x + Р + pxk1 + qx) = ek1X (x(ki + pk1 + q) + (р + 2k1)). 
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Но k~+pkl +q = О,Т. K.k1 есть корень уравнения (50.2); p+2k1 =т О, 
т. к . по условию k 1 = k2 = -~. . 

Поэтому y~ + py~ + qY2 = О, т. е. функция У2 = xek1Z является 
решением уравнения (50.1). 

Частные решения Уl = еk1Ж и У2 = xek1Z образуют фундаменталь
ную систему решений : W(x) = e2k1Z i- О. Следовательно, в этом случае 
общее решение ЛОДУ (50.1) имеет вид 

(50.4) 

Слу'Ч.аi13. Корни k1 и k2 уравнения (50.2) комплексные: k 1 = а+(Зi, 
k2 = а - (Зi (D = ~ - q < О, а = -~, (З = Jq - ~ > О). 

В этом случае частными решениями уравнения (50.1) являются 
функции Уl = е(а+iJ3)ж и У2 = e(a-i,В)z. По формулам Эйлера (см. п. 27.3) 

имеем 

ei<p = cos ер + i sin ер, e-i<p = cos ер - i sin ер 

Уl = еаж . еi,Вж = еаж cos (ЗХ + ieaz sin (Зх, 

У2 = еаж . e-i,Вж = еаж cos (ЗХ - iеаж sin (Зх. 

Найдем два действительных частных решения уравнения (50.1). 
Для этого составим две линейные комбинации решений Yl и У2: 

Yl + У2 аж (З - Уl - У2 аж ' (З -
2 = е cos х = Yl И 2i = е sш х = У2 · 

Функции Yl И У2 являются решениями уравнения (50.1), что следует 
из свойств решений ЛОДУ второго порядка (см. теорему 49.2).Эти ре
шения Уl и У2 образуют фундаментальную систему решений, так как 

W(x) i- о (убедитесь самостоятельно!). Поэтому общее решение урав
нения (50.1) запишется в виде У = Сlеаж соs(Зх + С2еаж sin (Зх, или 

I У = еаЖ (Сl соs(Зх + С2 siп(Зх)· 1 (50.5) 

Прu.м.ер 50.2. Решить уравнение y lI 
- 6у' + 25у = О. 

Q Решение: Имеем: -k2 - 6k + 25 = О, k1 = 3 + 4i, k2 

формуле (50.5) получаем общее решение уравнения: 

У = еЗЖ(Сl cos 4х + С2 sin 4х). 

3 - 4i. По 

• 
~ Таким образом, нахождение общего решения ЛОДУ второго поряд-

ка с постоянными коэффициентами (50.1) сводится к нахождению 
корней характеристического уравнения (50.2) и использованию фор
мул (50.3)-(50.5) общего решения уравнения (не прибегая к вычисле
нию интегралов). 
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50.2. Интегрирование ЛОДУ n-го'порядка 
с постоянными коэффициентами 

Задача нахождения общего решения ЛОДУ n-го nор,яд'ICа (n > 2) с 

nосто,я'Н:н.ЪtМU 'lCоэффu'Цuентамu 

у(n) + Ply(n-l) + Р2у(n-2) + ... + РnУ = о, (50.б) 

где Pi, i = г,n, - числа, решается аналогично случаю уравнения вто
рого порядка с постоянными коэффициентами. 

Сформулируем необходимые утверждения и рассмотрим примеры. 

Частные решения уравнения (50.б) также ищем в виде у = ekx , где 
k - постоянное число. 

Характеристическим для уравнения (50.б) является алгебраиче
ское уравнение n-го порядка вида 

k
n + P1k

n
-

1 + P2k
n

-
2 + ... + Pn-lk + Рn = о. (50.7) 

Уравнение (50.7) имеет, как известно, n корней (в их числе могут быть 
и комплексные). Обозначим их через k1 , k2 , .•. , kn . 

liI Заме'Чанuе. Не все из корней уравнения (50.7) обязаны быть раз-
личными. Так, в частности, уравнение (k - з)2 = О име~т два 

равных корня: k1 = k2 = 3. В этом случае говорят, что корень один 
(k = 3) и имеет icратностъ mk = 2. Если кратность корня равна еди
нице: mk = 1, его называют nрост·ым. 

Слу'Чаfi. 1. Все корни уравнения (50.7) действительны и просты 
(различны). Тогда функции Уl = ek\x, У2 = ek2X , ... , Уn = e knx являют
ся частными решениями уравнения (50.б) и образуют фундаменталь
ную систему решений (линейно независимы). Поэтому общее решение 

уравнения (50.б) записывается в виде 

1 у = Clek\X + C2 ek2X + ... + cne
knx .1 

Прu.мер 50.3. Найти общее решение уравнения 

ylll - 2у" - у' + 2у = о. 

Q Решение: Характеристическое уравнение kЗ - 2k2 - k + 2 = О имеет 
корни k1 = -1, k 2 = 1, kз = 2. Следовательно, у = cle- x +С2еХ +сзе2х -

общее решение данного уравнения. • 

Слу'Чаfi. 2. Все корни характеристичеСК()I() \·равнения действитель
ные, но не все простые (есть корни, имеющи~ кратность m > 1). Тогда 
каждому простому корню k соответствует одно частное решение вида 
ekx , а каждому корню k кратности m > 1 соответствует m частных 
решений: ekx , xekx , x 2ekx ... , хт- 1 ekx . 

Прu.мер 50.4. Решить уравнение yIV - ylll - 3у" + 5у' - 2у = о. 
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Q Решение: Характеристическое уравнение 

1.4 - kЗ - 3k2 + 5k - 2 = (k + 2)(k - l)З = О 
имеет корни k1 = -2, k2 = 1, kз = 1, k4 = 1. Следовательно, 

у = cje-2x + С2 еХ + сзхеХ + С4 х2еХ , 

- общее решение уравнения. • 
Слу'Ч.аiJ. 3. Среди корней уравнения (50.7) есть комплексно-сопря

женные корни. Тогда каждой паре а ± /Зi простых комплексно-со

пряженных корней соответствует два частных решения еО<Х cos /Зх и 
еО<Х sin /Зх, а каждой паре а ± /Зi корней кратности m > 1 соответствуют 
2т частных решений вида 

еО<Х соэ /Зх, х . еО<Х cos /Зх, ... , хт- 1 . еО<Х cos /ЗХj 

еО<Х siп/Зх,х. еО<Х siп/Зх, ... ,хт- 1 . еО<Х siп/Зх. 

Эти решения , как можно доказать, образуют фундаментальную систе

му решений. 

При,м,ер 50.5. Решить уравнение yV +ylV +2y /ll +2у'! +у' +у = о. 

Q Решение: Характеристическое уравнение 

k5 + k4 + 2kЗ + 2k2 + k + 1 = (k + 1)(k4 + 2k2 + 1) = О 
имеет корни k1 = -1, k2 = i, kз = -i, k4 = i, k5 = -i. Следовательно, 

у = cje- X + С2· cos~ + Сз . sinx + С4Х· cosx + С5Х· sinx 

- общее решение уравнения. 

§ 51. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ (ЛНДУ) 

51.1. Структура общего решения ЛНДУ второго 
порядка 

Рассмотрим ЛНДУ второго порядка 

• 

I у" + аl (х)у' + а2(Х)У = f(x), I (51 .1) 

где а! (х), а2 (х), f (х) - заданные, непрерывные на (а; Ь) функции. Урав-

нение 

у" + аl(Х)У' + а2(Х)У = О, (51.2) 

~ левая часть которого совпадает с левой частью ЛНДУ (51.1), на
зывается соответствующи,м, ему однород'Н.'ы,м, уравнение,м,. 
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Теорема 51.1 (структура общего решения ЛНДУ). Общим реше
нием у уравнения (51.1) является сумма его произвольного частного 
решения у* и общего решения fj = CIYl + С2У2 соответствующего од
нородного уравнения (51.2), т. е. 

У = у* + у. (51.3) 

о Убедимся, что функция (51.3) - решение уравнения (51.1). Так как 
у* есть решение уравнения (51.1), а fj - решение уравнения (51.2), то 

(у*)" + аl (х)(у*)' + а2(Х)У* = f(x) и (И" + аl (х)(И' + а2(Х)У = О. 

в таком случае имеем: 

(У* + И" + al(x)(y* + И' + а2(Х)(У* + И = 

= ((у*)" + al(x)(y*)' + а2(Х)У*) + ((И" + al(x)(fj)' + а2(Х)У) = 
= f(x) + О = f(x). 

Это означает, что функция (У* +И является решением уравнения (51.1). 
Покажем теперь, что функция 

(51.4) 

является общим решением уравнения (51.1). Для этого надо доказать, 
что из решения (51.4) можно выделить единственное частное решение, 
удовлетворяющее заданным начальным условиям 

у(хо) = Уо, у'(хо) = УЬ· (51.5) 

Продифференцировав функцию (51.4) и подставив начальные yc~ 
ловия (51.5) в функцию (51.4) и ее производную, получим систему урав-
нений: 

{

CIYl(XO) + С2У2(ХО) = Уо - у*(хо), 
CIY~ (хо) + С2У2(ХО) = УЬ - (у*)'(хо), 

где Уо = у(хо), УЬ = у'(хо), с неизвестными Сl и С2. Определителем 
этой системы является определитель Вронского W(xo) для функции 
Yl(X) и У2(Х) в точке х = хо. Функции Yl(X) и У2(Х) линейно незави
симы (образуют фундаментальную систему решений), т. е. W(xo) -:j:. О. 
Следовательно, система имеет единственное решение: Сl = С? и С2 = cg. 

Решение у = у* + C?Yl (х) + cgY2 (х) является частным решени
ем уравнения (51.1), удовлетворяющим заданным начальным услови
ям (51.5). Теорема доказана. • 



51.2. Метод вариации проиэвольных постоянных 

Рассмотрим ЛНДУ (51.1). Его общим решением является функ
ция (51.3), т. е. 

у = у* + у. 
Частное решение у* уравнения (51.1) можно найти, если известно об
щее решение fj соответствующего однородного уравнения (51.2), мето
дом ваР1ШЦUU nроuзвол'Ьных постоянных (метод Лагранжа), состоя

щим в следующем. Пусть fj = СlУl (Х)+С2У2(Х) - общее решение уравне
ния (51.2). Заменим в общем решении постоянные Cl и С2 неизвестными 

функциями Cl (х) И С2(Х) И подберем их так, чтобы функция 

у' = Сl (х) . Уl (х) + С2(Х) . У2(Х) 
была решением уравнения (51.1). Найдем производную 

(у')' = C~ (Х)Уl (х) + Cl(X)Y~ (х) + С;(Х)У2(Х) + C2(X)Y~(X)' 
Подберем функции Сl (х) И С2(Х) так, чтобы 

C~ (х) . Уl (х) + С;(х) . У2(Х) = О. 

Тогда 

(у')' = Сl (х) . y~ (х) + С2(Х) . y~(x), 

(51.6) 

(51.7) 

(у')" = C~ (х) . y~ (х) + Cl(X) . y~'(x) + C~(X) . y~(x) + С2(Х) . y~(x). 
Подставляя выражение для у', (у')' и (у')" в уравнение (51.1), полу
чим: 

C~(X)' y~(x) + Cl(X)' y~'(x) + C~(X)' y~(x) + С2(Х)' y~(x)+ 
+al(x)[Cl(X)Y~(X)+C2(X)Y~(x)] +а2(Х) [Cl(X)Yl(X)+C2(X)Y2(X)] = f(x), 

или 

Cl (х) . [y~'(x) + аl (х) . y~(x) + а2(Х) . Уl (х)] + 

+С2 (х) [y~ (х) +аl (х )y~ (х) +а2 (х )У2 (х)] +C~ (х )y~ (х) +С; (х )y~ (х) = f(x). 

Поскольку Уl (х) И У2(Х) - решения уравнения (51.2), то выражения в 
квадратных скобках равны нулю, а потому 

C~ (х) . y~ (х) + C~(X) . y~(x) = f(x). (51.8) 

Таким образом, функция (51.6) будет частным решением у' уравне
ния (51.1), если функции Сl (х) И С2(Х) удовлетворяют системе уравне
ний (51.7) и (51.8): 

{ C~ (х) . Уl (х) + ~(x) . У2(Х) = О, 
C~ (х) . y~ (х) + ~(x) . у2(х) = f(x). 

(51.9) 
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Определитель системы 1 ~~~~~ ~~~~~ 1# О, так как это определитель 
Вронского для фундаментальной системы частных решений Уl (х) и 
У2(Х) уравнения (51.2). Поэтому система (51.9) имеет единственное ре
шение: c~(x) = <Рl(Х) И c~(x) = <Р2(Х), где <Рl(Х) и <Р2(Х) - некоторые 
функции от х. Интегрируя эти функции, находим Сl (х) и С2(Х), а затем 

по формуле (51.6) составляем частное решение уравнения (51.1). 

Прu,м,ер 51.1. Найти общее решение уравнения у" + у = _1_. 
cosx 

Q Решение: Найдем общее решение у соответствующего однородного 
уравнения у" + у = о. Имеем: k2 + 1 = О, k1 = i, k2 = -i. Следовательно, 
у = Сl • cos Х + С2 • sin х. Найдем теперь частное решение у* исходного 
уравнения. Оно ищется в виде (51.6): у* = Сl (х)· cos х+ С2(Х) ·sin х. Для 
нахождения Сl (х) и С2(Х) составляем систему уравнений вида (51.9): 

Решаем ее: 

{ ~(x). cosx + ~(x)· sinx = О, 

c~ (х) . (- sin х) +~(x) . cos х = _1_. 
cosx 

. .6. =. = cos х + sш х = 1, 
I 

cos х sin х 1 2 . 2 

- sшх cosx 

О sin х 1 = _ t х .6. = I co~ х О I = 1· 
_1_ cos Х g, 2 _ sш Х _1_ ' 
СОВ х cos х 

c~(x) = ~1 = - tgx, сl(х) = J (- tgx) dx = ln I cosxl; 

С;(х) = -; = 1, С2(Х) = J 1· dx = х. 

Запишем частное решение данного уравнения: у* = ln I cosxl . cosx + 
+ х . sin х. Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 

у = (у + у*) = Сl . cos Х + С2 . sin х + cos х . ln I cos xl + х . sin х. • 

При нахождении частных решений ЛНДУ может быть полезной 

следующая теорема. 

Теорема 51.2 (о наложении решении). Если правая часть уравне
ния (51.1) представляет собой сумму двух функций: l(х) = Л (х) + 
+ 12(Х), а у; и у;' - частные решения уравнений у" + аl (х) . у' + 
+ а2(Х) . У = 11 (х) И у" + аl (х) . у' + а2(Х)У = 12(Х) соответственно, 
то функция у* = у; + у;' является решением данного уравнения. 
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а Действительно, 

(у; + у;)" + аl(Х)' (у; + у;)' + а2(Х)' (у; + у;) = 
= ((у;)" +аl(Х)' (у;)' +а2(Х) ·уn + ((у;)" +аl(Х)' (у;)' +а2(Х) .у;) = 

= Л(х) + f2(X) = f(x). • 

51.3. Интегрирование ЛНДУ второго порядка 
с постоянными коэффициентами 

и правой частью специального вида 

Рассмотрим ЛНДУ второго nоряд~а с nостоян:нЪL.М:U ~оэффuцuен

тами, т. е. уравнение 

Iyll +р . у' +q . y = f(x), 1 (51.10) 

где р и q - некоторые числа. 

Согласно теореме 51.1, общее решение уравнения (51.10) предста
вляет собой сумму общего решения у соответствующего однородного 
уравнения и частного решения у* неоднородного уравнения . Частное 

решение уравнения (51.10) может быть Ha~дeHO методом вариации про
извольных постоянных (п. 51.2). 

Для уравнений с постоянными коэффициентами (51.10) существу
ет более простой способ нахождения у*, если правая часть f(x) урав
нения (51.10) имеет так называемый «специальный вид»: 

I. f(x) = Рn(Х) . еах 

или 

П. f(x) = еах . (Рn(Х) . cos{3x + Qт(x) . sin{3x). 
Суть метода, называемого ,методо,м неоnределен:н'Ых ~оэффuцuен

тов, состоит в следующем: по виду правой части f(x) уравнения (51.10) 
записывают ожидаемую форму частного решения снеопределенными 

коэффициентами, затем подставляют ее в уравнение (51.10) и из полу
ченного тождества находят значения коэффициентов. 

Слу"tаi1 1. Правая часть (51.10) имеет вид f(x) = Рn(х) . еах , где 
Q Е IR, Рn(Х) - многочлен степени n. Уравнение (51.10) запишется в 
виде 

1 у" + р' у' + q. у = Рn(Х) . еах ·1 

в этом случае частное решение у* ищем в виде: 

Iy* = хТ • Qn(x) · еах , 1 

(51.11) 

(51.12) 

где r - число, равное кратности Q как корня характеристического 

уравнения k 2 + pk + q = О (т. е. r - число, показывающее, сколько 
раз а является корнем уравнения k 2 + pk + q = О), а Qn(x) = Аохn + 
+ А1 хn- 1 + ... + Аn - многочлен степени n, записаНН~lЙ с неопреде
ленными коэффициентами A i (i = 1,2, ... , n). 
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Q а) Пусть а не является корнем характеристического уравнения 

k2 + pk + q = О, 
т. е. а f:. k1,2. Следовательно, 

r = О, у* = Qn(X) . е""'Х, (у*)' = Q~(X) . е""'Х + Qn(X) . е"Х . а, 

(у*)" = Q~(x) . е""'Х + 2Q~(x) . е"Х . а + Qn(x) . е""'Х . а2 . 

После подстановки функции у* и ее производных в уравнение (51.11), 
сокращения на е""'Х, получим: 

Q~(x) + (2а + p)Q~(x) + (а2 + ра + q) . Qn(x) = Рn(Х). (51.13) 

Слева - многочлен степени n с неопределенными коэффициентами, 
справа - многочлен степени n, но с известными коэффициентами. При
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим систе

му (n + 1) алгебраических уравнений для определения коэффициентов 
Ao,A1, ... ,An . 

б) Пусть а является однократным (простым) корнем характери

стического уравнения k2 + pk + q = О, т. е. а = k1 f:. k2 . 

В этом случае искать решение в форме у* = Qn(x)e""'x нельзя, т. к. 
а2 + ра + q = О, и уравнение (51.13) принимает вид 

Q~(x) + (2а + р) . Q~(x) = Рn(Х). 

в левой части - многочлен степени (n - 1), в правой части - много

член степени n. Чтобы получить тождество многочленов в решении у*, 
нужно иметь многочлен степени (n + 1). Поэтому частное решение у* 
следует искать в виде у* = х . Qn(x)e"X (в равенстве (51.12) положить 
r = 1). 

в) Пусть а является двукратным корнем характеристического 

уравнения k2 +pk+q = О, т. е. а = k1 = k2 . В этом случае а2 +pa+q = О 
и 2а+р = О, а поэтому уравнение (51.13) принимает вид Q~(x) = Рn(Х). 

Слева стоит многочлен степени n - 2. Понятно, чтобы иметь слева 
многочлен степени n, частное решение у* следует искать в виде 

у* = x2 Qn(x)e""'x 

(в равенстве (51.12) положить r = 2). • 
Слу'Чаi1 2. Правая часть (51.10) имеет вид 

f(x) = е"Х . (Рn (х) . cos (Зх + Qm (х) sin (Зх), 

где рn(х) И Qm(x) - многочлены степени n и т соответственно, а и 
(З - действительные числа. Уравнение (51.10) запишется в виде 

у" + ру' + qy = е""'Х . (рn(х) . соs(Зх + Qm(x) . siп(Зх). (51.14) 
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Можно показать, что в этом случае частное решение у* уравнения 

(51.14) следует искать в виде 

I у* = x r
. еах . (MI(X)· cos(Jx + Nl(x)· sin(Jx), I (51.15) 

где r - число, равное кратности а + (Ji как корня характеристического 
уравнения k 2 + pk + q = о, MI(X) И NI(X) - многочлены степени 1 с не
определенными коэффициентами, l - наивысшая степень многочленов 

Рn(Х) И Qm(x), т. е. 1 = тах(n,т). 
3а.м.е'Чшн:uя. 

1. После подстановки функции (51.15) в (51.14) приравнивают мно
гочлены, стоящие перед одноименными тригонометрическими функци

ями в левой и правой частях уравнения. 

2. Форма (51.15) сохраняется и в случаях, когда Рn(Х) == О или 

Qm(x) == о. 
3. Если правая часть уравнения (51.10) есть сумма функций вида 

1 или П, то для нахождения у* следует использовать теорему 51.2 о 
наложении решений. 

Прu.мер 51.2. Найти общее решение уравнения yll ~ 2у' +у = х - 4. 

Q Решение: Найдем общее решение fj ЛОДУ yll - 2у' + у = о. Характе
ристическое уравнение k 2 - 2k + 1 = О имеет корень k 1 = 1 кратности 2. 
Значит, fj = Cl . еХ + С2 . Х • еХ • Находим частное решение исходного 
уравнения. В нем правая часть х - 4 = (х - 4) . еО . Х есть формула ви
да Р1 (х) . еО . Х , причем а = о, не является корнем характеристического 
уравнения: а f:. k1 . Поэтому, согласно формуле (51.12), частное реше
ние у* ищем в виде у* = Ql(X) . еО . Х , т. е. у* = Ах + В, где А и В -
неопределенные коэффициенты. Тогда (у*)' = А, (у*)1I = о. Подставив 

у*, (у*)', (у*)1I В исходное уравнение, получим -2А+Ах+В = х-4, или 
Ах + (-2А + В) = х - 4. Приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях х, получаем систему уравнений: 

{ А = 1, 

-2А + В = -4. 

Отсюда А = 1, В = -2. Поэтому частное решение данного уравнения 
имеет вид у* = х-2. Следовательно, у = (у+у*) = Clex +С2хеХ +х-2-

искомое общее решение уравнения. • 

Прu.мер 51.3. Решить уравнение yll - 4у' + 13у = 40· cos3x. 

Q Решение: Общее решение ЛНДУ имеет вид у = fj + у*. Находим 
решение однородного уравнения у: yll - 4у' + 13у = о. Характеристиче
ское уравнение k 2 - 4k + 13 = О имеет корни k1 = 2 + 3i, k 2 = 2 - 3i. 
Следовательно, fj = е2Х . (Сl • cos 3х + С2 . sin 3х). 
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Находим частное решение у*. Правая часть ЛНДУ в нашем слу

чае имеет вид f(x) = еО · Х • (40cos3x + О· sin3x) . Так как а = О, /з = 3, 
а + /Зi = 3i не совпадает с корнем характеристического уравнения , 
то r = О . Согласно формуле (51 .15), частное решение ищем в виде 
у* = АсоsЗх + ВsiпЗх . Подставляем у* в исходное уравнение. Имеем : 

(у*)' = -3АsiпЗх+ЗВсоsЗх , (у*)1I = -9АсоsЗх-9Вsiп3х . Получаем: 

- 9А cos 3х - 9В sin Зх - 4( -3Asin Зх + 3В соsЗх)+ 

+ 13(А cos 3х + В sin 3х) = 40 cos3x, 

или 

(-9А -12В+ 13А) cos3x+ (-9В+ 12А+ 13В) sin3x = 40соs3х+0 · siпЗх. 

Отсюда имеем: 

{ 4А - 12В = 40, 

12А + 4В = О. 

Следовательно, А = 1, В = -3. Поэтому у* = cos3x - Зsiп3х . И нако

нец, у = е 2Х (Сl . COS 3х + С2 . sin 3х) + cos 3х - 3 sin 3х - общее решение 
уравнения. • 

Прu.мер 51.4. (Для самостоятельного реше'Нv..я.) Для предложен-
ных дифференциальных уравнений получить вид частного решения: 

а) yll - 3у' + 2у = 5 + еХ ; 

б) yll - 2у' + У = 2; 
в) yll + 4у = sin 2х + cos 7 х; 
г) yll + У = 5 cos 2х - х sin 2х; 
д) yll - Зу' = х2 - 1 + cos х. 

Ответы: а) А + х . В . еХ ; б) А; в) х(А cos 2х + В sin 2х) + С cos 7х + 
+ Dsin7x; г) (Ах + B)cos2x + (Сх + D)sin2x; д) х(Ах2 + Вх + С) + 
+ Dcosx + Esinx. 

51.4. Интегрирование ЛНДУ n-го порядка (n> 2) 
с постоянными к,оэффициентами 

и правой частью специального вида 

Рассмотрим линейное неоднородное ДУ n-го (n > 2) порядка 

у(n) + а, (х) . у(n-') + а2(Х) . у(n-2) + .,. + аn(х) . у = f(x), 

где а, (х), а2(Х),' " ,аn(х), f(x) - заданные непрерывные функции 
на (а; Ь). 

Соответствующее ему однородное уравнение имеет вид 

у(n) + а, (х) . у(n-') + ... + аn(х) . у = О. 



Теорема 51.3 (о структуре общего решения ЛНДУ n-го порядка). 
Общее решение у ЛНДУ n-го порядка равно сумме частного решения 
у* неоднородного уравнения и общего решения fj соответствующего 
ему однородного уравнения, т. е. у = у* + у. 

Частное решение у' ЛНДУ n-го порядка может быть найдено, если 

известно общее решение fj однородного уравнения, методом вариации 
произвольных постоянных. Оно ищется в виде 

у* = Cl(X) . Уl (Х) + С2(Х) . У2(Х) + ... + Сn(Х) . Уn(Х), 
где Yi(X), i = ~, - частные решения, образующие фундаментальную 
систему, однородного уравнения. 

Система уравнений для нахождения неизвестных с;(х) имеет вид 

C~Yl + ~Y2 + dзуз + ... + C~Yn = О, 

c~y~ + c~y~ + c~y~ + ... + c~y~ = О, 

c~y~' + c~y~ + ~y~ + ... + c~y~ = О, 

c~yin-l) + c~y~n-l) + ~y~n-l) + ... + c~y~n-l) = f(x). 

Однако дЛЯ ЛНДУ n-го порядка с nостояннымu 'lCоэффu'Цuента.м.u, 

правая часть которого имеет специальный вид, частное решение у. мо

жет быть найдено методом неопределенных коэффициентов. 

Метод подбора частного решения у' уравнения 

у(n) + Ply(n-l) + ... + РnУ = f(x), 

где Pi - числа, а правая часть f (х) имеет специальный вид, описанный 
в п. 51.3 для случая n = 2, переносится без всякого изменения и на 
случай уравнения , имеющего порядок n > 2. 

прu.мер 51.5. Решить уравнение yJV - у' = 2х. 

Q Решение: Находим у: 

k4 
- k = О, k(k - 1) . (k 2 + k + 1) = О, 

k1 = О, k2 = 1, kЗ4 = _! ± V3 i , 2 2' 

_l х ( v3 v3 ) fj = Сl + С2еХ + е 2 Сз СОБ 2Х + С4 sin 2Х . 

Находиму*: f(x) = 2х (= eO'x ·p1(x)), r = 1,у* = х(Ах+В) = Ах2 +Вх, 
отсюда 

(у*)' = 2Ах + В, (у*)" = 2А , (y*)1II = О, (y*)IV = О. 
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, Тогда -(2Ах + В) = 2х. Отсюда А = -1, В = О и получаем у* = _х2 . 
Следовательно, функция 

является общим решением уравнения. 

§ 52. СИСТЕМЫ tJ.ИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИИ 

52.1. Основные понятия 

• 

Для решения многих задач математики, физики, техники (задач 

динамики криволинейного движения ; задач электротехники для не

скольких электрических цепей; определения состава системы , в ко

торой протекают несколько последовательных химических реакций 1 
порядка; отыскания векторных линий поля и других) нередко требу

ется несколько функций. Нахождение этих функций может привести к 

нескольким ДУ, образующим систему. 

CucmeMoii ДУ называется совокупность ДУ, каждое из которых 
содержит независимую переменную , искомые функции и их производ

ные. 

Общий вид системы ДУ первого порядка, содержащей n искомых 
функций Уl, У2, ... , Уn, следующий: 

Система ДУ первого порядка, разрешенных относительнО произ

водной, т. е . система вида 

1:JJJ. - f (х ' у . У ' . у ) dx - 1 , 1 , 2,·· · , n , 

~ - f (х ' у . У ' . у ) dx - 2 , 1 , 2 , ··· , n , 
(52.1) 

dyn - f ( х' у . У ' . у ) dx - n , I 1 2 1 • •• , 11 , 

~ называется 'Н.ормалъ'Н.о1J. cucmeMo1J. ДУ. При этом предполага
ется, что число уравнений равно числу искомых функций. 

За.ме'Ч,аnuс. Во многих случаях системы уравнений и уравнения 

высших порядков можно привести к нормальной системе вида (52.1). 
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Так, система трех ДУ второго порядка 

d
2
x - F (х' У' z· t· х" у" z') -;]j'Т- 1""" , 

~
2 

= Р. (х' У' Z' t· х" у" z') dt 2""", 

d
2 

Z - Р. (х' У' Z' t· х" у" z') """(ii'Т - 3 , , " , , , 

описывающая движение точки в пространстве, путем введения новых 

переменных: ~~ = и, !fif = v, ~: = w, приводится К нормальной систе
меДУ: 

dx - u 
dt - , 

~-dt - v, 
dz -w dt - , 

~~ = F1(x;y;z;t;u;v;w), 

~~ = Р2 (х; у; z; t; и; v; w), 

~~ = Fз(х; у; z; t; и; v; w). 

Уравнение третьего порядка у"' = j(x; у; у'; у") путем замены у' = 
= р, у" = р' = q сводится к нормальной системе ДУ 

{
у' =р, 
р' = q, 

q' = j(x;y;p;q). 

Из сказанного выше следует полезность изучения именно нормаль

ных систем. 

~ Решение,м, систе,м,ы (52.1) называется совокупность из n функ
ций Yl, У2, ... ,Уn, удовлетворяющих каждому из уравнений этой 

системы. 

Начальны.е условия для системы (52.1) имеют вид 

(52.2) 

Задача Коши для системы (52.1) ставится следующим образом: 
найти решение системы (52.1), удовлетворяющее начальным услови
ям (52.2). 

Условия существования и единственности решения задачи Коши 

описывает следующая теорема, приводимая здесь без доказательства. 
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Теорема 52.1 (Коши). Если в системе (52.1) все функции 

fi(x; Yl; ... , Уn) 

непрерывны вместе со всеми своими частными проиэводными по Yi 
В некоторой области D ((n + 1)-мерного пространства), то в каждой 
точке Мо(Хо; У?; Y~; ... ; Y~) этой области существует, и притом един
ственное, решение Уl = 'Pl(X), У2 ='Р2(Х), .... Уn = 'Рn(Х) системы, 
удовлетворяющее начальным условиям (52.2) . 

Меняя в области D точку МО (т. е. начальные условия), получим 
бесчисленное множество решений, которое можно записать в виде ре

шения , зависящего от n произвольных постоянных : 

Это решение является общим, если по заданным начальным усло

виям (52.2) можно однозначно определить постоянные Сl, С2, . . . ,СП из 
системы уравнений 

{ ~.1.(~;.~1.;.~2.;.'.'.'.;.~~ .~.~~: 
'Pn(X;Cj;C2;" .;Сn ) = Y~· 

Решение, получающееся из общего при конкретных значениях по

стоянньL."{ Сl, С2" " , сп, называ€тся 'Частным решением системы (52.1). 

52.2. Интегрирование нормальных систем 

Одним из основных методов интегрирования нормальной системы 

ДУ является метод сведен7.LЯ системы" одному ДУ высшего nор.яд'Х:а. 

(Обратная задача - переход от ДУ к системе - рассмотрена выше на 
примере . ) Техника этого метода основана на следующих соображениях. 

Пусть задана нормальная система (52.1). Продифференцируем по 
Х любое, например первое, уравнение: 

d2Yl 8Л дЛ dYl дЛ dY2 8fl dyn --=-+_.-+-.-+ +_ . -
dx2 дх ду! dx дУ2 dx . . . 8уn dx' 

Подставив в это равенство значения производньгх 1:JJ.J.
d 

1 , ~d 2 , ... , ddYn из 
. х х х 

системы (52 .1) , получим 

d2Yl 8Л 8fl 8fl 8fl 
-2 = -8 + -д . fl + -8 . f2 + .. . + -8 . fn , 
dx . х Yl У2 уn 
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или, коротко, 

d2
Yl 

--2 = Р2 (х; Yl; У2;"'; Уп). 
dx 

Продифференцировав полученное равенство еще раз и заменив значе-

rJJn. dyn (52 ]) ния производных dx ' ... , dx из системы . . , получим 

d3
Yl 

--3 = FЗ (Х;Уl;У2; ... ;Уп)' 
dx 

Продолжая этот процесс (дифференцируем - подставляем - получа

ем), находим: 

(52.3) 

d"Yl - F (х ' У . У' . У ) dxn - n , 1, 2,···, n . 

Из первых (n -1) уравнений системы (52.3) выразим функции У2, уз; ... 

Ф / 11 (n-l) П ... , уп через х, ункцию Уl И ее производные Yl' У! , ... 'Уl . олу-

чим: 

{
У2 = Ф2(Х; Yl; y~; ... ; yin

-
1)), 

У -ф (Х ' У .у/. 'y(n-l)) 

. ~ .~ ... з . . .' .. ~ ' .. ~ ' ..... '. ' .. ~ ..... : (52.4) 

У - .1. (Х' У . у/' . y(n-l)) n - 'l-'n , 1, 1"'" 1 . 

Найденные значения У2, уз , . . . , уп подставим в последнее уравнение си-
стемы (52.3). Получим одно ДУ n-го порядка относительно искомой 

Ф d"YI Ф( / (n-l)) П б 
ункции Yl: dx х; Yl; Yl; ... ; Уl . усть его о щее решение 

есть 

Уl = 'Рl (х; Cl; С2;" .; сп). 
Продифференцировав его (n - 1) раз и подставив значения произ-

/ 11 (n-l) (524) й Ф водных YI' У! , ... ,УI В уравнения системы ., на дем ункции 

У2,УЗ" ··,уп : 

У2 = 'Р2(Х; CI; С2;" '; cn), . . . , Уп = 'Рп(Х ; Cl; С2;" ' ; сп). 

Пр'U,м,ер 52.1. Решить систему уравнений 

{ ~ = 4у - 3z 
dx ' 

~~ = 2у - 3z. 



<) Решение: Продифференцируем первое уравнение: у" = 4у' - 3z'. 
Подставляем z' = 2у - 3z в полученное равенство: у" = 4у' - 3(2у - 3z), 
у" - 4у' + 6у = 9z. Составляем систему уравнений: 

{ у' = 4у - 3z, 

у" - 4у' + 6у = 9z. 

Из первого уравнения системы выражаем z через у и у': 

4у - у' 
z= --3-. (52.5) 

Подставляем значение z во второе уравнение последней системы: 

" _ 4у' + 6у = 9( 4у - у') 
у 3 ' 

т. е. у" - у' - 6у = о. Получили одно ЛаДУ второго порядка. Решаем 
его: k 2 - k - 6 = о, k j = - 2, k 2 = 3 и у = Сl е-2х + С2еЗХ - общее решение 
уравнения. Находим функцию z. Значения у и у' = (Cle- 2x + С2еЗх )' = 
= -2cje-2x + 3С2еЗх подставляем в выражение z через у и у' (форму
ла (52.5)). Получим: 

Таким образом, общее решение данной системы уравнений имеет 

вид у = Сl е- 2х + С2еЗХ, z = 2Сl е- 2Х + !С2еЗХ. • 

3aMe"taHue. Систему уравнений (52.1) можно решать методом Шt
тегрируемых 'Комбинаи,иii. Суть метода состоит в том, что посредством 

арифметических операций из уравнений данной системы образуют так 

называемые интегрируемые комбинации, т. е. легко интегрируемые 

уравнения относительно новой неизвестной функции. 

Проиллюстрируем технику этого метода на следующем примере. 

Прuм,ер 52.2. Решить систему уравнений: 

{ 

~~ = у + 1, 

QJL 
dt = х + 1. 

<) Решение: Сложим почленно данные уравнения: х' +у' = х+у+2, или 
(х+у)' = (х+у)+2. Обозначим х+у = z. Тогда имеем z' = z+2. Решаем 

полученное уравнение: dz 2 = dt, ln(z + 2) - ln Сl = t, z + 2 = et 
z+ ~ , 

z + 2 = Сl et , или х + у = Сl et - 2. 
Получили так называемый nepBuii интеграл системы. Из него 

можно выразить одну из искомых функций через другую, тем самым 



уменьшить на единицу число искомых функций . Например, У = сl et -

- 2 - х. Тогда первое уравнение системы примет вид 

x'=clet -2-x+1, Т.е. x'+x=clet -1. 
Найдя из него х (например, с помощью подстановки х = иv), найдем 
и У. 

Замечание. Данная система «позволяет» образовать еще одну ин

тегрируемую комбинацию: х' - У' = У - Х, т. е . (х - у)' = -(х - у). 

Положив х - у = р, имеем: р' = -р, или С.!:Е. = -dt, lnp -lnc2 = -t, 
Р 

Р = C2e- t , или х - у = C2e- t . Имея два первых интеграла системы, т. е. 
х + у = сl et - 2 и х - у = C2e- t , легко найти (складывая и вычитая пер-

вые интегралы), что х = ~clet + !c2e- t - 1, у = !Clet - !c2e-t -1. • 

52.3. Системы линейных ДУ с постоянными 
коэффициентами 

Рассмотрим еще один метод интегрирования нормальной системы 

уравнений (52.1) в случае, когда она представляет собой систему .I1и
Hei1.Hblx однородных ДУ с nосто.яННЪtМU ?\'оэффu'Цuентамu, т. е . систему 

вида 

{
: :~HY' +а"у, + + а,nу., 
dx - аnlУl + аn2У2 + .. . + аnнУп' 

Для простоты ограничимся рассмотрением системы трех уравне-

ний с тремя неизвестными функциями Yl, У2 И Уз: 

! 
~ = allYl + a12Y2 + аlЗУЗ, 
~ dx = a21Yl + а22У2 + а2ЗУЗ, (52.6) 

~ dx = аЗIУl + аЗ2У2 + аззуз, 
где все коэффициенты aij (i, j = 1,2, З) - постоянные. 

Будем искать частное решение системы (52.6) в виде 

Уl = О: . ekX
, У2 = (3 . ekX

, уз = / . ekX
, С52.7) 

где 0:, (3, /, k - постоянные, которые надо подобрать (найти) так, чтобы 
функции (52.7) удовлетворяли системе (52.6). 

Подставив эти функции в систему (52.6) и сократив на множитель 
ekx ::j:. О, получим: 

{

O:k = allO: + аl2fЗ + аlЗ/, 
(3k = a210: + а22,В + а2З/, 
,k = аЗI Q + аЗ2(3 + азз/, 



или 

{ 

(all - k)a + а12/3 + а1З'У = О, 
а21й + (а22 - k)/3 + а2З'У = О, 
a31Q: + аЗ2/3 + (азз - k)'Y = О. 

(52.8) 

Систему (52.8) можно рассматривать как однородную систему трех ал
гебраических уравнений с тремя неизвестными й, /3, 'У- Чтобы эта си

стема имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы опре

делитель системы был равен нулю: 

(52.9) 

~ Уравнение (52.9) называется хара?Сmерuсmu'Чес?Сuм уравнени
ем системы (52.6). Раскрыв определитель, получим уравнение тре

тьей степени относительно k. Рассмотрим возможные случаи. 
Слу'Чаt1 1. Корни характеристического уравнения действительньt и 

различны: k\, k2, kз . Для каждого корня k i (i = 1,2,З) напишем систе
му (52.8) и определим коэффициенты ai, /3i, 'Yi (один из коэффициентов 
можно считать равным единице). Таким образом, получаем: 

для корня k\ частное решение системы (52.6): y~1) = й1 ek1X, y~1) = 

-/3 ek1X y(l) -"" ek1X. - 1 '3 - ,1 , 

для корня k2 - у;2) = a2ek2X, y~2) = /32ek2X, y~2) = 'Y2ek2X; 

для корня kз - у;З) = йз еkзх , у~З) = /3зеkзХ, уг) = 'Уз еkзХ . 
Можно показать, что эти функции образуют фундаментальную систе

му, общее решение системы (52 .6) записывается в виде 

УI = Clalek1X +C2D2ek2X +сзйзеkзХ, 
У2 = CI/3leklX + C2/32ek2X + сз/3з еkзХ , 
уз = C1'Y1ek1x + C2'Y2ek2X + СЗ'Уз еkзХ . 

Прuмер 52.3. Решить систему уравнений: 

{* =УI -У2, ~-dx - -4УI + У2· 

(52.10) 

Q Решение: Характеристическое уравнение (52.9) данной системы 
имеет вид 

1

1 - k -1 1 = 
-4 1 - k О, 

или 1-2k+k2 -4 = О, k 2 -2k-З = О, k 1 = -1, k2 = З. Частные решения 
данной системы ищем в виде ур) = at eklX , y~l) = /3l ek1X и у;2) = Й2 еk2Х , 
y~2) = /32ek2X. Найдем (xi и /31 (i = 1,2). 
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При k1 = -1 система (52.8) имеет вид 

{
(1 - (-1»аl - fЗ1 = О, 
-4аl + (1- (-1»fЗ1 = О, 

т. е . { 2а1 - fЗ1 = О, 
-4аl + 2fЗ1 = О. 

Эта система имеет бесчисленное множество решений. Положим аl = 1, 
тогда fЗ1 = 2. Получаем частные решения 

yi1) = е- Х и y~l) = 2е-Х • 

При k2 = 3 система (52.8) имеет вид 

{ -2а2 - fЗ2 = О, 
-4а2 - 2fЗ2 = О. 

Положим а2 = 1, тогда fЗ2 = -2. Значит, корню k2 = 3 соответствуют 
частные решения: 

yi2) = еЗZ и y~2) = _ 2еЗZ . 

Общее решение исходной системы, согласно формуле (52.10), запи-
шется в виде: Уl = Сl е- Х + С2еЗZ, У2 = 2Сl е- Х 

- 2С2еЗZ . • 

СЛУ'Ч,шtJ. 2. Корни характеристического уравнения различные, но 
среди них есть комплексные: k\ = а + ib, k2 = а - ib, kз . Вид частных 

решений в этой ситуации определяют так же, как и в случае 1. 

За.ме'Ча'Нuе. Вместо полученных частных решений можно взять их 

линейные комбинации (п. 50.1, случай 3), применяя формулы Эйле

ра; в результате получим два действительных решения, содержащих 

функции вида еах . cos Ьх, еах . sin Ьх. Или, выделяя действительные и 
мнимые части в найденных комплексных частных решениях, получим 

два действительных частных решения (можно показать, что они тоже 

являются решениями уравнения). При этом понятно, что комплексно

сопряженный корень k2 = а - ib не даст новых линейно независимых 
действительных решений. 

Прu..мер 52.4. Найти частное решение системы 

j
rf:1Jl 
dx = Уl + У2, 
d 2 тх- = - Уl + У2 - уз , 

Q1&з dx = У2 + Уз, 

удовлетворяющее начальным условиям: Yl(O) = 7, У2(0) = 2, уз(О) = 1. 



о Решение: Составляем и решаем характеристическое уравнение: 

1-k 
-1 
О 

(1 _ k) .11 ; k 

1 О 

1-k -1 =0, 
3 1- k 

1-=-\ 1- 1 ·1 ~l 1 -=-\ 1 = о, 
(1 - k)(k2 

- 2k + 4) - (k - 1) = О, (1 - k)(k2 
- 2k + 5) = О, 

k1 = 1, k2 = 1 + 2i, kз = 1 - 2i. 

Для k 1 = 1 получаем: 

{
О, а1 + /31 + О '/'1 = О , 
-а1 + О . /31 - /'1 = О, 
О . а1 + 3/31 + О . /'1 = О 

(см. (52 .8)) . Отсюда находим: /31 = О, а1 = 1 (положили), /'1 = -1. 

Частное решение системы: УР) = еХ , y~1) = О, y~1) = -е"'. 
Для k2 = 1 + 2i получаем (см. (52.8)): 

{ 

-2iD2 + /32 = О, 
-а2 - ~i/32 - /'2 = О , 

3/32 - 2Z/'2 = О . 

Отсюда находим: а2 = 1 (положили) , /32 = 2i, /'2 = 3. Частное комп
лексное решение системы: 

y~2) = e(1+2i)"', y~2) = 2ie(1+2i)X, y~2)' = 3e(1+2i)"'. 

В найденных решениях выделим действительную (Re) и мнимую 
(1т) части: 

y~ 2 ) = e(1+2i)'" = e"'(cos2x + isin2x), 

Re y~2 ) = е'" cos 2х, 1т y~2) = е'" sin 2х; 

y~2) = 2ie(1+2i)'" = e"'(2icos2x - 2sin2x) , 

Rey~2 ) = -2e"'sin2x , Imy~2) = 2excos2x; 

y~2 ) = 3e(1+2i)'" = e"'(3cos2x + i3sin2x), 

Re y~2) = 3е'" cos 2х, 1т y~2) = 3е'" sin 2х. 

Как уже отмечено, корень kз = 1 - 2i приведет к этим же самым реше
ниям. 



Таким образом, общее решение системы имеет вид 

УI = Cl еХ + С2еХ СОБ 2х + сзеХ sin 2х, 

У2 = С\ . О - 2С2еХ sin 2х + 2сзеХ СОБ 2х, 
Уз = -с\еХ + ЗС2еХ cos 2х + ЗсзеХ sin 2х. 

ВыдеЛИI\.j частное решение системы. При заданных начальных услови

ях получаем систему уравнений для определения постоянных сl , С2, сз: 

{ 

7 = Сl + С2 + О, 
2 = О - О + 2сз, 
1 = -Сl + 3С2 + О, 

===> сl = 5, С2 = 2, сз = 1. 

Следовательно, искомое частное решение имеет вид 

Уl = 5еХ + 2еХ СОБ 2х + еХ sin 2х, У2 = -4еХ Бin 2х + 2еХ СОБ 2х, 
Уз = -5еХ + 6еХ cos 2х + 3еХ sin 2х. • 

Слу'Ч.аi1. 3. Характеристическое уравнение имеет корень k кратно
сти т (т = 2,3). Решение системы, соответствующее кратному корню, 
следует искать в виде : 

а) если т = 2, то У\ = (А + Bx)ekX
, У2 = (С + Dx)ekX

, УЗ = 
= (E+Fx)e kx ; 

б) если т = 3, то Уl = (А + Вх + Cx2 )ekX
, У2 = (D + Ех + Fx 2 )ekX

, 

Уз = (С + Нх + Nx 2 )ekx . 

Это решение зависит от т произвольных постоянных . Постоянные 

А, В, С, ... , N определяются методом неопределенных коэффициентов. 
Выразив все коэффициенты через т из них, полагаем поочередно один 

из них равным единице, а остальные равными нулю. Получим т ли

нейно независимых частных решений системы (52.6). 

Прu.мер 52.5. Решить систему уравнений: 

! 
~ = УI - У2 + Уз , 
d1/2 • dx" = Уl + У2 - уз, 

~ = -У2 + 2уз· 

Q Решение: Составляем и решаем характеристическое уравнение 

1-k 
1 
О 

-1 
1-k 
-1 

376 

1 
-1 = О, 

2-k 



(1- k)(2 - 2k - k + k 2 -1) -1( -2 + k + 1) = о, k1 = 2, k2 = kз = 1. Корню 
k1 = 2 соответствует система (см. (52.8)) : 

{ -а
1 - (31 + 1'1 = о, {(31 = о, 

аl - (31 - 1'1 = о, ==} 
аl -1'1 = о. 

-(31 = о, 
Полагая 1'1 = 1, находим аl = 1. Получаем одно частное решение ис
ходной системы: y~I) = е2Х , y~I) = о, y~l) = е2Х. 

Двукратному корню k = k2 = kз = 1 (т = 2) соответствует реше
ние вида у;2,з) = (А + Вх)еХ , у~2,з) = (С + Dx)eX , у~2,з) = (Е + Fx)ex . 

Подставляем эти выражения (решения) в уравнения исходной системы: 

{
В. еХ + (А + Вх)еХ = (А + Вх)еХ - (С + Dx)e X + (Е + Fx)eX

, 

D . еХ + (С + Dx)e X = (А + Вх)еХ + (С + Dx)e X 
- (Е + Fx)e X

, 

F· еХ + (Е + Fx)e X = -(С + Dx)e X + 2(Е + Fx)e X
, 

или, после сокращения на еХ :::1 о и группировки, 

{ 

(D - F)x + В + С - Е = о, 
(В - F)x + А - D - Е = о, 
(D - F)x + С + F - Е = о. 

Эти равенства тождественно выполняются лишь в случае, когда 

D - F = о, 
В - F = о, 
В+С-Е= о, 

А - D - Е = о , 

С +F- Е = о. 
Выразим все коэффициенты через два из них (т = 2), например че
рез А и В. Из второго уравнения имеем F = В. Тогда, с учетом пер
вого уравнения, получаем D = В. Из четвертого уравнения находим 
Е = А - D, т. е. Е = А-В. Из третьего уравнения: С = Е - В, т. е. 

С = А - В - В, или С = А - 2В. Коэффициенты А и В - произвольные. 

Полагая А = 1, В = о, находим: С = 1, D = о, Е = 1, F = о. 
Полагая А = о, В = 1, находим: С = -2, D = 1, Е = -1, F = 1. 
Получаем два линейно независимых частных решения, соответ-

ствующих двукратному корню k = 1: 

У (2) _ еХ у(2) _ еХ у(2) - еХ и 
1-' 2-' 3-

УР) =хеХ , у;3) = (-2+х)еХ , У~З) = (-l+х)еХ . 
Записыва€м общее решение исходной системы: 

Уl = сl е2Х + С2еХ + сзхеХ, У2 = С2еХ + сз (х - 2)еХ , 

Уз = Cle
2x + С2еХ + сз(х - l)еХ • 4t 


