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Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕИНОИ АЛГЕБРЫ 

Лекции 1-3 

§1. МАТРИЦЫ 
1.1. Основные понятия 

Матрице11 называется прямоугольная таблица чисел, содержащая 

т строк одинаковой длины (или n столбцов одинаковой длины) . Ма­

трица записывается в виде 

А = ( ~~~ 
атl 

или, сокращенно, А = (aij), где i = 1, т (т. е. i = 1,2,3, ... ,т) - номер 
строки, j = 1, n (т. е. j = 1,2,3, ... , n) - номер столбца. 

Матрицу А называют матрицей размера т х n и пишут Атхn . Чи­

сла aij, составляющие матрицу, называются ее элементами. Элемен­
ты, стоящие на диагонали, идущей из верхнего угла, образуют главную 

диагональ. 

~ Матрицы равии Me;)ICiJy собоfi., если равны все соответствующие 
элементы этих матриц, т. е. 

А = В, если aij = bij , где i =1,m, j = 1,n. 
Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется 

tcваiJраmноfi.. Квадратную матрицу размера n х n называют матрицей 
n-го nоряiJtcа. 

Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов 

главной диагонали, равны нулю, называется iJuагональноfi.. 

Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной диаго­

нали равен единице, называется еiJuнu'Чноfi.. Обозначается буквой Е. 

Прu,м,ер 1.1. 

~X3~ О ~ О 
- единичная матрица 3-го порядка. 

Еnхn ~ (~' ~ ) 

- единичная матрица n-го порядка. 
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~ Квадратная матрица называется mреугольн.о11., если все элемен­

ты, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны 

нулю. 

~ Матрица, все элементы которой равны нулю, называется н.улево11.. 

Обозначается буквой о. Имеет вид 

O~ (:.: ..... :) 
в матричном исчислении матрицы О и Е играют роль чисел О и 1 

в арифметике. 

~ Матрица, содержащая один столбец или одну строку, называется 

ве'/Сторо,м, (или вектор-столбец, или вектор-строка соответствен­

но). Их вид: 

A~ (~J 
Матрица размера 1 х 1, состоящая из одного числа, отождествля­

ется с этим числом, т. е. (5)lXl есть 5. 
~ Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строки столб­

цом с тем же номером, называется матрицей тран.сnон.ирован.­

н.о11. к данной. Обозначается АТ . 

Так, если А= С ~), то АТ = (~ :), если А= (~), то АТ =(1 О). 
Транспонированная матрица обладает следующим свойством: 

(АТ)Т = А. 

1.2. Действия над матрицами 

Сложение 

Операция сложения матриц вводится только для матриц одинако­

вых размеров. 

Суммой двух .матриц Атхn = (aij) и Втхn = (bij ) называется 
матрица Ст х n = (Cij) такая, что Cij = aij + bij (i = 1, т, j = г,n). 

Прu,м,ер 1.2. 

( ~ -3 
5 

3 
-2 

3 
-5 

Аналогично определяется разность .матриц. 
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Умножение на число 

Произведением матрицъ! Атхn = (aij) на 'Число k называется ма­
трица Втхn = (b;j) такая, 'JTO bij = k· aij (i = 1,т, j = 1,n). 

Прu.меР 1.3. 

А_(О 
- 3 

-1 
4 ~ ) , k = 2, А· k = ( ~ -2 

8 1~ ). 

Матрица -А = (-1) . А называется nротивОnОЛOJlCноi1 матрице А. 

Разность матрицА - В можно определить так: А - В = А + (-В). 
Операции сложения матриц и умножения матрицы на 'Jисло обла­

дают следующими свойствами: 

1. А+В = В+А; 5. 1· А = А; 
2. А + (В + С) = (А + В) + С; 6. 0:. (А + В) = о:А + о:В; 

3. А+О = А; 7. (о: + (з) . А = о:А + {ЗА; 
4. А - А = О; 8. 0:. ((ЗА) = (0:{З) . А, 

где А, В, С - матрицы, о: и {З - 'Jисла. 

Элементарные преобразования матриц 

Элементарными nреобразованu.ями ·матриц являются: 

• перестановка местами двух параллельных рядов матрицы; 

• умножение всех элементов ряда матрицы на 'Jисло, ОТЛИ'Jное от 
нуля; 

• прибавление ко всем элементам ряда матрицы соответствующих 
элементов параллельного ряда, умноженных на одно и то же 'JИ­

сло. 

Е§] Две матрицы А и В называются Э1Свuвa.ttе'Нm'Н'bt.Мu, если одна из 

них ПОЛУ'Jается из другой с помощью элементарных преобразова­

ний. Записывается А rv В. 

При помощи элементарных преобразований любую матрицу можно 

привести к матрице, у которой в на'Jале главной диагонали стоят под­

ряд несколько единиц, а все остальные элементы равны нулю. Такую 

матрицу называют '1инони'Чесr.оi1, например 

(~ ~ 1 ~) 
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Прu.мер 1.4. Привести к каноническому виду матрицу 

A~ (Н ~1 :) 

Q Решение: Выполняя элементарные преобразования, получаем 
-2 

C~l :) ~~H о 2 -1 
4 О 5 

--------
~(~ 

О О 

5 2 
-15 -6 

: 5 : 2 

Произведение матриц 

2) ('1 I 
3 2 2 
2 О 1 ~ О 5 2 
О 4 1 О -15 -6 

J) ~ ~(~ О О 

-о 1 1 
-3 -3 

:3 

~ ~ ~)~ (~ ~ 
О О О О О 
l=.!.L1 

I ;) ~ 
-9 

о О) 
О О . 
О О 

• 
~ Операция умножения двух матриц вводится только для случая, 

когда "чuсло столб'Цов nервоfJ. ,матри'Ц"Ь! рав"Но "Чuслу стро"/С второfJ. 

,матри'Цы. 

Проuзведе"Нuе,м ,матри'Цы Атхn = (aij) "На .маm,рu'Цу Вn х р = (b jk ) 

называется матрица Стхр = (Cik) такая, что 

Cik = ai] . b 1k + ai2 . b2k + ... + ainbnk, где i = 1, т, k = г,р, 
т. е . элемент i-й строки и k-ro столбца матрицы произведения С равен 
сумме произведений элементов i-й строки матрицы А на соответству­

ющие элементы k-ro столбца матрицы В. 
ПО/1учение элемента Cik схематично изображается так: 

l~-:~:-:; : : :) 
Если матрицы А и В квадратные . одного размера, то произведения 

АВ и ВА всегда существуют. Легко показать, что А · Е = Е · А = А, где 
А - квадратная матрица, Е - единичная матрица того же размера. 

Прu.мер 1.5. (a ll 

а2] 
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Прu,м,ер 1.6. А = (~ ~ ~), В = (~ ~). Тогда произведение ' 
А · В не определено, так как число столбцов матрицы А (3) не совпада­
ет с числом строк матрицы В (2). При этом определено произведение 
В х А, которое считают следующим образом: 

В·А= С ~). с 2 
1 

1) = (1 + 9 
О 1+6 

2+3 
2+2 

1 + О) = (10 5 
1+0 7 4 

Матрицы А и В называются nерестаново'Чн'Ыми, если АВ = ВА. 
Умножение матриц обладает следующими свойствами: 

1. А· (В . С) = (А · В) . С; 3. (А + В) . С = АС + ВС; 
2. А· (В + С) = АВ + АС; 4. а(АВ) = (аА)В, 

если , конечно, написанные суммы и произведения матриц имеют 

смысл. 

Для операции транспонирования верны свойства: 

§ 2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
2.1. Основные понятия 

Квадратной матрице А порядка n можно сопоставить число det А 
(или IAI, или ~), называемое ее определителем, следующим образом: 

1. n = 1. А = (аl); detA = аl. 

2. n = 2. А = ( al1 а12 
) ; det А = I all а121 = all . а22 - а12 . а21' 

, а21 а22 а21 а22 

СИ а12 а,,) all а12 а1З 

3. n = З, А = а21 а22 а2З ; detA = а21 а22 а2З = 
аЗ1 аЗ2 азз аЗl аЗ2 азз 

Определитель матрицы А также называют ее детерминантом. 

Правило вычисления детерминанта для матрицы порядка N являет­
ся довольно сложным для восприятия и применения . Однако известны 

методы, позволяющие реализовать вычисление определителей высоких 

порядков на основе определителей низших порядков. Один из методов 

20 



основан на свойстве разложения определителя по элементам некото­

рого ряда (с. 23, свойство 7). При этом заметим, что определители 
невыСОКИХ порядков (1, 2, 3) желательно уметь вычислять согласно 
определению. 

Вычисление определителя 2-го порядка иллюстрируется схемой: 

1: :1 = I~I-I/.I 
Прu.мер 2.1. Найти определители матриц 

Q Решение : 

и ( 
cosa 

-sina 
sina) . 
cosa 

р ~31 = 2·6 - 5 . (-3) = 12 - (-15) = 27; 

I 
cosa 

-sina 
sin а I 2 . 2 = cos а + sш а = 1. 
cosa • 

При вычислении определителя 3-го порядка удобно пользоваться 

nравuло-м треугольников (или Саррюса), которое символически можно 

записать так: 

1: : :I~ I~I 
(основания 

равнобедренных 
треугольников 

парCUlЛельны 

главной 

днагонали) 

I~I 
(основания 

треугольников 

параллельны 

побочной 

диагонали) 

Прu.мер 2.2. Вычислить определитель матрицы 

Q Решение: 

detA = 

5 
А= 3 

6 

-2 1 
1 -4 
О -3 

= 5 ·1· (-3) + (-2) . (-4)·6 + 3· 0·1 - 6 ·1·1- 3· (-2) . (-3) - О· (-4) ·5= 

= -15 + 48 - 6 - 18 = 48 - 39 = 9. • 
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2.2. Свойства определителей 

Сформулируем основные свойства определителей, присущие опре­

делителям всех ПОРЯДКОD. Некоторые из этих свойств поясним на опре­

делителях 3-го порядка. 

Своf1ство 1 «<Равноправность строк и столбцов») . Определитель 

не изменится, если его строки заменить столбцами, и наоборот. 

Иными словами, , 

all а12 а1З all а21 аЗ1 

а21 а22 а2З = а12 а22 аЗ2 

аЗ1 аЗ2 азз аlЗ а2З азз 

а121 = I all 
а22 а12 

В дальнейшем строки и столбцы будем просто называть рядами оnре­

делите.л.я. 

Своf1ство 2. При перестановке двух параллельных рядов опреде-
литель меняет знак. 

,Ceof1cmeo 3. Определитель, имеющий два одинаковых ряда, равен 

нулю. 

Своf1ство 4. Общий множитель элементов какого-либо ряда опре­
делителя можно вынести за знак определителя. 

Из свойств 3 и 4 следует, что если все элемен,тЪL н,е1\,оторого ряда 
nроnорцион,альн,ы соответствующим элемен,там nараллельн,ого ряда, 

то ma1\,of1 определитель равен, н,улю. 

Q Действительно, 
all а12 а1З all а12 а1З 

k . all k· а12 k· а1З = k· all а12 а1З = k . О = О. • 
аЗ1 аЗ2 азз аЗ1 аЗ2 азз 

Своf1ство 5. Если элементы какого-либо ряда определителя пред­
стаВ'ляют собой суммы двух слагаемых, то определитель может быть 

разложен на сумму двух ~оответствующих определителей. 

Например, 

аll а12 а1З + Ь all а12 а1З all а12 Ь 
а21 а22 а2З + с = а21 а22 а2З + а21 а22 с 

аЗ1 аЗ2 азз + d аЗ1 аЗ2 азз аЗ1 аЗ2 d 
Своf1ство 6 «<Элементарные преобразования определителя»). 

Определитель не изменится, если к элементам одного ряда прибавить 

соответствующие элементы параллельного ряда, умноженные на лю­

бое число . 

Прu,м,ер 2.3. Доказать , что 

а1l а12 а1З all а1 2 а1З + k . а12 
~= а21 а22 а2З а2 1 а22 а2З + k· а22 

аЗ1 аЗ2 азз аЗ1 аЗ2 азз + k . аЗ2 
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Q Решение: Действительно, используя свойства 5, 4 и 3, получим 

all а12 аlЗ + k . а12 
а21 а22 а2З + k . а22 
аЗ1 аЗ2 азз + k . аЗ2 

а22 а2З + k· а21 
аЗ2 азз аЗ1 

а22 а22 =.6. + k . О = .6.. • 
аЗ2 аЗ2 

Дальнейшие свойства определителей связаны с понятиям и минора 

и алгебраического дополнения. 

~ Минором некоторого элемента aij определителя n-го порядка на­

зывается определитель n -1-го порядка, полученный из исходного 
путем вычеркивания строки и столбца, на пересечении которых нахо­

дится выбранный элемент. Обозначается mij. 

Так, если 

~ АЛ2ебраu-чес'/Сuм доnолненuем элемента aij определителя на­

зывается его минор, взятый со знаком «плюс», если сумма i + j -
четное число, и со знаком «минус», если эта сумма нечетная. Обозна­

чается Aij : A ij = (-1)Н] . mij. 

Так, A ll = +mll, АЗ2 = -mЗ2. 
Сво11сmво 7 «<Разложение определителя по элементам некоторого 

ряда»). Определитель равен сумме произведений элементов некоторого 

ряда на соответствующие им алгебраические дополнения. 
Проиллюстрируем и одновременно докажем свойство 7 на примере 

определителя 3-его порядка. В этом случае свойство 7 означает, что 

.6. = "о'21--а22---а2-З- = all . All + a12 . A12 + аlЗ . А1з · 
:-a-;i --a12 --0,1з1 

аЗl аЗ2 азз 

о в самом деле, имеем 

= all ·1 ~~~ ~:: 1 + а12 . ( -1 ~~~ ~:: 1) + аlЗ ·1 ~~~ ~~~ 1 = 
= аll(а22азз - а2з аЗ2) - а12(а21 азз - а2з аЗl) + аlз(а21аЗ2 - а22аЗl) = 

= all а22азз - all а2заЗ2 - а12а21 азз + а12а2заЗl + 
+ аlза21аЗ2 - аlза22аЗl = .6.. • 
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Свойство 7 содержит в себе способ вычисления определителей вы­
соких порядков . 

Прu..мер 2.4. Вычислите определитель матрицы 

5 7 8) 7 О 1 
5 3 2 . 

-1 7 4 

Q Решение: для разложения определителя обычно выбирают тот ряд, 
где есть нулевые элементы, т. к. соответствующие им слагаемые в раз­

ложении будут равны нулю. 

)---. 
: 3: 5 
:-1: 7 
: о: 5 
I I 

7 8 
О 1 
3 2 

t_~J -1 7 4 

= 

701 578 578 578 
=3· 5 3 2 +1 · 5 3 2 +0· 7 О 1 -1· 7 О 1 

-1 7 4 -1 7 4 -1 7 4 5 3 2 

= 3· (7·3·4 + (-1) . О . 2 + 5 . 7 . 1 - (-1) ·3· 1 - 7·7·2 - 5 . О . 4)+ 

+ (5·3·4 + (-1) · 7 · 2 + 5·7 · 8 - (-1) ·3·8 - 5·7·4 - 5 · 7·2)-

- (5· 0·2 + 7·1 · 5 + 7·3 · 8 - 5 · 0·8 - 3·1·5 - 7·7 · 2) = 122. • 

Свойство 8. Сумма произведений элементов какого-либо ряда оп­
ределителя на алгебраические дополнения соответствующих элемен­

тов параллельного ряда равна нулю. 

Так, например, allA21 + а12А22 + аlзА2З = о. 

§ 3. НЕВЫРОЖДЕННЫЕ МАТРИЦЫ 
3.1. Основные понятия 

Пусть А - квадратная матрица n-го порядка 

(

a ll 

А = ~~~ 
аnl 

~ Квадратная матрица А называется HeвЪLpo:нcдeHHoи, если опре­

делитель ~ = det А не равен нулю : ~ = det А "1 о. В противном 

случае (~ = О) матрица А называется вЪLpo:нcдeHHoи. 
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~ .МатрицеЙ, СОЮ3НОU 7с .матрице А, называется матрица 

(

All А21 Anl) 

А* = ~.l~ А22 ~~~, 
A 1n А2n Аnn 

где Aij - алгебраическое дополнение элемента aij данной матрицы А 

(оно определяется так же, как и алгебраическое дополнение элемента 

определителя) . 
~ Матрица А -1 называется обратнои матрице А, если выполняется 

Условие 
А . А -1 = А- 1 . А = Е, (3.1) 

где Е - единичная матрица того же порядка, что и матрица А. Ма­

трица А- 1 имеет те же размеры, что и матрица А. 

3.2. Обратная матрица 

Теорема 3.1. Всякая невырожденная матрица имеет обратную. 

о Проведем доказательство для случая матрицы 3-го порядка . Пусть 

А = (~~~ ~~~ 
аЗ1 аЗ2 

причем det А f:. о . 

Составим союзную матрицу 

А* = (~~~ 
А1з 

АЗ1) 
АЗ2 
Азз 

т. е. 

А . А * = det А . Е. (3.2) 
Здесь мы использовали свойства 7 и 8 определителей (см. п . 2.2). 
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Аналогично убеждаемся, что 

А· . А = det А . Е. 

Равенства (3.2) и (3.3) перепишем в виде 

А· А· 
А· -- = Е и detA' А = Е. 

de~A 

(3.3) 

Сравнивая полученные результаты с определением (3.1), получаем 

А· 
A- 1 

= detA' 
т. е. А- 1 = _1_. 

detA 

Отметим ceoiJ.cтea обратной матрицы: 

1. det(A- 1
) = de~A; 

2. (А· В)-1 = В-1 . А- 1 ; 

3. (A-l)Т = (AT)-l . 

Прu.мер 3.1 . Найти A-1
, если А = (_~ ~). 

АЗl) 
АЗ2 . 

Азз 

Q Решение: 1) Находим detA: detA = I_~ ~ I = 2 + 3 = 5 i- О. 

• 

2) Находим А· : All = 1, А21 = -3, Al2 = -(-1) = 1, А22 = 2, 

поэтому А· = С -~). 

(
1 -32) = (_5~l - _5;3) . 3) Находим A-I: А- 1 =! 1 

Проверка: 

А. А- 1 = (2 з) . (~-~) (~ + ~ -~ + ~) = (1 О) = Е .• 
-1 1 1 ~ _1 + 1 ;! + ~ О 1 

5 5 5 5 5 5 

Прu.мер 3.2. Определить, при каких значениях л существует ма­
трица, обратная данной: 
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Q Решение: Всякая невырожденная матрица имеет обратную. Найдем 
определитель матрицы А: 

-2 2 1 
~A= л 

2 
3 О = 3 - О + 2л - 12 - О + 2л = 4л - 9. 
1 1 

Если 4л - 9 f:. о, т. е. л f:. ~, то ~A f:. О, т. е. матрица А невырожденная, 
имеет обратную. • 

Прu,м,ер 3.3. Показать, что матрица А является обратной для В, 
если 

А= (: 
1 i) , В= (~з -3 

~2) 2 5 
3 -2 

Q Решение: Найдем произведение матриц А и В: 

А·В= (: 1 

~) 2 
3 

(

3-3+1 
3-6+3 
3-9+6 

(~з 
-3 

~2) = 5 
-2 

-3 + 5 - 2 
-3 + 10 - 6 
-3 + 15 - 12 

~ = ~:~) = (~ ~ ~) = Е. 
1-6+6 О О 1 

Аналогично В . А = Е. Следовательно, матрица А является обратной 
дляВ. • 

3.3. Ранг матрицы 

Рассмотрим матрицу А размера m х n. 

Выделим в ней k строк и k столбцов (k ~ min(mjn)). Из элемен­
тов, стоящих на пересечении выделенных строк и столбцов, составим 

определитель k-ro порядка. Все такие определители называются ми­
'Норами эmоu маmри'Ц'Ы. В матрице А пунктиром выделен минор 2-го 

порядка. (Заметим, что таких миноров можно составить С:;. . C~ штук, 
где C~ = k!(nn~ k)! - число сочетаний из n элементов по k.) 

27 



~ 'НаибоЛ!;,ший из порядков миноров данной матрицы, отличных от 

нуля, Iiазывается рангом матрицы. Обозначается т, т(А) или 
rangA. 

Очевидно, что О ~ r ~ min(m; n), где min(m; n) - меньшее из чисел 
m иn. 
~ Минор, порядок которого определяет ранг матрицы, называется 

базисным. У матрицы может быть несколько базисных миноров. 

Прu.мер 3.4. Найти ранг матрицы: 

(

2 О 4 
А = 3 О 6 

1 О -3 

Q Решение: Все миноры 3-го порядка равны нулю. Есть минор 2-го 

порядка, отличный от нуля I ~ _~ I = -15 i- О. Значит, т(А) = 2. 

Базисный минор стоит на пересечении 2 и 3 строки с 1 и 3 столбцами . 

• 
Отметим cBoi1cmBa ранга .матрицы: 

1. При транспонировании матрицы ее ранг не меняется. 

2. Если вычеркнуть из матрицы нулевой ряд, то ранг матрицы не 
изменится. 

3. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобразованиях 
матрицы (см. с. 18). 

Ранг канонической матрицы равен числу единиц на главной диа­

гонали. На этом OGHOBaH один из способов вычисления ранга матрицы. 

Пример 3.5. Найти ранг матрицы 

A~ (~ ~ ~1 :), 

используя результаты примера 1.4. 

Q Решение: В примере 1.4 показано, что 

A~ (~ ! Н) 
то есть 

А ~ (~ ~ ~ ~). 
Таким образом, ранг матрицы А равен т(А) = 2. • 
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§ 4. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
4.1. 'Основные понятия 

CucmeMOU линейных а.лгебраи"tес'Х:их уравнениu, содержащей т 

уравнений и n неизвестных, называется система вида 

{ 

al1Xl + a12x2 + ... + alnXn = b1 , 

~~~~~.~. ~~~~.2. ~ : : : .~.~~~~~. ~ .~2.' ... 
amlXl + ат2Х2 + ... + атnхn = Ьт , 

где числа aij, i = 1, т, j = 1, n называются 'Х:оэффи'Ц'U.ентам'U. системы, 
числа bi - свободн'ыии "tленами. Подлежат нахождению числа Хn . 

~ Такую систему удобно записывать в компактной .маmрuчноit 

форме 

Здесь А - матрица коэффициентов системы, называемая основноu 

матр'U.'ЦеU: 

А = (.~~.~ ... ~~~ ..... ... : .. ~.~~.) 
атl ат2 .. . атn 

Х -
- (x~':n~) - вектор-столбец из неизвестных Xj, 

в ~ (I) -вектор-столбец ит свободных члена. Ь;_ 
Произведение матриц А· Х определено, так как в матрице А столб­

цов столько же, сколько строк в матрице Х (n штук). 
Расширенноu матрицей системы называется матрица А системы, 

дополненная столбцом свободных членов 

г 
a12·· . aln Ь, ) 

А = ~~~ а22" . а2n Ь2 

атl ат2" . атn Ьт 

Решением системы называется n значений неизвестных Хl =Cl, Х2 =С2, 

... , Х,> = сп, при подстановке которых все уравнения системы обраща­
ются в верные равенства. Всякое решение системы можно записать в 
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виде матрицы-столбца 

С:= (~:) . 

сп 

~ Система уравнений называется coeoМecmHoil, если она имеет хотя 

бы одно решение, и HecoeoМecmHoil, если она не имеет ни одного 

решения'. 

Совместная система называется оnределе'Н/ной, если она имеет 

единственное решение, и 'Н,еоnределе'Н:ной, если она имеет более одного 

решения. В последнем случае каждое ее решение называется 'Част'Н,ым 

'реше'Н,ием системы. Совокупность всех частных решений называется 

общим реше'Н,ием. 

Решить систему - это значит выяснить, совместна она или не­

совместна, Если система совместна, найти ее общее решение. 

Две системы называются Э1>вивале'Н,т'Н,'Ыми (равносильными), если 

они имеют одно и то же общее решение . Другими словами, системы 

эквивалентны , если каждое решение одной из них является решением 

другой, и наоборот. 

~ Эквивалентные системы получаются, в частности, при элеме'Н,тар­
'Н,ЫХ nреобразова'Н,'ШIХ системы при условии, что преобразования 

выполняются лишь над строками матрицы . 

Система линейных уравнений называется од'Н,ород'Н,ой, если все сво­

бодные члены равны нулю: 

{ ~~l.~~ .~.~~~~~.~.::: ~ .~l.~~~. ~ ~' .. 
a,mlXl + ат2Х2 + ... + атnх" := о. 

Однородная система всегда совместна, так как Хl = Х2 = ... = Х" = О 
является решением системы. Это решение называется 'Н,улевым или 

тривиаль'Н,'ЫМ. 

4.2. Решение систем линейных уравнений. 
Теорема Кронекера-Капелли 

Пусть дана произвольная система т линейных уравнений с n не­
известными 

{ 
:а· m::l:X:l·: ::::: ~ • • .:::::: ~::.: .. 

+ ат2 Х2 + ... + атnх" = Ьт . 
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Исчерпывающий ответ на вопрос о совместности этой системы дает 

теорема Кроне-к;ера-Каnелл:u. 

Теорема 4.1. Система линейных алгебраических уравнений совместна 
тогда и только тогда, когда ранг расширенной матрицы системы равен 

рангу основной матрицы . 

Примем ее без доказательства. 

Правила практического разыскания всех решений совместной си­

стемы линейных уравнений вытекают из следующих теорем. 

Теорема 4.2. Если ранг совместной системы равен числу неизвест­
ных, то система имеет единственное решение. 

Теорема 4.3. Если ранг совместной системы меньше числа неизвест­
ных, то система имеет бесчисленное множество решений . 

Правило решения проиэвольной системы 

линейных уравнений 

1. Найти ранги основной и расширенной матриц системы . Если 

т(А) -:j:. тех), то система несовместна. I 

2. Если т(А) = тех) = т, система совместна. Найти какой-либо ба­
зисный минор порядка т (напоминание: минор, порядок которого опре­

деляет ранг матрицы , называется базисным). Взять т уравнений, из 

коэффициентов которых составлен базисный минор (остальные урав­

нения отбросить) . Неизвестные, коэффициенты которых входят в ба­
зисный минор, называют главными и оставляют слева, а остальные 

n - т неизвестных называют свободн'Ыми и пере носят в правые части 

уравнений . 

3. Найти выражения главных неизвестных через свободные . Полу­

чено общее решение системы. 

4. Придавая свободным неизвестным произвольные значения, по­
лучим соответствующие значения главных неизвестных. Таким обра­

зом можно найти частные решения исходной системы уравнений . 

Прu.мер 4.1. Исследовать на совместность систему 

{ 

Х + у = 1, 

3Х + 3у = -2. 
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<) Решение: 

А = (; ;), т(А) = 1, 

-_ (1 1 
А - 3 3 ~2)' теА) = 2 ( ~ = I ~ _; I тf о) . 

Таким образом, т(А) тf т(А), следовательно, система несовместна. • 

ПР1.l.,м,ер 4.2. Решить систему 

{
Хl ...,.. 2Х2 + Хз + Х4 = 1, 

Хl - 2Х2 + Хз - Х4 = -1, 

Хl - 2Х2 + Хз + ЗХ4 = З. 

<) Решение: т(А) = т(А) = 2. Берем два первых уравнения: 

{ Хl - 2Х2 +ri;+x~l = 1, ~ = 111 _11 1 = -2 тf О, 
Х! - 2Х2 +~~а_-=.:r.А.! = -1. 

{ 

Хз + Х4 = 1 - Х! + 2Х2, 
Хз -Х4 = -1-х! +2Х2. 

~2 = I ~ 1 - Х! + 2Х21_ -2 
-1 - Х! + 2Х2 - . 

Следовательно, Хз = -Хl + 2Х2, Х4 = 1 - общее решение. Положив, 

например, Хl = О, Х2 = О, получаем одно из частных решений : Х! = О, 
Х2 = О, Хз = О; Х4 = 1. • 

4.3. Решение невырожденных линейных систем. 
Формулы Крамера 

Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными 

~~l.~~ .~. ~~~~~.~. : : : ~ .~~~~~. ~ .Ь.2.' 
{

allX! + а12Х2 + ... + alnXn = b1 , 

аnl Хl + аn2Х2 + ... + аnnхn = Ьn 
или в матричной форме А . Х = В. 

Основная матрица А такой системы квадратная. Определитель 

этой матрицы 
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называется оnределителе,м, cucrneMbl. Если определитель системы от­
личен от нуля, то система назьrnается нев'Ырroteде'Н:н.оiJ.. 

Найдем решение данной системы уравнений в случае D. ~ О. 
Умножив обе части уравнения А . Х = в слева на матрицу А -1, 

получим А- 1 . А· Х = A-1 . В. Поскольку А-I . А = Е и Е · Х = х, то 

(4.1) 

Отыскание решения системы по формуле (4.1) называют ,м,атри'Ч­
Н'ЫМ сnособо,м, решения системы. 

Матричное равенство (4.1) запишем в виде 

(~:: .. ~:: .......... ~::) 
A1n А2n . . , Аnn ·ш 

то есть 

Отсюда следует, что 

Х - A 1nb1 + А2nЬ2 + ... + АnnЬn 
n- D. 

Но All Ь 1 + А21 Ь2 + ... + Аn1 Ьn есть разложение определителя 

по элементам первого столбца . Определитель D.l получается из опре­
делителя D. путем замены первого столбца коэффициентов столбцом 
из свободных членов . 

И ~ так, Хl = D. . 

, D." 
Аналогично: Х2 = tr' где D.2 получен из D. путем замены второго 

столбца коэффициентов столбцом из свободных членов ; хз = ~" " 
-~ ... ,Хn - D. . 

2 Конспеп лекциА по высшей математике. ПоЛНЫЙ курс 
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~ Формулы 

(4.2) 

называются формуламu Крамера. 

Итак, невырожденная система n линейных уравнений с n неиз~ 
вестными имеет единственное решение, которое может быть найдено 

матричным способом (4.1) либо-по формулам Крамера (4.2) . 

{ 2Хl - Х2 = О, 
Прuмер 4.3. Решить систему 

Хl + 3Х2 = 7. 

1

2 -1 1 Q Решение: 6.= 1 3 =7#0, ~ 1=14. 
Значит, Хl = + = 1, Х2 = 1/ =2. 

4.4.- Решение систем линейных уравнений методом 
Гаусса 

• 

ОдНЙм из наиболее универсальных и эффективных методов реше­

ний линейных алгебраических систем является м,етод Гаусса, состоя- , 

щий в ПОСЛ,едовательном исключении неизвестных. 

Пусть дана система уравнений 

{

allXl + a12X2 + ... + alnXn = b1 , 

~~l.~~ .~.~~~~~.~.'.'.'. ~ ~2.~~~.~ ~~ : 
amlxl +ат2Х2+ ... +атnхn = Ьт · 

(4.3) 

Процесс решения по методу Гаусса состоит из двух этапов . На пер­

вом этапе (прямой ход) система приводится к стуnен:ч,атом,у (В част­
ности, треуголъном,у) виду. 

Приведенная ниже система имеет ступенчатый вид 

{

allXl + a12X2 + ... + alkxk + ... + alnXn = b1 , 

а22Х2 + ... + a2k X k + ... + а2пХn = Ь2 , 

.. . ... . ...... . .... . . . ... ....... 
akkxk + .. . + aknXn = bk , 

где k ~ n, aii # О, i = Ц. Коэффициенты аи называются главным,и 
элементами системы. 

На втором этапе (обратныt! ход) идет последовательное определе­
ние неизвестных из этоt! ступенчатой системы . 
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Опишем метод Гаусса подробнее. 

Прямой ход. 

Будем считать, что элемент all -:р О (если al1 = О, то первым в 
системе запишем уравнение, в котором коэффициент при Хl отличен 

от нуля) . 

Преобразуем систему (4.3), исключив неизвестное Хl во всех урав­
нениях, кроме первого (используя элементарные преобразования си­
стемы). Для этого умножим обе части первого уравнения на -Qll и 

all 
сложим почленно со вторым уравнением системы. Затем умножим обе 

части первого уравнения на -~ и сложим с третьим уравнением си­
all 

стемы . Продолжая этот процесс, получим эквивалентную систему 

Здесь a~?, b~l) (i,j = 2,т) - новые значения коэффициентов и правых 
частей, которые получаются после первого шага. 

Аналогичным образом, считая главным элементом a~~) -:р О, ис­
ключим неизвестное Х2 из всех уравнений системы, кроме первого и 

второго, и так далее. Продолжаем этот процесс, пока это возможно. 

Если в процессе приведения системы (4.3) к ступенчатому виду по­
явятся нулевые уравнеfjИЯ, т. е. равенства вида О = О, их отбрасывают. 
Если же появится уравнение вида О = bi , а Ь; -:р О , то это свидетель­

ствует о несовместности системы. 

Второй этап (обратны.Й ход) заключается в решении ступенча­
той системы . Ступенчатая система уравнений, вообще говоря, имеет 
бесчисленное множество решений. В последнем уравнении . этой си­

стемы выражаем первое неизвестное Xk через остальные неизвестные 

(Xk+l, . .. , ХН). Затем подставляем значение Xk в предпоследнее урав­

нение системы и выражаем Xk-l через (Xk+l, ... , Хn); затем находим 

Xk-2, ... , Xl· Придавая свободным неизвестным (Xk+l, ..• , Хn ) произ­
вольные значения, получим бесчисленное множество решений системы. 

3а.ме'Ч,анuя : 1. Если ступенчатая система оказывается треуголь­
ной, т. е. k = n, то исходная система имеет единственное решение. Из 
последнего уравнения находим Хn , из предпоследнего уравнения Хn-l, 

далее поднимаясь по системе вверх, найдем все остальные неизвестные 

(Хn-2' . .. 'Хl). 
2. На практике удобнее работать не с системой (4 .3), а с расши­

ренной ее матрицей, выполняя все элементарные преобразования над 
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ее строками. Удобно, чтобы коэффициент all был равен 1 (уравнения 
переставить местами, либо разделить обе части уравнения на al1 i- 1). 

Прu.м.ер 4.4. Решить систему методом Гаусса: 

{
2Х1 - Х2 +3Хз - 5Х4 = 1, 
Хl - Х2 - 5хз = 2, 

3Хl - 2Х2 '- 2хз - 5Х4 = 3, 

7Хl - 5Х2 - 9хз - 10Х4 = 8. 

Q Решение: В результате элементарных преобразований над расши­
ренной матрицей системы 

(~ 
-1 3 -5 

~) (~ 
-1 -5 О 

i) --1 -5 О -1 3 -5 
-2 -2 -5 -2 -2 -5 
-5 -9 -10 -5 -9 -10 

- (~ 
-1 .,...5 О 

~з) (~ 
-1 -5 О 

iз) 1 13 -5 1 13 -5 
1 13 -5 -3 О О О 

2 26 -10 -6 О О О 

исходная система свел ась к ступенчатой: 

{ Xl - Х2 - 5хз = 2, 
Х2 + 13хз - 5Х4 = -3. 

Поэтому общее решение системы: Х2 = 5Х4 -13хз -3; Хl = 5Х4 -8хз -1. 
Если положить, например, Хз = О, Х4 = О, то найдем одно из частных 

решений этой системы Хl = -1, Х2 = -3, Хз = О, Х4 = о. • 

Прu.мер 4.5. Решить систему методом Гаусса: 

{ 

Хl + Х2 + Хз = 3, 

2Хl + 3Х2 + 2хз = 7, 

3Хl + Х2 + Хз = 5, 

5Хl - Х2 - Хз = 3. 

Q Решение: Произведем элементарные преобразования над строчками 
расширенной матрицы системы: 

3 ) 1 
-4 
-12 

(~:~~) (~~~:). 
0112 0000 
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Полученная матрица соответствует системе 

{
Хl + Х2 + Хз = 3, 

Х2 = 1, 

Хз = 1. 

Осуществляя; обратный ход, находим Хз = 1, Х2 = 1, Хl = 1. 

4.5. Системы линеиных однородных уравнении 

Пусть дана система линейных однородных уравнений 

{

allXl + a12X2 + ... + alnXn = о, 

a~, ~' . + ~'~~. ~ • .+~~~X" :0, 
amlXl +ат2Х2+··· +атnхn - о. 

• 

Очевидно, что однородная система всегда совместна (Т (А) = r (А)), 
она имеет нулевое (тривиальное) решение Хl = Х2 = .. ; = Хn = о . 

При каких условиях однородная система имеет и ненулевые реше­

ния? 

Теорема 4.4. Для того, чтобы система однородных уравнений имела 
ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг r ее основ­
ной матрицы был меньше числа n неизвестных, Т. е. r < n . 

о Необходимость. 
Так как ранг не может превосходить размера матрицы, то, очевид­

но , r ~ n . Пусть r = n . Тогда один из миноров размера n х n отличен 
от нуля. Поэтому соответствующая система линейных уравнений имеет 

~. 
единственное решение: Xi = t: = о, ~i = о, ~ f:- о. Значит, других, кра-

ме тривиальных, решений нет. Итак, если есть нетривиальное решение, 

то r < n. 
Достаточность. 

Пусть r < n. Тогда однородная система, будучи совместной, явля­
ется неопределенноЙ . Значит, она имеет бесчисленное множество реше­

ний, т. е . имеет и ненулевые решения. • 

Пусть дана однородная система n линейных уравнений с n неиз-
вестными 

{ 
~." ~' ~~ "Х, .+ ~ ~'~.X~ = О: 
anlXl + аn2Х2 + ... + аnnхn - о. 
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Теорема 4'.5. Для того, чтобы однородная система n линейных урав­
нений с n неизвестными имела ненулевые решения, необходимо и до­
статочно, чтобы ее определитель ~ был равен нулю, т. е. ~ = О. 

а Если система имеет ненулевые решения, то ~ = О. Ибо при ~ i- о 
система имеет только единственноС(, нулевое решение. Если же ~ = О, 

то ранг r основной матрицы системы меньше числа неизвестных, т. е. 
r < n. И, значит, система имеет бесконечное множество (ненулевых) 
решений. • 

Прu,м,ер 4.6. Решить систему 

а Решение: 

_ (1 -2 
А - 2 -3 

{ 
Хl - 2Х2 + 4хз = О, 

2Xl - 3Х2 + 5хз = О. 

4) . 
5 ' т(А) = 2 n = 3. 

Так как r < n, то система имеет бесчисленное множество решений. 
Найдем их 

{ 
Xl - 2Х2 = -4хз, 

2Xl - 3Х2 = -5хз. 

~l = I =:~: =~ I = 2хз, ~2 = 1; =:~: I = 3Хз, Стало быть, Хl 
~ ~ = 7t = 2хз, Х2 = 7f = 3Хз - общее решение. 

Положив Хз = О, получаем одно частное решение: Хl = О, Х2. = О, 
Хз = О. Положив Хз = 1, получаем второе частное решение: Xl = 2, 
Х2 = 3, Хз = 1 и т. д. • 


