
Глава 111. АНАЛИТИЧЕСКАЯ r;ЕОМЕТРИЯ 
НА IlЛОСКОСТИ 

Лекции 7-9 

§ 9. СИСТЕМА КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ 
9.1. Основные понятия 

~ Под систе,м,оu 7\:оординат на плоскости понимают способ, по­

зволяющий численно описать положение точки плоскости. Одной 

из таких систем является nря,м,оуго.ltЬНа.я (aer;;apmoBa) систе,м,а 7\:0-
ординат. 
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Прямоугольная система координат за­

дается двумя взаимно перпендикулярными 

прямыми - осями, на каждой из которых 

выбрано положительное направление и за­

дан единичный (масштабный) отрезок. 

Единицу масштаба обычно берут одинако­

вой для обеих осей. Эти оси называют ося­

.м:и "оорди'Нат, точку их пересечения О -
'На-чnло.м: "оорди'Нат. Одну из осей называ­

ют осью абс'U,uсс (осью Ох), другую ~ осью 

орди'Нат (осью Оу) (рис. 23). 
На рисунках ось абсцисс обычно располагают горизонтально и на­

правленной слева направо, а ось ординат - вертикально и направлен­

ной снизу вверх. Оси координат делят плоскость на четыре области -
-четвертu (или "вадра'Нт'Ы). 

Единичные векторы осей обозначают 2 и J (121 = IJI = 1,2 .L)). 
Систему координат обозначают Оху (или 02)), а плоскость, в ко­

торой расположена система координат, называют "оорди'Нат'Но11 n.лос­

r;;остью. 

Рассмотрим произвольную точку М плоскости Оху. Вектор О М 

называется paauycom-веr;;mором точки М. 

~ Координата,м,и тО-Ч7\:и М в системе координат Оху (Oi)) на­
зываются координаты радиуса-вектора ОМ. Если ОМ = (х; у), то 

координаты точки М записывают так: М(х; у), число х называется а6-

сциссоu точки М, у - ординатои точки М. 

Эти два числа х и у полностью определяют положение точки на 

плоскости, а именно: каждой паре чисел х и у соответствует единствен­

ная точка М плоскости, и наоборот. 
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Другой практически важной системой координат является поляр­

ная система ","оорди'Наm. Полярная система координат задается точкой 

О , называемой nол.1рСОМ, лучом Ор, называемым полярной осью, и еди­

ничным вектором ё того же направления, что и луч Ор. 

Возьмем на плоскости точку М, не совпадающую с О. Положение 

точки М определяется двумя числами: ее расстоянием r от полюса О 
и углом <р, образованным отрезком ОМ с полярной осью (отсчет углов 

ведется в направлении, противоположном движению часовой стрелки) 

(см. рис . 24). 
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Рис. 24 Рис . 25 

Числа r и <р называются nолярн'Ы.м.и JCoopdUHamaMtL точки М, 
пишут М(т; <р), при этом r называют nолярни.м. радиусо.м., <р -

nолярн'ЫМ угл.ом. 

Для получения всех точек плоскости достаточно полярный угол 

<р ограничить промежутком (-п; п] (или О ~ <р < 2п), а полярный 
радиус - [О; 00). В этом случае каждой точке плоскости (кроме О) 
соответствует единственная пара чисел r и <р, и обратно. 

Установим связь между прямоугольными и полярными координа­

тами . Для этого совместим полюс О с началом координат системы Оху, 

а полярную ось - с положительной полуосью Ох. Пусть х и у - пря­

моугольные координаты точки М, а r и <р - ее полярные координаты. 

Из рисунка 25 видно, что прямоугольные координаты точки М 

выражаются через полярные координаты точки следующим образом: 

{ Х = т · c.os<p, 

у=r·sш<р. 

Полярные же координаты точки М выражаются через ее декарто-

вы координаты (тот же рисунок) такими формулами: 

{ Т = Jx2 + у2, 
tg <р = 11... 

х 

Определяя величину <р, следует установить (по знакам х и у) че­

тверть, в которой лежит искомый угол, и учитывать, что -п < <р ~ п . 
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Прu.мер 9.1. Дана точка М(-l; -vз). Найти полярные коорди­
наты точки М. 

а Решение: Находим r и <р: 

r = JЗ+Т = 2, 
-Vз гn 

tg<p = -- = vЗ. 
-1 

Отсюда <р = J + 7Гn, n Е z. Но так как точка М лежит в З-йчетверти, 

то n = -1 и <р = J - 7г = - 2;. Итак, полярные координаты точки М 

есть r = 2, <р = -2;, т. е. М(2; -~7Г). • 

9.2. Основные приложения метода координат 
на плоскости 

Расстояние межАУ АВУМЯ точками 

Требуется найти расстояние d между точками A(Xl; Yl) и В(Х2; У2) 
плоскости Оху. 

а Решение: Искомое расстояние d равно длине вектора АВ = 
= (Х2 - Xl;Y2 - Yl), т. е. 

d = IABI = J(X2 - Xl)2 + (У2 - Yl)2. 

Деление отрезка В Аанном отношении 

Требуется разделить отрезок АВ, сое­

диняющий точки A(Xl;Yl) и В(Х2;У2) в за­
данном отношении л > О, т. е. найти коорди­
наты точки М(х; У) отрезка АВ такой, что 

1/1з = л (см. рис. 26). 

а Решение: Введем в рассмотрение векто­
ры АМ и М В. Точка М делит отрезок АВ 

в отношении л, если 

АМ=Л·МВ. (9.1) 
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Рис . 26 
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Но АМ = (X-Хl;У-Уl), т.е. АМ = (X-Хl)Z+(У-Уl)J и МВ = 
= (Х2 - х; У2 - У), т. е. М В = (Х2 - X)Z + (У2 - y)J. Уравнение (9.1) 
принимает вид 

(Х - Xl)Z + (У - Yl)J = Л(Х2 - X)Z + Л(У2 - y)J. 

Учитывая, что равные векторы имеют равные координаты, получаем 

Xl + ЛХ2 
Х - Xl = ЛХ2 - ЛХ, т. е. Х = (9.2) 

l+л 
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и 
У1 + ЛУ2 

У - Yl = ЛУ2 - ЛУ, т. е. У = 1 + л . (9.3) 

Формулы (9.2) и (9.3) называются Формуламu деле'Ния отреЗ1Са в да'Н­
'Нам от'Ноше'Нuu. В частности, при л = 1, т. е. еc.hи АМ = М В, то они 
примут вид Х = Х1! Х2, У = Yl! У2 В этом случае точка М(Х; у) 

является cepeauHoi1. отрезх:а АВ. • 

3аме'Ча'Нuе: Если л = О, то это означает, что точки А и М совпа­

дают, если л < О, то точка М лежит вне отрезка АВ - говорят, что 

точка М делит отрезок АВ внешним образом (л =1- -1, т. к. в противном 

случае ~Лfз· = -1, т. е. АМ + МВ = О, т. е. АВ = О). 

ПлощаАЬ треугольника 

Требуется найти площадь треугольни­

ка АВС с вершинами A(X1iY1), В(Х2;У2), 
С(ХЗiУз)· 

О Решение: Опустим из вершин А, В, С 
перпендикуляры АА1 , ВВ1 , СС1 на ось ОХ 
(см . рис. 27). Очевидно, что 

8АВС = 8AAtBtB + 8BtBCCt - 8AtACCt · 

Поэтому 

х 

~+~ ~+~ ~+~ 
8АВС = 2 . (Х2 - Xl) + -2- . (Хз - Х2) - -2- . (Хз - Xl) = 

= ~(X2Y1 - XIYl + Х2У2 - ХIУ2 + ХЗУ2 - Х2У2 + ХзУз-

- Х2УЗ - ХЗУ1 + XIY1 - ХзУз + ХIУЗ) = 
= ~(ХЗ(У2 - Yl) - Xl(Y2 - Yl) - Х2(УЗ - Уl) + Хl(УЗ - Yl)) = 

= -21 ((У2 - Уl)(ХЗ - Х1) - (УЗ - Уl)(Х2 - Xl)) = -21 1 Хз - Х1 
Уз - У1 

т. е. 

8/:; = ~ . I Хз - Хl 
2 Уз - Уl • 

3а.м.е'Ч,а'Нuе: Если при вычислении площади треугольника получим 

8 = О, то это означает, что точки А, В, С лежат на одной прямой, если 
же получим отрицательное число, то следует взять его модуль. 

9.3. Преобраэование системы координат 

Переход от одной системы координат в какую-либо другую назы­

вается nреобразова'Нuем системы х:оорди'Нат. 
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Рассмотрим два случая преобразования одной прямоугольной си­

стемы координат в другую. Полученные формулы устанавливают зави­

симость между координатами произвольной точки плоскости В разных 

системах координат. 

Параллельный перенос осей КООРАинат 

Пусть на плоскости задана прямоугольная система координат Оху. 

Под nараллел'Ь'НЪtМ nере'Носом осей координат понимают переход от си­

стемы координат Оху к новой системе 01 Х1 Yl, при котором меняется 
положение начала координат, а направление осей и масштаб остаются 
неизменными. 
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Рис. 28 

Пусть начало новой системы координат точка 01 имеет коорди­
наты (хо; Уо) в старой системе координат Оху, т. е. 01 (ХО; . Уо). Обозна­
чим координаты произвольной точки М плоскости в системе Оху через 

(х; у), а в новой системе 01Х1У1 через (х/; у/) (см. рис. 28). 
Рассмотрим векторы 

ОМ = х:[ + yJ, O~ = хо:[ + YoJ, 01М = х/:[ + у/Т 
Так как ОМ = O~ + 01М' то х:[ + у} = хо:[ + Уо} + х/:[ + y/J, т. е. 

х . :[ + у . J = (хо + х') . :[ + (Уо + у') . J. 
Следовательно, 

{ Х = хо + х', 
у = Уо + у'. 

Полученные формулы позволяют находить старые координаты х 

и у по известным новым х' и у' и наоборот. 

Поворот осей КООРАинат 

Под поворотом ocei1 х:оорди'Но.т понимают такое преобразование 
координат, при котором обе оси поворачиваются на один и тот же угол, 

а начало координат и масштаб остаются неизменными. 
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Пусть новая система 01 Х1 У1 получена поворотом системы Оху на 

угол а (см. рис. 29). 
Пусть М - произвольная точка плоскости, (х; у) - ее координаты 

в старой системе и (х'; у') - в новой системе. 

Введем две полярные системы координат с общим полюсом О и 

полярными осями ОХ и ОХ1 (масштаб одинаков). Полярный радиус r в 
обеих системах одинаков, а полярные углы соответственно равны а + <р 
и <р, где <р - полярный угол в новой полярной системе. 

По формулам перехода от полярных координат к прямоугольным 

имеем 

{ Х = r . cos(a + <р), 
у = r . sin(a +<р), {Х = r cos <р . c.os а - r s.in <р . sin а, 

т. е. 

у = r cos <р . sш а + r sш <р . cos а. 

Но r cos <р = х' и r sin <р = у'. Поэтому 

{ Х = х' cosa - у' sina, 

у = х' sin а + у' cos а. 

~ Полученные формулы называются формулам/и поворота ocefL. 
Они позволяют определять старые координаты (х; у) произвольной 

точки М через новые координаты (х'; у') этой же точки М, и наоборот. 

у уА 

Х! 

х 

О Х 

Рис. 29 Рис.' 30 

Если новая система координат 01 Xl Yl получена из старой Оху пу­
тем параллельного пере носа осей координат и последующим поворотом 

осей на угол а (см. рис. 30), то путем введения вспомогательной систе­
мы OlXY легко получить формулы 

{ 
х = х' . cos а - у' . sin а + хо, 
у = х' . sin а + у' . cos а + Уо, 

выражающие старые координаты х и у произвольной точки через ее 

новые координаты х' и у'. 
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§ 10. ЛИНИИ НА ПЛОСКОСТИ 
10.1 .. Основные понятия 

Линия на плоскости часто задается как м:н.ожество тО'{е1С, обла­

дающих некоторым только им присущим геометрическим свойством . 

Например, окружность радиуса R есть множество всех точек плоско­
сти, удаленных на расстояние R от некоторой' фиксированной точки О 

(центра окружности). 

Введение на плоскости системы координат позволяет определять 

положение точки плоскости заданием двух чисел - ее координат, а 

положение линии на плоскости определять с помощью уравнения (т. е. 
равенства, связывающего координаты точек линии). 

Уравнением Л'l.mии (или кривой) на плоскости Оху называется та­
кое уравнение Р(х; у) = о с двумя переменными, которому удовлетво­
ряют координаты х и у каждой точки линии и не удовлетворяют коор­

динаты любой точки, не лежащей на этой линии. 

. Переменные х и у в уравнении линии называются те1Сущu.ми ?CQ-

ординатами точек линии. 

Уравнение линии позволяет изучение геометрическИ?' свойств ли­

нии заменить исследованием его уравнения. 

Так, для того чтобы установить лежит ли точка А(хо; Уо) на данной 
линии, достаточно проверить (не прибегая к геометрическим построе­

ниям), удовлетворяют ли координаты точки А уравнению этой линии 

в выбранной системе координат. 

Прu.мер 10.1. Лежат ли точки К(-2; 1) и L(1; 1) на линии 

2х +у + 3 = О? 

<) Решение: Подставив в уравнение вместо х и у координаты точки К, 
получим 2 . (-2) + 1 + 3 = О. Следовательно, точка К лежит на данной 
линии. Точка L не лежит на данной линии, т. к. 2 . 1 + 1 + 3 i- О. • 

Задача о нахождении точек пересечения двух линий, заданных 

уравнениями Р1 (х;у) = О И Р2 (х;у) = О, сводится к отысканию точек, 
координаты которых удовлетворяют уравнениям обеих линий, т. е. сво­

дится к решению системы двух уравнений с двумя неизвестными: 

Если эта система не имеет действительных решений, то линии не пе­

ресекаются. 

Аналогичным образом вводится понятие уравнения линии в поляр­

ной системе координат. 
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Уравнение F(r; <р) = О называется уравнением aaHHoi1. линии в nо­
.л..яРНQi1. системе координат, если координаты любой точки, лежащей 

на этой линии, и только они, удовлетворяют этому уравнению. 

Линию'на плоскости можно задать при помощи двух уравнений: 

{ Х = x(t), 

у = y(t), 
(10.1) 

где х и у - координаты произвольной точки М(х; у), лежащей на дан­
ной линии, а t - переменная, называемая параметром; параметр t 
определяет положение точки (х; у) на плоскости. 

Например, если х = t + 1, у = t2 , то значению параметра t = 2 
соответствует на плоскости точка (3; 4), т. к. х = 2 + 1 = 3, у = 22 = 4. 

Если параметр t изменяется, то точка на плоскости перемещает­
ся, описывая данную линию. Такой способ задания линии называется 

nараметри'Чес'Х:uм, а уравнения (10.1) - nараметри'Чесr;;ими уравнени­
ями линии. 

Чтобы перейти от параметрических уравнений линии к уравнению 

вида F(x; у) = О, надо каким-либо способом из двух уравнений исклю-
чить параметр t. Например, от уравнений {х = t; путем подстанов-

у = t , 

ки t = х во второе уравнение, легко получить уравнение у = х2 ; или 
у - х2 = О, т. е. вида F(x; у) = о. Однако, заметим, такой переход не 
всегда целесообразен и не всегда возможен. 

Линию на плоскости можно задать ве'Х:­

торным уравнением f = f(t), где t - ска­
лярный переменный параметр. Каждому 

значению to соответствует определенный 

вектор То = f(to) плоскости. При изменении 
параметра t конец вектора f = f(t) опишет 

у 

некоторую линию (см. рис. 31). О х 
Векторному уравнению линии f = f(t) Рис. 31 

в системе координат Оху соответствуют 

два скалярных уравнения (10.1), т. е. уравнения проекций на оси ко­

ординат векторного уравнения линии есть ее параметрические уравне-

ния. 

Векторное уравнение и параметрические уравнения линии име­

ют механический СМblСЛ. Если точка перемещается на плоскости, то 

указанные уравнения назblваются уравнениями движенuя, а линия -
mpae'X:mopuei1. точки, параметр t при этом есть время. 

Итак, всякой линии на плоскости соответствует некоторое уравне­

ние вида F(x; у) = о . 
. 1 Конспект лекций по высшей математике. Полный курс 
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Всякому уравнению вида F(x; у) = о соответствует, вообще говоря, 
некоторая JЩНИЯ, свойства котор6й определяются данным уравнением 

(выражение «вообще говоря» означает, что сказанное допускает исклю­

чения . Так, уравнению (х - 2)2 + (у - з)2 = О соответствует не линия, 
а точка (2; 3); уравнению х2 + у2 + 5 = О на плоскости не соответствует 
никакой геометрический образ). 

В аналитической геометрии на плоскости возникают две основные 

задачи . Первая: зная геометрические свойства кривой, найти ее урав­

нение; вторая: зная уравнение кривой, изучить ее форму и свойства. 

На рисунках 32-40 приведены примеры некоторых кривых и Yl\a­
заны их уравнения . 
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r = R r = 2Н· cos<p r = 2Н· sin <р 

у 

R 

Х 

О ХО Х 

22 н'2 {X=Rcost, 
Х + у = или 

у = Rsin t 

Рис. 32. OJCp1PfCHOCmb радиуса R 

, / , / 

~~a-~~-
р 

/ , 
,,' ", 

Рис . 33. Ле.мниСJCаmа 
Бернулли 

Рис. 34. ТреXJtеnесmJCовая 
роза 

р 

Уравнение в прямоугольных коорди­

натах : (х 2 + у2)2 _ а2 (х2 _ у2) = О, 

а > О ; в полярных координатах: 

r = а · Jcos 2<р. 

в полярных координатах ее уравне­

~ие имеет вид r = а . сов З<р, где а > О. 
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о >е--+---.... 
р р р 

(а >Ь) (а <Ь) 

Рис. 35. Улит~а Пас~a.ttЯ 

Уравнение в полярных координатах имеет вид r = Ь + а cos <р. 

х 

Рис. 36. Полу~уби'Чес~ая 
парабола 
Уравнение кривой у2 = хЗ или 

р 

2а 

Рис. 38. Кардиоида 
Уравнение в полярных координатах 

имеет вид r = а(l +cos<p), где а > о. 
Кардиоида - частный случай улитки 

Паскаля (а = Ь). 
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у 

а 

а х 

Рис. 37. Астроида 
Уравнение в прямоугольных коорди-

222 
натах: х з +у 3 = аЗ; параметрические 
уравнения: 

{ Х = а . сosЗ t, 
У = а· siпЗ t. 

р 

Рис. 39. Спираль Архимеда 
Уравнение кривой в полярных коор­

динатах r = а<р, где а > О - постоян­

ное. 



х 

Рис. 40. Цшс,//,оида 

{ Х = a(t - sin t), 
Параметрические уравнения циклоиды имеют вид _ ( ) где а > о. Ци-

y-al-cost, 
клоида - это кривая, которую описывает фиксированная точка окружности, катя­

щаяся без скольжения по неподвижной прямой. 

10.2. Уравнения прямой на плоскости 

Простейшей из линий является прямая. Разным способам задания 

прямой соответствуют в прямоугольной системе координат разные ви­

ды ее уравнений. 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом 

Пусть на плоскости Оху задана произвольная прямая, не пар ал­

лельная оси Оу. Ее положение вполне определяется ординатой Ь точки 

N(O; Ь) пересечения с осью Оу и углом а между осью Ох и прямой 
(см. рис. 41). 

У 

YI---~r.: 

х' 

Под углом а (О ~ а < 1Г) наклона 
прямой пони мается наименьший угол, 

на который нужно повернуть вокруг 

точки пересечения прямой и оси Ох 

против часовой стрелки ось Ох до ее 

совпадения с прямой. 

Возьмем на прямой произвольную 

х точку М(х; у) (см . рис. 41). Проведем 
через точку N ось N х', параллельную 
оси Ох и одинаково с ней направлен­

ную. Угол между осью Nx' и прямой равен а . В системе Nx'y точка 
М имеет координаты х и у - Ь. Из определения тангенса угла следует 

х 

Рис. 41 

равенство tg а = '!L:::...!!., т. е. у :::: tg а . х + Ь. Введем обозначение tg а = k, 
х 

получаем уравнение 

(10.2) 

которому удовлетворяют координаты любой точки М(х; у) прямой. 

Можно убедиться, что координаты любой точки Р(х; у), лежащей вне 
данной прямой, уравнению (10.2) не удовлетворяют. 
~ Число k :::: tg а называется уг,//,овы.м 7Соэффициенmoм прямой, 

а уравнение (10.2) - уравнением nрямоiL с уг,//,овы.м 7Соэффи­

циентом. 

Если прямая проходит через начало координат, то Ь = О и, следо­
вательно, уравнение этой прямой будет иметь вид у :::: kx. 
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Если прямая параллельна оси Ох, то а = о, следовательно, k = 
= tg а = О и уравнение (10.2) примет вид у = ь. 

Если прямая параллельна оси Оу, то а = ~, уравнение (10.2) те-

ряет смысл, т. к . для нее угловой коэффициент k = tg а = tg ~ не 

существует. В этом случае уравнение прямой будет иметь вид 

х=а, (10.3) 

где а - абсцисса точки пересечения прямой с осью Ох. Отметим, что 

уравнения (10.2) и (10.3) есть уравнения первой степени. 

Общее уравнение прямой 

Рассмотрим уравнение первой степени относительно х и у в общем 

виде 

Ах+ Ву+С = о, (10.4) 

где А, В, С - произвольные числа, причем А и В не равны нулю 

одновременно. 

Покажем, что уравнение (10.4) есть уравнение прямой линии. Воз­
можны два случая . 

ЕсЛи В = о, то уравнение (10.4) имеет вид Ах + С = о, причем 
А =1 о, т. е. х = - ~ . Это есть уравнение прямой, параллельной оси Оу 

и проходящей через точку (- ~ ; о) . 
Если В of О, то из уравнения (10.4) получаем у = - ~ х - ~. Это 

есть уравнение прямой с угловым коэффициентом k = tg а = - ~ . 
Итак, уравнение (10.4) есть уравнение прямой линии, оно называ­

ется общим уравнением nря.моi1.. 

Некоторые частные случаи общего уравнения прямой: 

1) если А = о, то уравнение приводится к в'иду У = - ~. Это есть 
уравнение прямой, параллельной оси Ох; 

2) если В = о, то прямая параллельна оси Оу; 
3) если С = О, то получаем Ах+Ву = о. Уравнению удовлетворяют 

координаты точки 0(0; о), прямая проходит через начало координат. 

Уравнение прямой. проходящеiii через данную точку в данном 

направлении 

Пусть прямая проходит через точку м(хо; Уо) и ее направление 

характеризуется угловым коэффициентом k. Уравнение этой прямой 
можно записать в виде у = kx + Ь, где Ь - пока неизвестная величина. 

Так как прямая проходит через точку М(хо; уо), то координаты точки 

удовлетворяют уравнению прямой: уо = kxo + Ь. Отсюда Ь = уо - kxo . 
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Подставляя значение Ь в уравнение У = kx + Ь, получим искомое урав­
нение прямой У = kx + Уа - kxa, т. е. 

I У - Уа = k(x - ха). I (10.5) 

Уравнение (10.5) с различными значениями k называют также 
уравнен'UЯ.Ми nу·ч:х;а прямых с центром в точке М(Ха; Уа).·Из этого пуч­

ка нельзя определить лишь прямую, параллельную оси Оу. 

Уравнение прямой, проходящей через две точки 

Пусть прямая проходит через точки М1 (хl; Уl) и М2 (Х2; У2). Урав­
нение прямой, проходящей через точку М1 , имеет вид 

(10.6) 

где k - пока неизвестныЙ коэффициент. 

Так как прямая проходит через точку М2 (Х2;У2), то координаты 
этой точки должны удовлетворять уравнению (10.6): У2 -Уl = k(X2 -хl). 

Отсюда находим k == У2 - Уl . Подставляя найденное значение k в урав­
Х2 - хl 

нение (10.6), получим уравнение прямой, проходящей через точки М1 
. И М2 : 

У - УI Х - ХI 
= (10.7) 

Предполагается, что в этом уравнении хl =1- Х2, Уl =1- У2· 

Если Х2 = хl, то прямая, проходящая через точки М1 (xI; Уl) И 
М2 (Х2; У2), параллельна оси ординат. Ее уравнение имеет вид х = хl. 

Если У2 = YI, то уравнение прямой может быть записано в виде 
У == YI, прямая M 1M2 параллельна оси·абсцисс. 

Уравнение прямой в отрезках 

Пусть прямая пересекает ось Ох в точке М1 (а; О), а ось Оу - в 

точке М2 (0; Ь) (см. рис. 42). В этом случае уравнение (10.7) примет вид 

у 

у-о х-а 
= Ь-О О-а' 

т. е. 

ь Это уравнение называется уравнением 
---::o~-=====~~~~'--:;x nр.я.моi1 в оmрез'/Сах, так как числа а и Ь 

указывают, какие отрезки отсекает пря­

Рис. 42 мая на осях координат. 
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Уравнение прямой, проходящей через Аанную точку 

перпеНАИКУЛЯРНО Аанному вектору 

Найдем уравнение прямой, проходящей через заданную точку 

Мо(Хо; Уо) перпендикулярно данному ненулевому вектору n = (А; В). 
Возьмем на прямой произвольную точку М (х; у) и рассмотрим 

вектор МоМ = (х - - хо; у - Уо) (см. рис. 43). Поскольку векторы n 
и МоМ перпендикулярны, то их скалярное произведение равно нулю: 

n . МоМ = О, то есть 

1 А(х - хо) + В(у - Уо) = 0·1 (10.8) 

Уравнение (10.8) называется урав'Н,е'Н,ием nр.я..мо11., nроходящеl1 'tерез за­
да'Н,'Н,ую mO't7CY nерnе'Н,дu7СУ.ляр'Н,о зада'Н,'Н,ому ве7Стору. 

Вектор n = (А; В), перпендикулярный прямой, называется 'Н,ор­

ма.лЪ'Н,ЪtМ ве7Стором это11. nрямо11.. 

Уравнение (10.8) можно переписать в виде 

Ах+Ву +С = О, (10.9) 

где А и В - координаты нормального вектора, С = - Ахо - ВУо - сво­
бодный член. Уравнение (10.9) есть общее уравнение прямой 
(см. (10.4). 

у 

о х 
o~~~ ______ ~ ____ P_ 

Рис. 43 Рис. 44-

Полярное уравнение прямой 

Найдем уравнение прямой в полярных координатах. Ее положение 

можно определить, указав расстояние р от полюса О до данной прямой 

и угол а между полярной осью ОР и осью [, проходящей через полюс 
О перпендикулярно данной прямой (см . рис. 44). 

Для любой точки М(т;<р) на данной прямой имеем: 

прlОМ =р. 

71 



С другой стороны, 

. пр/ ОМ = IOMI . cos(a - <р) = r . cos(<p - а). 

Следовательно, 
(10.10) 

Полученное уравнение (10.10 и есть уравнение nря.м.оt1. в nО.I!.ЯрН'ЫХ "0-
ординатах. 

Нормальное уравнение прямой 

Пусть прямая определяется заданием р и а (см . рис . 45) . Рассмо­
трим прямоугольную систему координат Оху. Введем полярную систе­

му, взяв О за полюс и Ох за полярную ось . Уравнение прямой можно 

записать в виде 

r'cos(<p-а)-р=О, Т.е. r·соs<рсоsа+rsiп<рsiпа-р=О. 

Но, в силу формул , связывающих прямоугольные и полярные коорди­

наты, имеем: r cos <р = х, r sin <р = у. Следовательно, уравнение (10.10) 
прямой в прямоугольной системе координат примет вид 

1 х . cos а + у . sin а - р = 0· 1 (10.11) 

Уравнение (10.11) называется нормал.ьны.м уравнением nря.м.оt1.. 

х 

Рис. 45 

Покажем, как привести уравнение 

(10.4) прямой к виду (10.11). 
У множим все члены уравнения 

(10.4) на некоторый множитель л ::f. О. 
Получим лАх + лБу + лС = О. Это 
уравнение ДOJDКHO обратиться в урав­

нение (10.11). Следовательно, должны 
выполняться равенства: лА = cos а, 
лБ = sin а, лС = -р. Из первых двух 

Множитель л называется нормирующим Множител.ем. Согласно тре­
тьему равенству лС = -р знак нормирующего множителя противопо­
ложен знаку свободного члена С общего уравнения прямой. 

Прu.мер 10.2. Привести уравнение -3Х + 4у + 15 = О к нормаль­
ному виду. 

Q Решение : Находим нормирующий множитель л = 1 
- J(-З)2 + 42 

= -g. Умножая данное уравнение на л, получим искомое нормальное 
уравнение прямой: ~x - gy - 3 = О . • 
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10.3. Прямая линия на плоскости. Основные задачи 

Угол межАУ АВУМЯ прямыми и условия параллельности 

и перпеНАИКУЛЯРНОСТИ АВУХ ПРЯМЫХ 

Пусть прямые L 1 и L 2 заданы уравнениями с угловыми коэффи­

циентами У = k1 x + Ь 1 И У = k2.x + Ь2 (см. рис. 46) . 
Требуется найти угол <р, на который 

надо повернуть в положительном напра-

влении прямую L 1 вокруг точки их пере­

сечения до совпадения с прямой L 2• 

Q Решение: Имеем й2 = <р + йl (теорема 
о внешнем угле треугольника) или <р = 
= й2 - Ql· Если <р f:. i, то 

tgЙ2 - tgЙl 
tg<p = tg(Й2 - й1)= ----.::'---....:::....~ 

1 + tgЙ1 . tgЙ2 

Но tg й1 = k 1 , tg й2 = k2 , поэтому 

(10.12) 

у 

о 

откуда легко получим величину искомого угла. 

х 

Рис. 46 

• 
Если требуется вычислить острый угол между прямыми, не учиты­

вая, какая прямая является первой, какая.- второй, то правая ·часть 

формулы (10.12) берется по модулю, т. е. tg<p = 11 ~ ~ ~~21· 
~ Если прямые L1 и L2 параллельны, то <р = о и tg <р = О. Из форму-

лы (10.12) следует k2 - k 1 = О, т. е. k2 = k1 . И обратно, если прямые 
L 1 и L 2 таковы, что k1 = k2 , то tg <р = О, т. е. прямые параллельны. 
Следовательно, условием nарал.лел.ыютии двух прямых является ра­

венство их угловых 'lCоэффи'Циентов: k 1 = k2 . 

~ Если прямые L1 и L2 перпендикулярны, то <р = i. Следовательно, 
ctg <р = 1: k 1 k k2 = О. Отсюда 1 + k1 . k2 = О, т. е. k 1 . k2 = -1 

2 - 1 

(или k2 = -11)' Справедливо и обратное утверждение. Таким образом, 
условием nерnенди'ICулярности nрям'ы�x является равенство k 1 . k2 = -1. 

Расстояние от точки АО прямой 

Пусть заданы прямая L уравнением Ах + Ву + С = О и точка 
Мо(Хо;Уо) (см. рис . 47). Требуется найти расстояние от точки МО дО 
прямой L. 
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Q Решение: Расстояние d от точки Мо до прямой L равно модулю про­
екции вектора М1Мо , где M 1(XljYl) - произвольная точка прямой L, 

у 

о х 

L 

Рис. 47 

на направление нормального вектора 

n = (А; В). Следовательно, 

= VA2 + В2 
IAxo + ВУо - АХl - ВУ11 

= -=----=---y-:~A'=:<=2 =+=;B::::;2~----='= 

Так как точка М1 (хl j Уl) принадлежит 
прямой L, то АХl + ВУl + С = О, т. е. 

С = - АХl - ВУ1. Поэтому 

d = IAxo + ВУо + CI 
';А2 +В2 ' 

что и требовалось получить. 

(10.13) 

• 
Прu.мер 10.3. Найти расстояние от точки Мо (2; -1) до прямой 

3х + 4у - 22 = О. 

Q Решение: По формуле (10.13) получаем 

_13·2+4·(-1)-221_ 20_ 
d- - - - 4. 

';9 + 16 5 

§ 11. ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ 
11.1. Основные понятия 

• 

Рассмотрим линии, определяемые уравнениями второй степени от­

носительно текущих координат 

Ах2 + 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = О. (11.1) 

Коэффициенты уравнения - действительные числа, но по крайней ме­

ре одно из чисел А, В или С отлично от нуля . Такие линии называ­

ются лuн.u.ям,u (х;рив'ым,и) второго nор.яд'/Са. Ниже будет установлено, 

что уравнение (11.1) определяет на плоскости окружность, эллипс, ги­

перболу или параболу. Прежде, чем переходить к этому утверждению, 

изучим свойства перечисленных кривых. 
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11.2. Окружность 

~ Простейшей кривой второго порядка является окружность. Напо-

мним, что О'ICрY3fCносmью радиуса R с центром в точке МО назы­
вается множество всех точек М плоскости, удовлетворяющих условию 

МоМ = R. Пусть точка МО в пря-
моугольной системе координат 

Оху имеет координаты хо , Уо, а 

М(х;у) произвольная точка 

окружности (см . рис . 48). 
Тогда из условия МоМ = R по-

лучаем уравнение 

J(x - хо)2 + (у - 110)2 = R, 

то есть 

Уравнению (11.2) удовлетворя­
ют координаты любой точки 

у 

М(х;у) 

о х 

Рис. 48 

М(х; у) данной окружности и не удовлетворяют координаты никакой 

точки, не лежащей на окружности. 

Уравнение (11.2) называется 'l:"ан.он.'U'Чес,;;'Uм уравн.ен.ием о,;;ру:ж.н.о­
сти. 

В частности, полагая хо = О и уо = о, получим уравнение окруж­

ности с центром в начале координат х2 + у2 = R2 . 

Уравнение окружности (11.2) после несложных преобразований 
примет вид х2 + у2 - 2хох - 2уоу + Х6 + У5 - R2 = о. При сравнении этого 
уравнения с общим уравнением (11.1) кривой второго порядка легко 
заметить, что для уравнения окружности выполнены два условия: 

1) коэффициенты при х2 и у2 равны Me)j<дy собой; 
2) отсутствует член, содержащий произведение ху текущих коор­

динат. 

Рассмотрим обратную задачу. Положив в уравнении (11 .1) значе­
ния В = О и А = С =F О, получим 

Ах2 + Ау2 + 2Dx + 2Еу + F = о. (11.3) 

Преобразуем это уравнение: 

2 2 D Е F 
х + у + 2 А х + 2 А У + А = о, 

т. е. 
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т. е. 

( 
D)2 ( Е)2 Е2 

D
2 

F 
х + А + у + А = А2 + А2 - А· (11.4) 

Отсюда следует, что уравнение (11.3) определяет окружность при усло-
Е2 

D
2 

F ( D. Е) вии }f2" + }f2" - А > о. Ее центр находится в точке 01 - А' - А ' а 
радиус 

R= 
Б2 D 2 F 
А2 + А2 - А· 

Если же ~ + ~ - ~ = о, то уравнение (11.3) им~т вид 

Ему удовлетворяют координаты единственной точки 01 ( - ~; - ~). в 
этом случае говорят: «окружность выродилась в точку» (имеет нулевой 
радиус). 

Е2 D 2 F Если }f2" + А! - А < о, то уравнение (11.4), а следовательно, 

и равносильное уравнение (11.3), не определяет никакой линии, так 
как правая часть уравнения (11.4) отрицательна, а левая часть - це 

отрицательна (говорят: «окружность мнимая»). 

11.3. Эллипс 

Каноническое уравнение эллипса 

~ ЭJtJl.UnСО.м называется множество всех точек плоскости, сумма 

расстояний от каждой из которых до двух данных точек этой плос­

кости, называемых фО'ICуса.мu, есть величина постоянная, большая, 

чем расстояние между фокусами. 

Рис. 49 

Обозначим фокусы через F1 и F2 , 

расстояние между ними через 2с, а 

сумму расстояний от произвольной 

точки эллипса до фокусов - через 2а 

(см. рис. 49). По определению 2а > 2с, 
т. е. а> с. 

Для вывода уравнения эллипса 

выберем систему координат Оху так, 

чтобы фокусы F1 и F2 лежали на оси Ох, а начало координат совпа­

дало с серединой отрезка F1 F2 . Тогда фокусы будут иметь следующие 

координаты: F1 (-с; о) и F2 (Cj о). 
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Пусть М(х; у) - произвольная точка эллипса. Тогда, согласно 
определению эллипса, М Р1 + М Р2 = 2а, т. е. 

J(x + с)2 + у2 + J(x - с)2 + у2 = 2а. (11.5) 

Это, по сути, и есть уравнение эллипса. 

Преобразуем уравнение (11.5) к более простому виду следующИм 
образом: 

J(x + с)2 + у2 = 2а - J(x - с)2 + у2, 
х2 + 2сх + с2 + у2 = 4а2 - 4а . J(x - с)2 + у2 + х2 - 2сх + с2 + у2, 

aJ(x - с)2 + у2 = а2 - сх, 
а2х2 _ 2а2сх + а2 с2 + а2у2 = а4 - 2а2сх + с2х2 , 

(а2 _ с2 )х2 + а2у2 = а2 (а2 - с2). 

Так как а > С, то а2 
- с2 > о. Положим 

1 а2 
- с2 = b2

·1 

Тогда последнее уравнение примет вид Ь2х2 + а2у2 = а2Ь2 или 

х2 у2 

~ + ь2 = 1. 

(11.6) 

(11.7) 

~ Можно доказать, что уравнение (11.7) равносильно исходному 
уравнению. Оно называется 7I:анонu'ЧеС7l:UМ уравнением э.lt-

.ltиnса. 

Эллипс - кривая второго порядка. 

Исследование формы эллипса по его уравнению 

Установим форму эллипса, пользуясь его каноническим уравне­

нием. 

1. Уравнение (11.7) содержит х и у только в четных степенях, по­
этому если точка (х; у) принадлежит эллипсу, то ему также принадле­

жат точки (х; -у), (-х; у), (-х; -у). Отсюда следует, что эллипс сим-

метричен относительно осей Ох У Bl(Ojb) 
и Оу, а также относительно точ­

ки 0(0; о), которую называют цен-
тром эллипса. А2( -а; О) 

2. Найдем точки пересечения 
эллипса с осями координат. По­

ложив У = О, находим две точки 

А1 (а; о) и А2 ( -а; о), в которых ось Рис. 50 

х 

Ох пересекает эллипс (см. рис. 50). Положив в уравнении (11 .7) х = о, 
находим точки пересечения эллипса с осью Оу: В1 (о; Ь) и В2 (0; -Ь). 
Точки A 1 , А2 , В1 , В2 называются вершинами эллипса. Отрезки A 1A2 и 



В1 В2 , а также их длины 2а и 2Ь называются соответственно большой и 

малой осями эллипса. Числа а и Ь называются соответственно большой 

и малой полуосями эллипса. 

з. Из уравнения (11.7) следует, что каждое слагаемое в левой части 
2 ' 2 

не превосходит единицы, т. е. имеют место неравенства ? :( 1 и ~ :( 1 

или -а :( Х :( а и -Ь :( у :( Ь. Следовательно, все точки эллипса лежат 
внутри прямоугольника, образованного прямыми х = ±а, У = ±Ь. 

2 2 
4. В уравнении (11.7) сумма неотрицательных слагаемых? и ~ 

равна единице. Следовательно, при возрастании одного слагаемого дру­

гое будет уменьшаться, т. е. если Ixl возрастает, то lyl уменьшается и 
наоборот. 

Из сказанного следует, что эллипс имеет форму, изображенную на 

рис. 50 (овальная замкнутая кривая). 

Дополнительные сведения об эллипсе 

Форма эллипса зависит от отношения Q. При Ь = а эллипс превра-
а 

щается в окружность, уравнение эллипса (11.7) принимает вид х2 +у2 = 
= а2 . В качестве характеристики формы эллипса чаще пользуются от­
ношением .f.. 

а 

~ Отношение ~ половины расстояния между фокусами к большой 
полуоси эллипса называется Э7Ссценmрuсumеmо.м эJtJtunса и 

обозначается буквой с; (<эпсилоН»): 

I с; = ~, I (11 .8) 

причем 0< с; < 1, так как О < с < а. С учетом равенства (11.6) формулу 
(11.8) можно переписать в виде 

е = Ja'a- Ь' = Ja' :/ = Jl- (~)', 
т. е. 

c;=J1-(~)2 И ~=~. 
а 

Отсюда видно, что чем меньше эксцентриситет эллипса, тем эллипс бу­

дет менее сплющеННЫМj если положить с; = О, то эллипс превращается 
в окружность. 

Пусть M(XjY) - произвольная точка эллипса с фокусами F1 и 

F2 (см. рис. 51). Длины отрезков F1M = Т1 и F2 M = Т2 называются 
фо'/Саль'Н'Ыми радиусами точки М. Очевидно, 

Т1 + Т2 = 2а. 

78 



Имеют место формулы 

Тl = а + €X и Т2 = а - €x. 

х=-!! 
< 

у 

Рис. 51 

х=!!. Х 
< 

у 

х 

Рис. 52 

Прямые х = ±Q называются директриса,м,и эллипса. Значение 
€ 

директрисы эллипса выявляется следующим утверждением. 

Теорема 11.1. Если r - расстояние от произвольной точки эллипса 

до какого-нибудь фокуса, d - расстояние от этой же точки до соответ­

ствующей этому фокусу директрисы, то отношение а есть постоянная 

величина, равная эксцентриситету эллипса: а = €. 

Из равенства (11.6) следует, что а > Ь. Если же а < Ь, то уравне­
ние (11.7) определяет эллипс, большая ось которого 2Ь лежит на оси 
Оу, а малая ось 2а - на оси Ох (см. рис. 52). Фокусы такого эллипса 
находятся в точках Р1 (О; с) И Р2 (О; -с), где с = vb2 - а2 . 

11.4. Гипербола 

Каноническое уравнение гипеj1болы 

~ Гиnербо,//,о1J, называется множе-
ство всех точек плоскости, мо­

дуль разности расстояний от ка­

ждой из которых до двух данных то­

чек этой плоскости, называемых фо­

куса,м,и, есть величина постоянная, 

меньшая, чем расстояние между фо­

кусами. 
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Обозначим фокусы через Р1 и Р2 , расстояние между ними через 2с, 

а модуль разности расстояний от каждой точки гиперболы до фокусов 

через 2а. По определению 2а < 2с, т. е. а < с. 
Для вывода уравнения гиперболы выберем систему координат Оху 

так, чтобы фокусы Р1 и Р2 лежали на оси Ох, а начало координат 
совпало с серединой отрезка F1F2 (см. рис . 53). Тогда фокусы будут 
иметь координаты Р1 (-с; О) и Р2 (с; О) . 

~ Пусть М(х; у) - произвольная точка гиперболы. Тогда согласно 

определению гиперболы 1М Р1 - М Р2 1 = 2а или М Р1 - М Р2 = ±2а, 
т. е. J(x + с)2 + у2 - J(x - с)2 + у2 = ±2а. После упрощений, как это 
было сделано при выводе уравнения эллипса, получим 7I:aHOHu",eC7l:0e 
уравнение гunербол:ы 

где 

Ib2 ::c2
-a

2· 1 
Гипербола есть линия второго порядка. 

Исследование формы гиперболы по ее уравнению 

(11.9) 

(11.10) 

Установим форму гиперболы, пользуясь ее каконическим уравне­

нием. 

~ 1. Уравнение (11.9) содержит х и у только в четных степенях. Сле­
довательно, гипербола симметрична относительно осей Ох и Оу, 

а также относительно точки 0(0; О), которую называют центро,м ги­
nербол,'ы. 

2. Найдем точки пересечения гиперболы с осями координат. Поло­
жив у = О в уравнении (11.9) , находим две точки пересечения гипербо­
лы с осью Ох: A1(a;0) и А2 (-а;0). Положив х = О в (11.9), получаем 
у2 = _Ь2 , чего быть не может. Следовательно, гипербола ось Оу не 
пересекает. 

~ Точки А1 (а; О) и А2 ( -а; О) называются вершuна,мu гиперболы, а 
отрезок A1A2 = 2а - iJеi!сmвumельноi! осью, отрезок ·ОА 1 = 

= ОА2 = а - iJеi!ствumельноi! полуосью гиперболы. 

~ Отрезок B 1 B 2 (B1 B2 = 2Ь), соединяющий точки В1 (О; Ь) и В2 (0; -Ь) 
называется MHUMOi! осью, число Ь - MHUAtOi! полуосью. Пр я­

моугольник со сторонами 2а и 2Ь называется основны.м nря.моуголь-

HU7l:0M гunерболы. 2 
3. Из уравнения (11.9) следует, что уменьшаемое ~ не меньше 

2 а 

единицы, т. е. что ~ ~ 1 или Ixl ~ а. Это означает, что точки гипербо­
а 

лы расположены справа от прямой х = а (правая ветвь гиперболы) и 
слева от прямой х = -а (левая ветвь гиперболы). 
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у 

х 

Рис. 54 

4. Из уравнения (11.9) гиперболы видно, что когда Ixl возрастает, 
2 2 

то И lyl возрастает. Это следует из того, что разность ~ - р. сохраняет 
постоянное значение, равное единице. 

Из сказанного следует, что гипербола имеет форму, изображенную 

на рисунке 54 (кривая, состоящая из двух неограниченных ветвей). 

Асимптоты гиперболы 

Прямая L называется acuMnmomoi1 неограниченной кривой К, ес­
ли расстояние d от точки М кривой К до этой прямой стремится к нулю 
при неограниченном удалении точки М вдоль кривой К от начала ко­

ординат. На рисунке 55 приведена иллюстрация понятия асимптоты: 
прямая L является асимптотой для кривой К. 

2 2 
Покажем, что гипербола ~ - 1Gb = 1 имеет две асимптоты: , а 

(11.11) 

Так как прямые (11.11) и гипербола (11.9) симметричны относительно 
координатных осей, то достаточно рассмотреть только те точки ука­

занных линий, которые расположены в первой четверти. 

Возьмем на прямой У = Qx точку N имеющей ту же абсциссу х, 
а 

что и точка М(х;у) на гиперболе У = Qv'x2 - а2 (см. рис. 56), и найдем 
а 

разность М N между ординатами прямой и ветви гиперболы: 

MN = ~x - ~vx2 - а2 = ~(x - Vx2 - а2 ) = 
а а а 

аЬ 
= 

а х + v'x2 - а2 = -х-+-";Гх=;;2;=_=а::;;:2 



у 

В1 (О; Ь) 

.м L о 

Рис. 55 Рис. 56 

Как видно, по мере возрастания х знаменатель дроби увеличивается; 

числитель - есть постоянная величина. Стало быть, длина отрезка 

М N стремится к нулю. Так как М N больше расстояния d от точки М 
до прямой, то d и подавно стремится к нулю. Итак, прямые у = ±!2.х 

а 

являются асимптотами гипербольr (11.9). 

х 

Рис. 57 Рис. 58 

~ При построении гиперболы (11.9) целесообразно сначала построить 
основной прямоугольник гиперболы (см. рис. 57), провести пря­

мые, проходящие через противоположные вершины этого прямоуголь­

ника, - асимптоты гиперболы и отметить вершины A 1 и А2 гиперболы. 

Уравнение равносторонней гиперболы, 

асимптотами которой служат оси координат 

~ Гипербола (11.9) называется paBHocmopoH:,."eii., если ее полуоси 
равны (а = Ь). Ее каноническое уравнение 

х2 _ у2 = а2 . (11.12) 

Асимптоты равносторонней гиперболы имеют уравнения у = х и у =-х 
и, следовательно, являются биссектрисами координатных углов. 

Рассмотрим уравнение этой гиперболы в новой системе координат 

Ох'у' (см. рис. 58), полученной из старой поворотом осей координат 
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на угол о: = -~. Используем формулы поворота осей координат (их 

вывод показан на с. 63): 

х = х' cos о: - у' sin 0:, 

у = х' sin о: + у' cos 0:. 

Подставляем значения х и у в уравнение (11.12): 

( х' cos ( - ~) - у' sin ( _ ~) ) 2 _ (х' sin ( _ ~) + у' cos ( _ ~) ) 2 = а2 , 

1 (' ')2 1 ( , ')2 2 "а2 
, k "2 х + у -"2 -х + у . = а, Х· у = "2' или у х' , 

а2 

где k = т. 

Уравнение равносторонней гиперболы, для которой оси Ох и Оу 

являются асимптотами, будет иметь вид у = К. 
х 

Дополнительные СВЕ!Аения о гиперболе 

Е§] Э'ICсu,е'Н,mрuсumеmом гиперболы (11.9) называется отношение 
расстояния между фокусами к величине действительной оси ги­

перболы, обозначается .с:: 

Так как для гиперболы е > а, то эксцентриситет гиперболы боль­
ше единицы: с: > 1. Эксцентриситет характеризует 'Форму гиперболы. 

ь2 е2 Действительно, из равенства (11.10) следует, что -='I = -='I - 1, т. е. 
а а 

~=~ис:=J1+(~/. 
Отсюда видно, что чем меньше эксцентриситет гиперболы, тем 

меньше отношение 12. ее полуосей, а значит, тем более вытянут ее основ­
а 

ной прямоугольник. 

Эксцентриситет равносторонней гиперболы равен ,;2. Действ и-
тельно, 

с: = .:. = va2 
+ а2 

= J2a2 
= V2. 

а а а2 

ФО1Салъ1tые радиусы Т} = J(x + е)2 + у2 И Т2 = J(x - е)2 + у2 для 
точек правой ветви гиперболы имеют вид Т} = с:х + а и Т2 = с:х - а, а 

для левой - Т} = -(ЕХ + а) и Т2 = -(ЕХ - а). 

Прямые х = ±Q называются дире1Сmриеа.ми гиперболы. Так как 
Е 

для гиперболы Е > 1, то Q < а. Это значит, что правая директриса 
Е 

расположена между центром и правой вершиной гиперболы, левая -
между центром и левой вершиной. 
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Директрисы гиперболы имеют то же свойство J = е, что И дирек­
трисы эллипса. 

2 2 
Кривая, определяемая уравнением ~ - ~ = 1, также есть гипер-

бола, действительная ось 2Ь которой расположена на оси Оу, а мнимая 

ось 2а - на оси Ох. На рисунке 59 она изображена пунктиром. 

х 

Рис. 59 
2 2 2 2 

Очевидно, что гиперболы ~ - ~ = 1 и ~ - ~ = 1 имеют общие 

асимптоты. Такие гиперболы называются соnря:нсе'Н:н:ы.мu. 

11.5. Парабола 

Каноническое уравнение параболы 

ПараболоiJ. называется множество всех точек плоскости, каждая из 

которых одинаково удалена от данной точки, называемой фо-к:усо.м., и 

данной прямой, называемой дuре-к:mрuсоiJ.. Расстояние от фокуса F до 
директрисы называется nара.м.еmро.м. параболы и обозначается через р 

(р > О). 
ДЛЯ вывода уравнения параболы выберем систему координат Оху 

так, чтобы ось Ох проходила через фокус F перпендикулярно дирек­
трисе в направлении от директрисы к Р, а начало координат О рас­

положим посередине между фокусом и директрисой (см. рис. 60). В 

выбранной системе фокус F имеет координаты (~; о) , а уравнение ди-
ректрисы имеет вид х = - ~, или х + ~ = о. 
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Пусть М(х; у) - произвольная точка параболы. Соединим точку 

М с F. Проведем отрезок М N перпендикулярно директрисе. Согласно 
определению параболы М F = М N. По формуле расстояния между 
двумя точками находим: 

MF=J(x-Ю 2 +у2, а МN=J(х+Ю 2 +(у_у)2. 
Следовательно, J ( х - Ю 2 + у2 = J ( х + Ю 2. 

Возведя обе части уравнения в квадрат, получим 

2 2 

х2 - рх + т + у2 = х2 + рх + Т, 
т. е. 

(11.13) 

Уравнение (11.13) назьmается ,.;анон'U'Чес1ОUМ уравнением nарабол'Ы. Па~ 
рабола есть линия второго порядка. 

у 

у 

N+---JL--+....;M (х; у) х 

о х 

F(~; О) 

Рис. 60 Рис. 61 

Исследование форм параболы по ее уравнению 

1. В уравнении (11.13) переменная у входит в четной степени, зна­
чит, парабола симметрична относительно оси Ох; ось Ох является осью 

cu.м..м.eтpии параболы. . 
2. Так как р > О, то из (11.13) следует, что х ;::: О. Следовательно, 

парабола расположена справа от оси Оу. 

3. При х = О имеем у = О. Следовательно, парабола проходит через 
яачало координат. 

4. При неограниченном возрастании х модуль у также неограничен­
но возрастает. Парабола у2 = 2рх имеет вид (форму), изображенный 
на рисунке 61. Точка 0(0; О) называется верш'UноiJ. параболы, отрезок 
F М = r называется фо,.;альн'Ым радиусом точки М. 
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Уравнения у2 = -2рх, х2 = 2ру, х2 = -2ру (р > О) также опреде­
ляют параболы, они изображены на рисунке 62. 

у у 

х 

у2 = -2рх х2 = -2ру 

Рис. 62 

Нетрудно покаэать, что график квадратного трехчлена у = Ах2 + 
+ Вх + С, где А f= о, В и С любые действительные числа, представляет 
собой параболу в смысле приведенного выше ее определения. 

11.6. Общее уравнение линии второго порядка 

Уравнения кривых второго ПОРЯАка с осями симметрии, 

параллельными КООРАинатным осям 

Найдем сначала уравнение эллипса с центром в точке 01 (хо; уо), 
оси симметрии которого параллельны координатным осям Ох и Оу и 

полуоси соответственно равны а и Ь. Поместим в центре эллипса 01 
начало новой системы координат 01 х' у', оси которой 01 х' И 01 у' па­
раллельны соответствующим осям Ох и Оу и одинаково с ними напра­

вленны (см. рис. 63). 
В этой системе координат уравнение эллипса имеет вид 

,2 ,2 
Х У 
~+b2 = 1. 

Так как х' = х - хо, у' = х - уо (формулы параллельного переноса, см. 
с. 62), то в старой системе координат уравнение эллипса запишется в 
виде 

(х - хо)2 (у - уо)2 
а2 + Ь2 = 1. 

Аналогично рассуждая, получим уравнение гиперболы с центром 

в точке 01 (хо; уо) и полуосями а и Ь (см. рис. 64): 
(х - хо)2 _ (у - уо)2 = 1 

а2 Ь2 . 

И, наконец, параболы, изображенные на рисунке 65, имеют соответ­
ствующие уравнения. 
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у у' у 

х' 
yar-----~~~~------

х 

о Ха о 

Рис. 63 Рис. 64 

у у' у у' 

х' Х' 
уа yar-----------~~--

Х х 

о Ха о Ха 

(у _уо)2 = 2р(х -хо) (у - уо)2 = -2р(х - хо) 

у 

х' 

Х 

Х' 

х 

о Ха 

(х - хо)2 = 2р(у - уо) (х - хо)2 = -2р(у - уо) 

Рис. 65 

Уравнение Ах2 + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = О 
Уравнения эллипса, гиперболы, параболы и уравнение окружно­

сти (х - хо)2 + (у - уо)2 = R2 после преобразований (раскрыть скобки, 
перенести все члены уравнения в одну сторону, привести подобные чле­

ны, ввести новые обозначения для коэффициентов) можно записать с 
помощью единого уравнения вида 

Ах2 + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = О, (11.14) 

где коэффициенты А и С не равны нулю одновременно . 

Возникает вопрос: всякое ли уравнение вида (11 .14) определяет од­
ну из кривых (окружность, эллипс, гипербола, парабола) второго по­
рядка? Ответ дает следующая теорема. 
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Теорема 11.2. Уравнение (11.14) всегда определяет: либо окружность 
(при А = С). либо эллипс (при А . С > О). либо гиперболу (при 
А·С < О). либо параболу (при А·С = О). При этом возможны случаи 
вырождения: для эллипса (окружности) - в точку или мнимый эл­

липс (окружность). для гиперболы - в пару пересекающихся прямых. 

для параболы - в пару параллельных прямых. 

ПрtJ..Мер 11.1. Установить вид кривой второго порядка, заданной 
уравнением 4х2 + 5у2 + 20х - ЗОу + 10 = о. 

а Решение: Предложенное уравнение определяет эллипс (А·С = 4·5 > 
> О). Действительно, проделаем следующие преобразования: 

4 (х2 + 5х + 21) + 5(у2 - 6у + 9) - 25 - 45 + 10 = О, 

2 (х + ~) 2 (у _ з)2 
4(Х+Ю +5(у-з)2=60, 15 + 12 =1. 

Получилось каноническое уравнение эллипса с центром в 01 ( - ~; з) и 
полуосями а = JI5 и ь = V12. • 

Прu.мер 11.2. Установить вид кривой второго порядка, заданной 
уравнением х2 + 10х - 2у + 11 = о. 

а Решение: Указанное уравнение определяет параболу (С = О). Дей­
ствительно, 

х2 + 10х + 25 - 2у + 11 - 25 = О, 

(х + 5)2 = 2у + 14, (х + 5)2 ::;: 2(у + 7). 

Получилось каноническое уравнение параболы с вершиной в точке 

01(-5; -7) ир = 1. • 

Прu.мер 11.3. Установить вид кривой второго порядка, заданной 
уравнением 4х2 - у2 + 8х - 8у - 12 = О (А· С = -4 < О). 

а Решение: Преобразуем уравнение: 

4(х2 + 2х + 1) - (у2 + 8у + 16) - 4 + 16 -12 = О, 

4(х + 1)2 - (у + 4)2 = О, 

(2(х + 1) + (у + 4)) . (2(х + 1) - (у + 4)) = О, 
(2х + У + 6) (2х - у - 2) = о. 
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Это уравнение определяет две пересекающиеся прямые 2х + у + 6 = О 
и 2х' - у - 2 = О. • 

Общее уравнение второго ПОРЯАка 

Рассмотрим теперь общее уравнение второй степени с двумя неиз-

вестными: 

Ах2 + 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = О. (11.15) 
Оно отличается от уравнения (11.14) наличием члена с произведением 
координат (В =Р О). Можно, путем поворота координатных осей на угол 
а, преобразовать это уравнение, чтобы в нем член с произведением 

координат отсутствовал. 

Используя формулы поворота осей (с. 63) 

х = х' cos а - у' sin а, у = х' sin а + у' cos а, 

выразим старые координаты через новые: 

А(х' cos а - у' sin а)2 + 2В(х' cos а - у' sin а)(х' sin а + у' cos а)+ 

+ С(х' sina + у' cosa)2 + 2D(x' cosa - у' sina)+ 

+ 2Е(х' sina + у' cosa) + F = О . 
. Выберем угол а так, чтобы коэффициент при х' . у' обратился в 

нуль, т. е. чтобы выполнялось равенство 

т. е. 

т. е. 

Отсюда 

-2А cos а sin а + 2B(cos2 а - sin2 а) + 2С sin а cosa = О, 

(С - А) sin2а + 2Bcos2a = О, 

2В cos 2а = (А - С) sin 2а. 

2В 
tg2a = А-С' 

(11.16) 

(11.17) 

Таким образом, при повороте осей на угол а, удовлетворяющий 

условию (11.17), уравнение (11.15) сводится к уравнению (11.14). 
ВЫВОД: общее уравнение второго порядка (11.15) определяет на 

плоскости (если не считать случаев вырождения и распадения) следу­
ющие кривые: окружность, эллипс, гиперболу, параболу. 

За.ме'Ч-а'Н.uе: Если А = С, то уравнение (11.17) теряет смысл. В этом 
случае cos2a = О (см. (11.16)), тогда 2а = 90°, т. е. а = 45°. Итак, при 
А = С систему координат следует повернуть на 45°. 


