
Глава IV. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
В ПРОСТРАНСТВЕ 

I Лекции 10-121 

§ 12. УРАВНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ И ЛИНИИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ 

12.1. Основные понятия 

Ilоверхность и ее уравнение 

~ Човерхность в пространстве, как правило, можно рассматривать 

как геометрическое место точек, удовлетворяющих какому-либо 

условию. Например, сфера радиуса R с центром в точке 01 есть гео
метрическое место всех точек пространства, находящихся от точки 01 
на расстоянии R. 

Прямоугольная система координат Oxyz в пространстве позволя
ет установить взаимно однозначное соответствие между точками про

странства и тройками чисел х, у и z - их координатами. Свойство, 

общее всем точкам поверхности, можно записать в виде уравнения, свя

зьшающего координаты всех точек поверхности. 

~ Уравнение.м aaHHoii. поверхности в прямоугольной системе 
координат Oxyz называется такое уравнение F(x,y,z) = О с тремя 

переменными х, у и z, которому удовлетворяют координаты каждой 
точки, лежащей на поверхности, и не удовлетворяют координаты то

чек, н.е лежащих на этой поверхности. Переменные х, у и z в уравнении 
поверхности называются те7Сущи.ми 7Соордината.ми точек поверх

ности. 

Уравнение поверхности позволяет изучение геометрических 

свойств поверхности заменить исследованием его уравнения. Так, для 

того, чтобы узнать, лежит ли точка М1 (Х1; У1; Z1) на данной поверхно
сти, достаточно подставить координаты точки М1 в уравнение поверх
ности вместо переменных: если эти координаты удовлетворяют урав

нению, то точка лежит на поверхности, если не удовлетворяют - не 

лежит. 

Уравнение сферы 

Найдем уравнение сферы радиуса R с центром в точке 01 (ха; уа; za). 
Согласно определению сферы расстояние любой ее точки М(х; у; z) от 
центра 01 (ха; Уа; za) равно радиусу R, т. е. 01М = R. Но 01М = 101MI, 
где 01 М = (х - ха; У - Уа; z - za). Следовательно, 

J(x - Ха)2 + (У - Уа)2 + (z - za)2 = R 
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или 

I (х - хо)2 + (у - уо)2 + (Z - ZO)2 = R2 .1 
Это и есть искомое уравнение сферы. Ему удовлетворяют координаты 

любой ее точки и не удовлетворяют координаты точек, не лежащих на 

данной сфере. 

Если центр сферы 01 совпадает с началом координат, то уравнение 
сферы принимает вид х2 .+ у2 + Z2 = R2 . 

Если же дано уравнение вида Р(х; у; z) = О, то оно, вообще говоря, 
определяет в пространстве некоторую поверхность. 

Выражение «вообще говоря» означает, что в отдельных случаях 

уравнение Р(х; у; z) = О может определять не поверхность, а точку, ли
нию или вовсе не определять никакой геометрический образ. Говорят, 

«поверхность вырождается». 

Так, уравнению 2х2 + у2 + z2 + 1 = О не удовлетворяют никакие 
действительные значения х, у, z. Уравнению о· х2 + у2 + Z2 = О удовле
творяют лишь координаты точек, лежащих на оси Ох (из уравнения 
следует: у = О, Z = О, ах - любое число). 

Итак, поверхность в пространстве можно задать геометрически и 

аналитически. Отсюда вытекает постановка двух основных задач: 

1. Дана поверхность как геометрическое место точек. Найти урав
нение этой поверхности. 

2. Дано уравнение Р(х; У; z) = о. Исследовать форму поверхности, 
определяемой этим уравнением. 

Уравнения линии в пространстве 

Линию в пространстве можно рассматривать как линию пересе

чения двух поверхностей (см. рис. 66) или как геометрическое место 
точек, общих двум поверхностям. 

Если F1 (xjYjz) = о и F2 (x;y;z) = О - уравнения двух поверхно
стей, определяющих линию L, то координаты точек этой линии удо
влетворяют системе двух уравнений с тремя неизвестными: 

(12.1) 

~ Уравнения системы (12.1) называются уравнениями линии в 

{ У - О 
пространстве. Например, -, есть уравнения оси Ох. 

z=o 
Линию в пространстве можно рассматривать как траекторию дви

жения точки (см. рис. 67). В этом случае ее задают вех:mорн:ы.м урав-
нение.м 

r = r(t) (12.2) 
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Рис. 66 

или nара.м;еmрu'Ч,ес,.;u,м,u урав'Н,ен:ия,м,и 

{
Х = x(t), 

У = y(t), 
z = z(t) 

z 

проекций вектора (12.2) на оси координат. 

j 

Рис . 67 

Например, параметрические уравнения eunmoeoit линuи имеют 
вид 

{
Х = Rcost, 

У = Rsint, 
Z -lLt - 21r . 

Если точка М равномерно движется по образующей кругового ци

линдра, а сам цилиндр р'авномерно вращается вокруг оси, то точка М 

описывает винтовую линию (см. рис. 68) . 

12.2. Уравнения плоскости в пространстве 

Простейшей поверхностью является плоскость. Плоскость в про

странстве Oxyz можно задать разными способами. Каждому из них 
соответствует определенный вид ее уравнения. 

Уравнение ПЛОСКОСТИ, ПРОХОАящей через Аанную точку 

перпеНАИКУЛЯРНО Аанному вектору 

Пусть в пространстве Oxyz плоскость Q задана точкой 

Мо(Хо; уо; zo) и вектором fi = (А; В; С), перпендикулярным этой плос
кости (см. рис. 69) . Выведем уравнение плоскости Q. Возьмем на ней 
произвольную точку М(х; у ; z) и составим вектор 

МоМ = (х - хо;у - YojZ - zo). 
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Рис . 68 Рис. 69 

При любом расположении точки М на плоскости Q векторы n и 
МоМ взаимно перпендикулярны, поэтому их скалярное произведение 

равно нулю: n· МоМ = О, т. е. 

1 А(х - хо) + В(у - Уо) + C(z - zo) = 0·1 (12.3) 

Координаты любой точки плоскости Q удовлетворяют уравнению 
(12.3), координаты точек, не лежащих на плоскости Q, этому уравне
нию не удовлетворяют (для них n· МоМ f:. О). 
~ Уравнение (12.3) называется уравнение,м, nлос-х:осmи, nрохо-

д,ящеu 'Через данную mo'Ч-х:у Мо(Хо; уо; zo) nерnенди-х:ул.ярно 
ве-х:тору n = (А; В; С). Оно первой степени относительно текущих 
координат х, у и z. Вектор n = (А; В; С) называется нор,м,альны.м 
ве-х:торо,м, nлос-х:осmи. 

Придавая коэффициентам А, В и С уравнения (12.3) различные 
значения, можно получить уравнение любой плоскости, проходящей 

через точку Мо . Совокупность плоскостей, проходящих через данную 

точку, называется связ'Ко'it n.лос'Косmе'it, а уравнение (12.3) - уравнени
ем св,язкu n.лос'Косmеi1. 

Общее уравнение плоскости 

Рассмотрим общее уравнение первой степени с тремя переменными 

х, у и z: 
Ах + Ву + Cz + D = О. (12.4) 



Полагая,. что по крайней мере один из коэффициентов А, В или С не 

равен нулю, например В f:. О, перепишем уравнение (12.4) в виде 

А(х - О) + В (У + ~) + C(z - О) = О. (12.5) 

Сравнивая уравнение (12.5) с уравнением (12.3), видим, что урав
нения (12.4) и (12.5) являются уравнением плоскости с нормальным 

вектором n = (А; В; С), проходящей через точку M 1 (о; - ~; о). 
§ Итак, уравнение (12.4) определяет в системе координат Oxyz не

которую плоскость. Уравнение (12.4) называется общи,м, уравне
ние,м, nЛОС1Сосmи. 

Частные случаи общего уравнения плоскости: 

1. Если D = О, то оно цринимает вид Ах + Ву + Cz = О. Этому 
уравнению удовлетворяет точка 0(0; О; О). Следовательно, в этом слу
чае nлосх;ость проходит 'Через на'Ч.ало х;оординат. 

2. Если С = О, то имеем уравнение Ах + Ву + D = О. Нормальный 
вектор n = (А; В; О) перпендикулярен оси Oz. Следовательно, nлос
"ость параллельна оси OZi если В = 0- параллельнаоси Оу, А = 0-
параллельна оси Ох. 

3. Если С = D = О, то плоскость проходит через 0(0; О; О) парал
лельно оси Oz, т. е. плоскость Ах + Ву = О проходит 'Через ось Oz. 
Аналогично, уравнениям Ву + Cz = О и Ах + С z = О отвечают плоско
сти, проходящие соответственно через оси Ох и Оу . 

4. Если А = В = О, то уравнение (12.4) принимает вид Cz + D = О, 
т. е . z = - g. Плоскость параллельна nЛОСII:ости Оху. Аналогично, 
уравнениям Ах + D = О и Ву + D = О отвечают плоскости, соответ

ственно параллельные плоскостям Oyz и Oxz. 
5. Если А = В = D = О, то уравнение (12.4) примет вид Cz = О, т. е. 

z = О. Это уравнение nлосх;ости Оху. Аналогично: у = О - уравнение 

плоскости Oxz; х = О - уравнение плоскости Oyz. 

Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 

Три точки пространства, не лежащие на одной прямой, определяют 

единственную плоскость. Найдем уравнение плоскости Q, проходящей 
через три данные точки M1(Xl;Yl;Zl), M 2(X2iY2;Z2) и МЗ(ХЗiУЗ;ZЗ), не 
лежащие на одной прямой . 

Возьмем на плоскости произвольную точку М(х; У; z) и составим 
векторы M1M = (х - xl; У - Yl; z - Zl), M1M2 = (Х2 - xli У2 -Yl; Z2 - Zl), 
М1 Мз = (хз - xl; уз - Yl; Zз - Zl)' Эти векторы лежат на плоскости Q, 
следовательно, они компланарны. Используем условие компланарно

сти трех векторов (их смешанное произведение равно нулю), получаем 
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у - Уl Z - Zl 

Х2 - Хl У2 - Уl Z2 - Zl = о. (12.6) 
Хз - Хl Уз - Уl Zз - Zl 

Уравнение (12.6) есть уравнение плоскости, nроход.ящеU 'Через три дан-
ные то'Чки. 

Уравнение плоскости в отрезках 

Пусть плоскость отсекает на осях Ох, Оу и О Z соответственно 

отрезки а, Ь и С, т. е. проходит через три точки А(а; о; о), В(О; Ь; о) и 
с(о; о; с) (см. рис. 70). 

Подставляя координаты этих точек в уравнение (12.6), получаем 

Х - а у Z 

-а Ь О = о. 
-а О с 

Раскрыв определитель, имеем Ьсх - аЬс + abz + асу = о, т. е. Ьсх + асу + 
+ abz = аЬс или х у Z 

- + - + - = 1. (12.7) 

х 

а Ь с 

z 

с 

в 
у 

Рис. 70 Рис . 71 

Уравнение (12.7) называется уравнен:uе,м, nлос?Сосmu в оmрез
?Сах на осях. Им удобно пользоваться при построении плоскости. 

Нормальное уравнение плоскости 

Положение плоскости Q вполне определяется заданием единично
го вектора е, имеющего направление перпендикуляра ОК, опущенного 

на плоскость из начала координат, и длиной р этого перпендикуляра 

(см. рис . 71) . 
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Пусть ОК = р, а а, (3, "{ - углы, образованные единичным век

тором ё с Осями Ох, Оу и О z. Тогда ё = (cos а; cos (3; cos "(). Возьмем 
на плоскости произвольную точку М(х; у; z) и соединим ее с началом 
координат. Образуем вектор r = ОМ = (х; у; z). 

При любом положении точки М на плоскости Q проекция радиус
вектора r на направление вектора ё всегда равно р: прё r = р, т. е. 

т· ё = рили Ir. е - р = 0·1 (12.8) 

Уравнение (12.8) называется нормал.ьным уравнением nл.осt;;осmи 
в ве.,.mорно11 форме. Зная координаты векторов r и ё, уравнение (12.8) 
перепишем в виде 

1 xcosa + ycos(3 + zcos"{ - р = 0·1 (12.9) 

~ Уравнение (12.9) называется нормшtЬН'bl.М уравнением nJU)c
кости в KoopaUHamHo'it форме. 
Отметим, что общее уравнение плоскости (12.4) можно привести к 

нормальному уравнению (12.9) так, как это делалось для уравнения 
прямой на плоскости. А именно: умножить обе части уравнения (12.4) 

на нормирующий множитель л = J 1 , где знак берется 
± А2 + В2 +С2 

противоположным знаку свободного члена D общего уравнения плос
кости. 

12.3. ПЛОСКОСТЬ. Основные задачи 

Угол меЖАУ АВУМЯ ПЛОСКОСТЯМИ. УСЛОВИЯ параллельности 

и перпеНАИКУЛЯРНОСТИ АВУХ плоскостей 

Пусть заданы две плоскости Q1 и Q2: 

A1x + B1y + C1z + D 1 = о, 
А2 х + в2у + C2z + D2 = о. 

~ Под углом ме-;нсду плоскостями Q1 и Q2 пони мается один из 
двугранных углов, образованных этими плоскостями. 

Угол <р между нормальными векторами nl = (A1;B1;C1 ) и n2 = 
= (А2 ; В2 ; С2) плоскостей Ql и Q2 равен одному из этих углов (см. 

рис. 72). Поэтому cos <р = I n1
1 
. j2 I или 

nl . n2 

A1 A2 + В1 В2 + С1 С2 cos <р =. . 
J Ai + Bi + Ci . v А§ + B~ + C~ 

ДЛЯ нахождения острого угла следует взять модуль правой части. 

Если плоскости Ql И Q2 перпендикулярны (см. рис. 73, а), то та

ковы же их нормали, т. е. nl .1 n2 (и наоборот). Но тогда nl . n2 = о, 

96 



а б 

Рис. 72 Рис. 73 

т. е. A1A2 + B1B2 + C1C2 = о . Полученное равенство есть условие nер
nенди1!:у.л.яр1tосmи двух nЛОС1!:осmеi1 Ql и Q2. 

Если плоскости Q1 И Q2 параллельны (см. рис. 73, 6), то будут 
параллельны и их нормали n1 и n2 (и наоборот). Но тогда, как известно, 

координаты векторов пропорциональны: % = t = §;. Это и есть 
условие nарал.лел'Ьносmи двух nЛОС1!:осmеi1 Q1 и Q2. 

Расстояние от точки ДО плоскости 

Пусть задана точка Мо(хо; Уо; ZO) и плоскость Q своим уравнением 
Ах + Ву + С Z + D = о. Расстояние d от точки МО дО плоскости Q 
находится по формуле 

d = IAxo + Вуо + Czo + DI. 
JA2 +В2 +С2 

Вывод этой формулы такой же, как вывод формулы расстояния от 

точки Мо(хо;уо) до прямой Ах + Ву + С = О (см. с. 73) . 
Расстояние d от точки МО ДО плоскости Q равно модулю проек

ции вектора M1Mo, где М1 (X1; Y1; Zl) - произвольная точка плоскости 
Q, на направление нормального вектора n = (А; В; С) (см. рис. 74). 
Следовательно, 

d=lп -М М 1=1~·nl=l(хо-Х1)А+(УО-У1)В+(ZО-Zl)СI= 
рn 1 О Inl J А2+В2+С2 

IAxo+BYo+Czo-Ах1-ВУ1-СZ11 
:= 

JA2+B2+C2 

А так как точка M1(Xl;Y1;Zl) принадлежит плоскости Q, ТО 

АХ1 + ВУ1 + CZ1 + D = о, т. е. D = -АХ1 - ВУ1 - Cz1. 

IAxo + Вуо + Czo + DI Поэтому d = ..J. Отметим, что если плоскость Q 
А2 + В2 + С2 

задана уравнением х cos а + У cos {J + Z cos 'у - р = о, то расстояние от 
·1 Конспект лекций по высшей М&ТeM8ТJtKe. Полиыд курс 
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точки Мо(хо; Уо; Zo) до плоскости Q может быть найдено по формуле 

d = Ixo cos о: + Уо cos /3 + Zo cos, - pl· 

L 
z 

z 

х х 

Рис. 74 Рис. 75 

12.4. Уравнения прямой в пространстве 

Векторное уравнение прямой 

§ Положение прямой в пространстве вполне определено, если задать 

какую-либо точку Мо на прямой и вектор В, параллельный этой 
прямой. Вектор S называется наnравляющu.м ве7Сторо.м nря.моtt. 
Пусть прямая L задана ее точкой Мо(Хо; уо; zo) и направляющим векто
ром 5 = (т; n;р). Возьмем на прямой L произвольную точку М(х; У; z). 
Обозначим радиус-векторы точек Мо и М соответственно через ГО и г. 
Очевидно, что три вектора го, г и МоМ связаны соотношением 

Г=Го+МоМ. (12.10) 

Вектор МоМ, лежащий на прямой L, параллелен направляюще
му вектору 5, поэтому МоМ = t5, где t - скалярный множитель, 
называемый nара.меmро.м, может принимать различные значения в за

висимости от положения точки М на прямой (см . рис . 75). 
Уравнение (12.10) можно записать в виде 

I г = го + ts·1 (12.11) 

§ Полученное уравнение называется ве7Сторны.м уравнение.м 

nря.моtt. 

Параметрические уравнения прямой 

Замечая, что г = (х ; У; z ), го = (хо; Уо; zo), t5 = (tm; tn; tp), уравне
ние (12.11) можно записать в виде 

xl + У] + zk = (хо + tm)l + (Уо + tn)] + (zo + tp)k. 
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Отсюда следуют равенства: 

{
Х = ха +mt, 
у = уа + nt, 

z = Zo + pt. 

(12.12) 

Они называются nара.м.еmрu'Чес7СUМU уравнен:иямu nр.я.моЙ в простран

стве. 

Канонические уравнения прямой 

Пусть S = (т;n;р) - направляющий вектор прямой L 
и Мо(Хо; Уо; zo) - точка, лежащая на этой прямой . Вектор МоМ, соеди
няющий точку МО с произвольной точкой М(х; у; z) прямой L, паралле
лен вектору В. Поэтому координаты вектора МоМ =(х-хо; У-Уа; z-zo) 
и вектора S = (т;n;р) пропорциональны: 

17=~=~· 1 (12.13) 

§ Уравнения (12.13) называются 7Санонuчес7СUЛtu уравненtl.ЯЛtu 
nряЛtоil в пространстве. 

За.м.е'Чанuя: 1) Уравнения (12.13) можно было бы получить сразу 
из параметрических уравнений прямой (12.12), исключив параметр t. 
Из уравнений (12.12) находим 

х - хо у - Уо z - Zo --= --= --= t. m n р 

2) Обращение в нуль одного из знаменателей уравнений (12.13) 
означает обращение в нуль соответствующего числителя. 

Например, уравнения Х"3 2 = у ~ 4 = z О 1 задают прямую, про-
ходящую через точку Мо (2; -4; 1) перпендикулярно оси Oz (проекция 
вектора S на ось Oz равна нулю). Но это означает, что прямая лежит 
в плоскости z = 1, и поэтому для всех точек прямой будет z - 1 = о. 
Уравнение прямой в пространстве, ПРОХОАящей 

через Аве точки 

Пусть прямая L проходит через точки М1 (хl; Yl; ZI) и М2 (Х2; У2; Z2). 
В качестве направляющего вектора S можно взять вектор !vI1 М 2 = 
= (Х2 - хl; У2 - Уl; Z2 - ZI), т. е. S = Мэ М2 (см. рис. 76). Следовательно, 
m = Х2 - хl, n = У2 - Yl, Р = Z2 - zl· Поскольку прямая проходит 
через точку M J (Xl;Y1;ZI), то , согласно уравнениям (12.13),-уравнения 
прямой L имеют вид 

х - Хl У - Уl 
= (12.14) 

Х2 - Хl У2 - Уl 
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Уравнения (12.14) называются уравнениями nря.м.оii., nроходя
щеii. 'Через · аве данные mО'ЧJCи. 

z 

о 
х 

Рис . 76 Рис. 77 

Общие уравнения прямой 

Прямую в пространстве можно задать как линию пересечения двух 

непараллельных плоскостей. Рассмотрим систему уравнений 

{
AIX+BIY+CIZ+Dl =0, 

А2х + В2У + C2 Z + D 2 = о. (12.15) 

Каждое из уравнений этой системы определяет плоскость. Если плос

кости не параллельны (координаты векторов nl = (A1 ; B 1 ; C1) И n2 = 
= (А2 ; В2 ; С2 ) не пропорциональны), то система (12.15) определяет пря
мую L как геометрическое место точек пространства, координаты ко
торых удовлетворяют каждому из уравнений системы (см. рис . 77). 
Уравнения (12.15) называют общим/и уравнеН'ШIМи nр.я.моi1. 

От общих уравнений (12.15) можно перейти к каноническим урав

нениям (12.13). Координаты точки МО на прямой L получаем из систе
мы уравнений (12.15), придав одной из координат произвольное значе
ние (например, Z = о). 

Так как прямая L перпендикулярна векторам nl и n2, то за напра

вляющий вектор S прямой L можно принять векторное произведение 

i j k 
S = nl Х n2 = A1 В1 С1 

А2 В2 С2 

За.ме'Ч,ан.uе: Канонические уравнения прямой легко получить, взяв 

две какие-либо точки на ней и применив уравнения (12.14). 
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Прu.мер 12.1. Написать канонические уравнения прямой L, за
данной уравнениями 

{Х + У - Z + 1 = О, 
2х - У - 3z + 5 = о. 

Q Решение: Положим z = О и решим систему Находим { Х+У=-l, 2х - У = -5. 

точку M 1(-2; 1;0) Е L. Положим У = О и решим систему {X-Z=-l, 
2x-3z=-5. 

Находим вторую точку М2 (2; О; 3) прямой L. Записываем уравнение 
прямой L, проходящей через точки М1 и М2 : 

х+2 у-1 z 
= = 4 -1 3 • 

12.5. Прямая линия в пространстве. Основные задачи 

Угол межАУ прямыми. УСЛОВИЯ параллельности 

И перпеНАИКУЛЯРНОСТИ прямых 

Пусть прямые L 1 и L 2 заданы уравнениями 

Рl 

и 

m2 n2 Р2 

Под углом между этими прямыми по

нимают угол между направляющими 

векторами SI = (ml;nl;Pl) и S2 = Рис . 78 
= (m2; n2;Р2) (см. рис. 78). Поэтому, 
по известной формуле для косинуса угла между векторами, получаем 

_ В1· В2 
cos<p - IS11 . IS 21 или 

(12.16) 

Для нахождения острого угла между прямыми L 1 и L 2 числитель пра

вой части формулы (12.16) следует взять по модулю. 
Если nря.м:ые L j и L 2 nерnен.дш<;;ул.ярн:ы, то в этом и только в этом 

случае имеем coscp = о . Следовательно, числитель дроби (12.16) равен 
нулю, т, е . m1m2 + nln2 + РIР2 = о. 
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Если nр.ямые L 1 'u L 2 nарал.лел'Ь'Н.ы, то параллельны их направля

ющие BeKTopbCS\ и $2. Следовательно, координаты этих векторов про
порционал,ьны, т. е. ~ = & = 'El.. 

m2 n2 Р2 

Прu.мер 12.2. Найти угол между прямыми 

Х 

2 
у-2 

-1 

z+2 
3 

и {
2X+Y-Z-1=0, 

2х - у + 3Х + 5- = О. 

Q Решение: Очевидно, $1 = (2; -1; 3), а $2 = n1 Хn2, где n1 = (2; 1; -1), 
n2 = (2; -1; 3). Отсюда следует, что $2 = (2; -8; -4). Так как $1 . $2 = 
= 4 + 8 - 12 = О, то <р = 900. • 

Условие. при котором Аве прямые лежат в ОАНОЙ плоскости 

Пусть прямые L 1 и L 2 заданы каноническими уравнениями 

z 

QI~----------------
у 

Х - Х1 У - Уl Z - Z1 
-,-- = m1 n1 Р1 

и 
Х - Х1 У - У2 Z -:- Z2 

= m2 n2 Р2 

Их направляющие векторы соответст

венно $1 = (m1; Щ;Р1) и $2 = (m2; n2;Р2) 
(см. рис. 79). 

Прямая L 1 проходит через точку 

М1 (Хl; У1; Z1), радиус-вектор которой 
обозначим через 1'"1; прямая L 2 проходит 

через точку М2 (Х2; У2; Z2), радиус-вектор которой обозначим через 1'"2. 
Тогда 

х 

Рис. 79 

1'"2 - 1'"1 = М1М2 = (Х2 - Х1;У2 - Y1;Z2 - Z1), 

Прямые L 1 и L 2 лежат в одной плоскости, если векторы $1' $2 и 
М1 М2 = 1'"2 -1'"1 компланарны. Условием компланарности векторов явля
ется равенство нулю их смешанного произведения: (1'"2 - 1'"1)$1$2 = О, 
т. е. 

Х2 - Х1 У2 - У1 Z2 - Z1 
m1 nl Рl = О. 
m2 n2 Р2 

При выполнении этого условия прямые L 1 и L 2 лежат в одной плос

кости, то есть либо пересекаются, если $2 =f. >..$1, либо параллельны, 
если $1 11 $2. 
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12.6. Прямая и плоскость в пространстве. 
Основные задачи 

Угол междУ прямой и плоскостью. Условия параллельности 

и перпеНАИКУЛЯРНОСТИ прямой и плоскости 

Пусть плоскость Q задана уравнением Ах + Ву + Cz + D = О, .а 

прямая L уравнениями Х - ХО = '!L.::::...JlJ! = z - Zo • 
m n р 

~ Углом между прямой и плоскостью называется любой из двух 

смежных углов, образованных прямой и ее проекцией на плос

кость. Обозначим через <р угол между плоскостью Q и прямой L, а 
через В - угол между векторами n = (А;В;С) и S = (т;n;р) (см. 
рис. 80). Тогда cosB = I~: &1' Найдем синус угла <р, считая <р ~ ~: 
sin<p = sin(~ - В) = cosB. И так как sin<p ~ О, получаем 

sin<p = IAm + Вn + Cpl . (12.17) 
J А2 + В2 + С2 . Jm2 + n2 + r 

Если прямая L nара.л.лел:ь'Н.а nлос",осmu Q, то векторы n и S пер
пендикулярны (см. рис. 81), а потому S . n = О, т. е. 

Ат+Вn+Ср=О 

~ является условuе.м nараллельносmu прямой и плоскости. 

L i'i • 
i'i 

Рис .. 80 Рис. 81 Рис. 82 

Если прямая L nерnе'Н.дu",уляр'Н.а nлос",осmu Q, то векторы n и S 
параллельны (см. рис. 82). Поэтому равенства 

А В С 
= = m n р 

~ являются условuя.мu nерnенiJu'К:улярносmu прямой и плоско

сти. 
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Пересечение прямой С плоскостью. Условие принадлежности 

прямой плоскости 

Пусть требуется найти точку пересечения прямой 

с плоскостью 

х - хо 

m 
У-Уо Z-Zo 

= 
n р 

(12.18) 

Ах + ВУ + Cz + D = О . (12.19) 
Для этого надо решить систему уравнений (12.18) и (12.19). Проще все
го это сделать, записав уравнения прямой (12.18) в параметрическом 
виде: 

{
Х = хо +mt, 

У = уо + nt, 

z = Zo + pt. 

Подставляя эти выражения для х, У и z в уравнение плоскости (12.19), 
получаем уравнение А(хо + mt) + В(Уо + nt) + C(zo + pt) + D = О или 

t(Am + Вn + Ср) + (Ахо + ВУо + CZo + D) = О . (12.20) 

Если прямая L не параллельна плоскости, т. е. если Ат + Вn + Ср i= о, 
то из равенства (12.20) находим значение t: 

Ахо + ВУо + С Zo + D t - - -----,----=------,---
- Ат+Вn+Ср' 

Подставляя найденное значение t в параметрические уравнения пря
мой, найдем координаты точки пересечения прямой с плоскостью. 

Рассмотрим теперь случай, когда Ат + Вn + Ср = О (L 11 Q): 
а) если F = Ахо + ВУо + CZo + D i= О, то прямая L параллель

на плоскости и пересекать ее не будет (уравнение (12.20) решения не 
имеет, так как имеет вид О· t + F = О, где F i= О); 

б) если Ахо + ВУо + CZo + D = О, то уравнение (12 .20) имеет вид 
t . О + О = О; ему удовлетворяет любое значение t, любая точка прямой 
является точкой пересечения прямой и плоскости. Заключаем: пря

мая лежит в плоскости. Таким образом, одновременное выполнение 

равенств 

/ {Ат + Вn + Ср = О, 
Ахо + ВУо + С Zo + D = О 

~ является условuем nрuнадлеЭfCностu nрямоil nлоскостu. 

12.7. Цилиндрические поверхности 

~ Поверхность, образованная движением прямой L, которая переме
щается в пространстве, сохраfj:ЯЯ постоянное направление и пере

секая каждый раз некоторую кривую К, называется v,uлuндрu'Ческоil 



поверхностью или ЦUJI.uндром. При этом кривая К называется на

nравл.яюiцеil цилиндра, а прямая L - его образующеil (см . рис. 83). 
Будем рассматривать цилиндрические поверхности, направляю

щие которых лежат в одной из координатных плоскостей, а образующие 

параллельны координатной оси, перпендикулярной этой плоскости. 

Пусть в плоскости Оху лежит некоторая линия К, уравнение ко

торой 
F(x;y) = О. (12.21) 

Построим цилиндр с образующими параллельными оси Oz и направля
ющей К. 

Теорема 12.1. Уравнение цилиндра, образующие которого парал
лельны оси Oz, имеет вид (12.21), т. е. не содержит координаты z . 

...,..., 
HN ,.... 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 ..... 

~ 

z 
L 

к 

............... 

Рис. 83 Рис. 84 

Q Возьмем на цилиндре любую точку М(х; у; z) (см. рис. 84) . Она ле
жит на какой-то образующей. Пусть N - точка пересечения этой обра

зующей с плоскостью Оху. Следовательно, точка N лежит на кривой 
К и ее координаты удовлетворяют уравнению (12.21). 

Но точка М имеет такие же абсциссу х и ординату у, что и точка N . 
Следовательно, уравнению (12.21) удовлетворяют и координаты точки 
М(х; у; z), так как оно не содержит z. И так как М - это любая точка 
цилиндра, то уравнение (12.21) и будет уравнением этого цилиндра. • 

Теперь ясно, что F(x;z) = О есть уравнение цилиндра с образую
щими, параллельными оси Оу, а F(y; z) = О - с образующими, парал

лельными оси Ох. Название цилиндра определяется названием напра

вляющей. &ли направляющей служит эллипс 

х2 у2 

а2 + ь2 = 1 

f§] в плоскости Оху, то соответствующая цилиндрическая поверх

ность называется ЭJl.Jl,unтu-чес,/\:uм цuлuндром (см. рис. 85). 
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z 

у v у 

х х 

Рис. 85 Рис. 86 

~ Частным случаем эллиптического цилиндра является ","руговоiJ. 
'Ц'l.мuндр, его уравнение х2 + у2 = R 2

. Уравнение х2 = 2pz опреде
ляет в пространстве nараБОJl,u-чес","uiJ. 'ЦиJI,индр (см. рис. 86). Уравне-
ние 

х2 у2 
---=1 
а2 ь2 

~ определяет в пространстве гunерБОJl,u-чес","uiJ. 'ЦUJI,uндр (см. 

рис. 87). 
§ Все эти поверхности называются 'ЦиJI,индра.ми второго nоряд

","а, так как их уравнения есть уравнения второй степени относи-

тельно текущих координат х, у и Z. 

12.8. Поверхности вращения. Конические поверхности 

Поверхность, образованная вращением некоторой плоской кривой 

вокруг оси, лежащей в ее плоскости, называется поверхностью вра

щенuя. Пусть некоторая кривая L лежит в плоскости Oyz. Уравнения 
этой кривоЙ запишутся в виде 

{
F(Y;Z) = О, 
х = О. 

(12.22) 

Найдем уравнение поверхности, образованной вращением кривой L во
круг оси Oz. 

Возьмем на поверхности произвольную точку М(х; у; z) (см. 

рис. 88). Проведем через точку М плоскость, перпендикулярную оси 
Oz, и обозначим точки пересечения ее с осью Oz и кривой L соответ
ственно через 01 и N. Обозначим координаты точки N через (О; У1; Zl). 

Отрезки 01М и OlN являются радиусами одной и той же окружности. 
Поэтому 01М = OlN. Но 01М = Jx2 +у2, OlN = IY11. Следователь
но, IY11 = Jx2 + у2 или У1 = ±Jx2 + у2. Кроме того, очевидно, Zl = z. 
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х 

Рис. 87 Рис. 88 

Так как точка N лежит на кривой L, то ее координаты удовлетво
ряют уравнению (12.22). Стало быть, F(Yl; Zl) = Ь. Исключая вспомо
гательные координаты Уl и Zl точки N, приходим К уравнению 

(12.23) 

Уравнение (12.23) - . искомое уравнение поверхности вращения, ему 
удовлетворяют координаты любой точки М этой поверхности и не удо

влетворяют координаты точек, не лежащих на поверхности вращения. 

Как видно, уравнение (12.23) получается из (12.22) простой заме
ной у на ±VX2 + у2, координата Z сохраняется. 

Понятно, что если кривая (12.22) вращается вокруг оси Оу, то 
уравнение поверхности вращения имеет вид 

F(y; ±Vx2 + z2) = О; 
если кривая лежит в плоскости Оху (Z = О) и ее уравнение F(x; у) = О, 
то уравнение поверхности вращения, образованной вращением кривой 

вокруг оси Ох, есть F(x; ±Vy2 + Z2) = О. 
~ Так, например, вращая прямую у = Z вокруг оси Oz (см. рис. 89), 

получим поверхность вращения (ее уравнение ± V х2 + у2 = Z или 
х2 + у2 = Z2). Она называется конусом второго порядка. 

~ Поверхность, образованная прямыми линиями, проходящими че-

рез данную точку Р и пересекающими данную плоскую линию L 
(не проходящую через Р), называется 'lCо'Нu'ЧеС'lCоi:t nоверх'Ностью 

или 'lCoHycOM. При этом линия L называется 'Наnрав.ttЯющеi:t конуса, 
точка Р - ее вершu'Ноi:t, а прямая, описывающая поверхность, назы

вается образующеi:t. 
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Рис . 89 Рис . 90 

Пусть направляющая L задана уравнениями 

{
Fl(X;Y;Z) = О, 
Р2 (х; у; z) = О, (12.24) 

а точка Р(ХО; Уо; zo) - вершина конуса. Найдем уравнение конуса. 

Возьмем на поверхности KOtlyca произвольную точку М(х; у; z) (см. 
рис. 90). Образующая, проходящая через точки Р и М, пересечет на
правляющую L в некоторой точке N(Xl;Yl;Zl). Координаты точки N 
удовлетворяют уравнениям (12.24) направляющей: 

{
Fl(Xl;Yl;Zl) = О, 
F 2(Xl;Yl;Zl) = О. 

(12.25) 

Канонические уравнения образующих, проходящих через точки Р и N, 
имеют вид 

Х - Хо у - Уо Z - Zo 
(12.26) = 

Xl - Хо Уl - Уо Zl - Zo 

Исключая Хl, Уl И Zl из уравнений (12.25) и (12.26), получим уравнение 
конической поверхности, связывающее текущие координаты Х, у и Z. 

Прu.мер 12.3. Составить уравнение конуса с вершиной в точке 
2 2 

0(0;0; О), если направляющей служит эллипс ~ + Р. = 1, лежащий в 
плоскости Z = С. 

Q Решение: Пусть M(x;y;z) - любая точка конуса. Канонические 
уравнения образующих, проходящих через точки (О; О; О) и точку 

(Xl;Yl;Zl) пересечения образующей ОМ с эллипсом будут L = .JL = 
Хl Уl 
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= .L. Исключим Xl, Уl И Zl из этих уравнений и уравнения 
Zl . . 

2 2 
Х 1 + Уl = 1 
а2 ь2 

(12.27) 

(точка (Хl; Yl; Zl) лежит на эллипсе), Zl = С. Имеем: .l<.. = ~, JL = ~ 
Хl С Уl С 

Отсюда Хl = С ' ~ и Yl = С' У... Подставляя значения Хl и Уl В уравнение 
Z Z 

эллипса (12.27), получим 

с2 . х2 с2 . у2 

--- + -- = 1 или 
z2 . а2 Z2 • ь2 

Это И есть искомое уравнение конуса. 

12.9. Канонические уравнения поверхностей 
второго ПОРЯАка 

• 

По заданному уравнению поверхности второго порядка (т. е. по
верхности, уравнение которой в прямоугольной системе координат яв

ляется алгебраическим уравнением второй степени) будем определять 
ее геометрический вид. Для этого при мени м так называемый метод 

се-ч,енui1: исследование вида поверхности будем производить при помо

щи изучения линий пересечения данной поверхности с координатными 

плоскостями или плоскостями, им параллельными. 

Эллипсоид 

Исследуем поверхность, заданную уравнением 

(12.28) 

Рассмотрим сечения поверхности (12.28) с плоскостями, параллельны

ми плоскости ХОУ. Уравнения таких плоскостей: Z = h, где h - любое 

число. 

Линия, получаемая в сечении, определяется двумя уравнениями 

{ 

2 2 h2 
~ + Р. = 1 - "?"' 
Z = h. 

(12.29) 

Исследуем уравнения (12.29): 
2 2 

а) Если Ihl > с, с > О, то ~ + р. < О. Точек пересечения поверх-

ности (12.28) с плоскостями Z = h не существ~ет. 
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б) Если Ihl = с, т. е. h = ±с, то ~ + Р. = О. ЛИНИЯ пересече-

ния (12.29) вырождается в две точки (О; О; с) и (О; О; -с). Плоскости z = с 
и z = -с касаются данной поверхности. 

х 

в) Если Ihl < с, то уравнения (12.29) можно переписать в виде: 

Рис . 91 

у Как видно, линия пересечения есть 

эллипс с полуосями (см. рис. 91) 

~ 
аl = ау 1- ~ и 

~ 
Ь1 = Ьу 1- ~. 

При этом чем меньше I hl, тем больше полуоси аl и b1 . При h = О они до
стигают своих наибольших значений: аl = а, b1 = Ь. Уравнения (12.29) 
примут вид 

{ 

2 2 

~ + Р. = 1, 

h = О. 

Аналогичные результаты получим, если рассмотрим сечения поверх

ности (12.28) плоскостями х = h и у = h. 
~ Таким образом, рассмотренные сечения позволяют изобразить по-

верхность (12.28) как замкнутую овальную поверхность. Поверх
ность (12.28) называется эл.л:unсоидом. Величины а, Ь и с называются 
полуосями эллипсоида. Если все они различны, то эллипсоид назы

вается тpeXOCH'Ьt.М; если какие-либо две полуоси равны, трехосный 

эллипсоид превращается в эллипсоид вращенuя; если а = Ь = С, 

то - в сферу х2 + у2 + Z2 = а2 . 

ОАНОПОЛОСТНЫЙ гиперБОЛОИА 

Исследуем поверхность,заданную уравнением 

(12.30) 

Пересекая поверхность (12.30) плоскостью z = h, получим линию пе
ресечения, уравнения которой имеют вид 

{ 

2 2 h2 
~ + Р. = 1+~, 
z = h, 



Как видно, этой линией является эллипс с полуосями 

аl = aJ1 + ~ и b1 = bJ1 + ~. 
Полуоси аl и b1 достигают своего наименьше

го значения при h = О: аl = а, b1 = ь. При 

возрастании Ihl полуоси эллипса будут увели
чиваться. 

Если пересекать поверхность (12.30) плос
костями х = h или у = h, то в сечении полу
чим гиперболы. Найдем, например, линию пере

сечения поверхности (12.30) с плоскостью Oyz, 
уравнение которой х = о. Эта линия пересече
ния описывается уравнениями 

{ ~ - ~ = 1, 

х = о. 

х 

Как видно, эта линия есть гипербола (см. рис. 92). 

у 

Рис . 92 

~ Анализ этих сечений показывает, что поверхность, определяемая 

уравнением (12.30), имеет форму бесконечной расширяющейся 
трубки. Поверхность (12.30) называется одноnолостнЪt.М гипербо
лоидом. 

За.ме-ч,а'Н,uе : можно доказать, что через любую точку гиперболоида 

(12.30) проходят две прямые, лежащие на нем. 

Двухполостный гиперболоид 

Пусть поверхность задана уравнением 

х2 у2 Z2 
~ + 11- (! = -1. (12.31) 

Если поверхность (12.31) пересечь плоскостями z = h, ТО линия пере
сечения определяется уравнениями 

{ 

2 2 h2 
~ + Р. = (! -1, 

z = h. 
(12.32) 

Отсюда следует, что: 

, а) если Ihl < с, то плоскости z = h не пересекают поверхности; 
б) если Ihl = с, то плоскости z = ±с касаются данной поверхности 

соответственно в точках (О; О; с) и (О; О; -с) . 
в) если Ihl > с, то уравнения (12.32) могут быть переписаны так 

{ 

х2 у2 

a2(~-1) + Ь2(~-1) =1, 
z = h. 
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Эти уравнения определяют эллипс, полуоси которого возрастают с ро

сто м Ihl. 
Пересекая поверхность (12.31) координатными плоскостями Oyz 

(х = о) и Oxz (у = о), получим в сечении гиперболы, уравнения кото
рых соответственно имеют вид 

2 2 
~ - ~ = -1 и 
Ь с 

~ у обеих гипербол действительной осью является ось Oz. Метод се-
чения позволяет изобразить поверхность (см. рис. 93), определяе

мую уравнением (12.31), как поверхность, состоящую из двух полостей, 
имеющих форму выпуклых неограниченных чаш. Поверхность (12.31) 
называется двухnолостн'bl.М гиnербоJtоидом. 

у 

Рис. 93 Рис. 94 

Эллиптический параБОЛОИА 

Исследуем поверхность, заданную уравнением 

2 2 
L + '!L.. = 2z 
р q , 

у 

(12.33) 

где р > о, q > о. Рассечем поверхность (12.33) плоскостями z = h. В 
сечении получим линию, уравнения которой есть 

{ 

2 2 
L + '!L.. = 2h 
Р q , 

z = h. 

Если h < о, то плоскости z = h поверхности не пересекают; если h = о, 

то плоскость z = О касается поверхности в точке (о; о; о); если h > о, 

1 2 



ТО В сечении имеем эллипс, уравнение которого имеет вид 

{ 

2 L 
2~h + 2qh = 1, 

z = h. 

Его полуоси возрастают с ростом h. 
~ При пересечении поверхности (12.33) координатными плоскостями 

2 2 
Oxz И Oyz получатся соответственно параболы z = ~p и z = ~. 

Таким образОh.I, поверхность, определяемая уравнением (12.33), имеет 
вид выпуклой, бесконечно расширяющейся чаши (см. рис. 94). Поверх
ность (12.33) называется эллиnmичеС7l:UAt nараболоидо,м. 

Гиперболический параболоид 

Исследуем поверхность, определяемую уравнением 

I f- ~ ~2z,1 (12.34) 

где р > о, q > о. Рассечем поверхность (12.34) плоскостями z = h. 
Получим кривую 

{ 

2 2 
~-JL.::....-1 2ph 2qh - , 

z = h, 
которая при всех значениях h i- о является гиперболой. При h > О ее 
действительные оси параллельны оси Ох; при h < О - параллельны 

2 2 
оси Оу; при ,h = О линия пересечения ;L - ~ = о распадается на 

р q 

пару пересекающихся прямых Jp - -!}q = о и Jp + -!}q = о. При 
пересечении поверхности плоскостями, параллельными плоскости Oxz 
(у = h), будут получаться параболы 

{ 
х2 = 2р (z + ~;), 
у = h, 

ветви которых направлены вверх. При.у 

парабола 

{ Х
2 = 2pz, 

у=О 

о в сечении получается 

с вершиной в начале координат и осью симметрии Oz. 
Пересекая поверхность (12.34) плоскостями х = h, получим пара-

болы у2 = - 2q ( z - ~;), ветви которых направлены вниз. 
~ Анализ линии пересечения позволяет определить вид поверхности: 

она имеет вид седла (см. рис. 95). Поверхность (12.34) называется 
гиnерболичес7I:U,м nараболоидо,м. 
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х 

х 

Рис. 95 Рис. 96 

Конус второго ПОРЯАка 

Исследуем уравнение поверхности 

х2 у2 z2 

~+ll- ~ =0. (12.35) 

Пересечем поверхность (12.35) плоскостями z = h. Линия пересечения 
2 2 h2 
~ + 1Gb = -::2"", z = h. При h = О она вырождается в точку (о; о; о). При 
а с 

h =f:. о в сечении будем получать эл~ипсы 

{ 

х2 у2 

a2h2 + b2 h 2 = 1, 
--cr cr 
z = h. 

Полуоси этих эллипсов будут возрастать при возрастании Ihl. 
Рассечем поверхность (12.35) плоскостью Oyz (х = о). Получится 

линия {2 2 
~ -?- = о, 
х = о, 

распадающаяся на две пересекающиеся прямые 

~ - ~ = о и ~ + ~ = о. 
ь с Ь с 

При пересечении поверхности (12.35) плоскостью у = о получим линию 

{ ~ - ~ =0, 
а с 

у =0, 
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также распадающуюся на две пересекающиеся прямые 

х z х z - - - = о и - + - = о. 
а с а с 

~ Поверхность, определяемая уравнением (12.35), называется ?сОНУ
сом второго порядка, имеет ВИД, изображенный на рисунке 96. 

~ Поверхности, составленные из прямых линий, называются .ltuHeiL
-чатимu. Такими поверхностями являются цилиндрические, ко

нические поверхности, а также однополостный гиперболоид и гипербо

лический параболоид. 


