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РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ 

«ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ» 

 

Целями работы являются 

 повторение основных понятий: определение, порядок, общее и частное 

решение, общий и частный интегралы, задача Коши для уравнений 1 и 2 

порядков; типы дифференциальных уравнений первого порядка: 

уравнения с разделяющимися переменными, однородные уравнения, 

линейные уравнения; дифференциальные уравнения второго порядка: 

уравнения допускающие понижение порядка, линейные однородные и 

неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами;   

 закрепление навыков решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений, полученных на аудиторных занятиях. 

 

Вариант для разбора 

Задача 1. Решить уравнения с разделяющимися переменными: 

а) ln(sin 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑥 ctg 𝑦 𝑑𝑦 = 0,              

б) 2𝑦′√2𝑥 − 1 − 𝑥𝑦 = 0, 𝑦(1) = 1. 

Задача 2. Решить однородные уравнения: 

а) 𝑥𝑦′ = 4√2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦,   

б) (𝑦2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 = 0, 𝑦(1) = 1,  

в) 𝑥𝑦′ = 𝑦 cos2 (ln
𝑦

𝑥
) . 

Задача 3. Решить линейные уравнения первого порядка: 

а) 𝑒−𝑦𝑑𝑥 + (2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦)𝑑𝑦 = 0,      

б) 𝑥(𝑦′ − 𝑦) = (1 + 𝑥2)𝑒𝑥,     

в) 𝑦′ + 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑦(0) = 1. 

Задача 4. Решить уравнения с помощью понижения порядка:  

а) 𝑦′′ = 4 cos 2𝑥 , 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0;  

б) 𝑥𝑦′′ = (1 + 2𝑥2)𝑦′;   в) 2𝑦𝑦′′ = (𝑦′)2, 𝑦(−1) = 4, 𝑦′(−1) = 1.  

Задача 5. Решить линейные неоднородные уравнения методом неопределенных 

коэффициентов: 

а) 𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = (12𝑥 − 7)𝑒−𝑥, 𝑦(0) = 𝑦′′(0) = 0; 

б) 𝑦′′ − 2𝑦′ + 5𝑦 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥 ;   в) 𝑦′′ − 4𝑦′ + 8𝑦 = sin 2𝑥 ;  

г) 𝑦′′ − 4𝑦′ + 8𝑦 = 𝑒2𝑥 + sin 2𝑥 ;   д) 𝑦′′ + 2𝑦′ = 𝑥2 + 2. 
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Разбор задач 

Задача 1. Решить уравнения с разделяющимися переменными: 

а) ln(sin 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥 ctg 𝑦 𝑑𝑦 = 0,             б) 2𝑦′√2𝑥 − 1 − 𝑥𝑦 = 0, 𝑦(1) = 1. 

Решение.  

а) Разделим уравнение ln(sin 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑥 ctg 𝑦 𝑑𝑦 = 0  на произведение 

функций 𝑥 ∙ ln(sin 𝑦), получим уравнение  

𝑑𝑥

𝑥
+

ctg 𝑦 𝑑𝑦

ln(sin 𝑦)
= 0. 

Проинтегрируем обе части последнего уравнения:  

∫
𝑑𝑥

𝑥
+∫

ctg 𝑦 𝑑𝑦

ln(sin 𝑦)
= ∫0𝑑𝑥. 

У второго интеграла введем функцию 𝑐𝑡𝑔𝑦 под знак дифференциала, получим 

𝑑(ln(𝑠𝑖𝑛𝑦)), тогда 

∫
𝑑𝑥

𝑥
+∫

𝑑 ln(sin𝑦)

ln(sin 𝑦)
= ∫0𝑑𝑥 ⇒ ln|𝑥| + ln|ln(sin 𝑦)| = ln𝐶. 

Используя свойства логарифмов, получим общий интеграл (решение уравнения 

в неявном виде): 𝑥 ∙ ln(sin 𝑦) = 𝐶. 

б) В уравнении 2𝑦′√2𝑥 − 1 − 𝑥𝑦 = 0заменим 𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 и получим:   

2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
√2𝑥 − 1 − 𝑥𝑦 = 0. 

Умножим обе части на 𝑑𝑥: 2𝑑𝑦√2𝑥 − 1 − 𝑥𝑦𝑑𝑥 = 0, затем разделив уравнение 

на произведение функций 𝑦√2𝑥 − 1, получим: 

2𝑑𝑦

𝑦
−

𝑥𝑑𝑥

√2𝑥 − 1
= 0. 

Проинтегрируем обе части последнего равенства:  

∫
2𝑑𝑦

𝑦
−∫

𝑥𝑑𝑥

√2𝑥 − 1
= ∫0𝑑𝑥. 

Отдельно вычислим второй интеграл:  

∫
𝑥𝑑𝑥

√2𝑥 − 1
= {√2𝑥 − 1 = 𝑡, 𝑥 =

𝑡2 + 1

2
, 𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑡} = ∫

𝑡(𝑡2 + 1)

2𝑡
𝑑𝑡 = 

=
1

2
∫(𝑡2 + 1)𝑑𝑡 =

1

2
(
𝑡3

3
+ 𝑡) + 𝐶. 

Таким образом, получим: 

∫
𝑥𝑑𝑥

√2𝑥 − 1
=
1

2
(
(√2𝑥 − 1)3

3
+ √2𝑥 − 1) + 𝐶. 

Тогда  
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∫
2𝑑𝑦

𝑦
−∫

𝑥𝑑𝑥

√2𝑥 − 1
= ∫0𝑑𝑥 ⟹ 2 ln|𝑦| −

1

3
(𝑥 + 1)√2𝑥 − 1 = 𝐶. 

Найдем значение 𝐶постоянной интегрирования. Для этого в общий интеграл 

подставим начальное условие 𝐶 = 0 −
1

2
(
1

3
+ 1) = −

2

3
. Тогда частное решение 

дифференциального уравнение имеет вид:  

6 ln|𝑦| − (𝑥 + 1)√2𝑥 − 1 = −2. 

Задача 2. Решить однородные уравнения: 

а) 𝑥𝑦′ = 4√2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦,  б) (𝑦2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 = 0, 𝑦(1) = 1,  

в) 𝑥𝑦′ = 𝑦 cos2 (ln
𝑦

𝑥
). 

Решение. а) Уравнение 𝑥𝑦′ = 4√2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦  относится к типу однородных 

дифференциальных уравнений, решение которого осуществляется 

подстановкой  
𝑦

𝑥
= 𝑡 . Отсюда 𝑦 = 𝑥𝑡, 𝑦′ = 𝑥𝑡′ + 𝑡 . После подстановки в 

дифференциальное уравнение получим:  

𝑥(𝑥𝑡′ + 𝑡) == 4√2𝑥2 + 𝑥2𝑡2 + 𝑥𝑡 ⇒ 𝑥𝑡′ = 4√2 + 𝑡2. 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Заменим 𝑡′ =
𝑑𝑡

𝑑𝑥
 и разделим 

переменные:  

𝑥𝑑𝑡 = 4√2 + 𝑡2𝑑𝑥 ⇒
𝑑𝑡

√2 + 𝑡2
=
4𝑑𝑥

𝑥
. 

Проинтегрируем обе части уравнения ∫
𝑑𝑡

√2+𝑡2
= ∫

4𝑑𝑥

𝑥
+ ln𝐶 , это табличные 

интегралы: ln|𝑡 + √2 + 𝑡2| = 4 ln|𝑥| + ln 𝐶 . На основании свойств логарифмов 

получаем, что 𝑡 + √2 + 𝑡2 = 𝐶𝑥4. Производя обратную замену 𝑡 =
𝑦

𝑥
, находим 

общий интеграл исходного уравнения   
𝑦

𝑥
+ √2 +

𝑦2

𝑥2
= 𝐶𝑥4. 

б) Сделаем замену 𝑦 = 𝑥𝑡, 𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝑥 . После подстановки в 

уравнение получим: (𝑥2𝑡2 − 2𝑥2𝑡)𝑑𝑥 + 𝑥2(𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝑥) = 0 . Раскроем скобки, 

сократим на 𝑥2  и получим: (𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑡 = 0.Разделим переменные: 
𝑑𝑡

𝑡2−𝑡
+

𝑑𝑥

𝑥
= 0, и интегрируем:  

∫
𝑑𝑡

𝑡2 − 𝑡
+∫

𝑑𝑥

𝑥
= ∫0𝑑𝑥 ⇒ ∫

−(𝑡 − 1 + 𝑡)

𝑡(𝑡 − 1)
𝑑𝑡 + ln|𝑥| = ln𝐶 

⇒ ln|𝑡 − 1| − ln|𝑡| + ln|𝑥| = ln𝐶. 

На основании свойств логарифмов  
(𝑡−1)𝑥

𝑡
= 𝐶 ⇒ (𝑡 − 1)𝑥 = 𝐶𝑡 ⇒ 𝑡(𝑥 − 𝐶) = 𝑥. 
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Производя обратную замену 𝑡 =
𝑦

𝑥
, находим общее решение исходного 

уравнения: 𝑦 =
𝑥2

𝑥−𝐶
.  

Используя начальное условие 𝑦(1) = 1 , получим 1 =
1

1−𝐶
→ 𝐶 = 0. 

Частное решение имеет вид 𝑦 = 𝑥. 

в) В уравнении 𝑥𝑦′ = 𝑦 cos2 (ln
𝑦

𝑥
) сделаем замену 𝑦 = 𝑥𝑡,  𝑦′ = 𝑥𝑡′ + 𝑡 , 

получим:  

𝑥(𝑥𝑡′ + 𝑡) = 𝑥𝑡 cos2(ln 𝑡) ⇒ 𝑥𝑡′ = 𝑡(cos2(ln 𝑡) − 1). 

Заменим 𝑡′ =
𝑑𝑡

𝑑𝑥
 и разделим переменные:  

𝑑𝑡

𝑡 cos2(ln 𝑡)
=
𝑑𝑥

𝑥
⟹

𝑑 ln 𝑡

cos2(ln 𝑡)
=
𝑑𝑥

𝑥
. 

Проинтегрируем: ∫
𝑑 ln 𝑡

cos2(ln 𝑡)
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
, это табличные интегралы tg(ln 𝑡) = ln|𝑥| +

ln𝐶 ⇒ tg (ln
𝑦

𝑥
) = ln|𝐶𝑥|. Общий интеграл имеет вид: tg (ln

𝑦

𝑥
) = ln|𝐶𝑥|. 

Задача 3. Решить линейные уравнения первого порядка: 

а) 𝑒−𝑦𝑑𝑥 + (2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦)𝑑𝑦 = 0,     б) 𝑥(𝑦′ − 𝑦) = (1 + 𝑥2)𝑒𝑥,     

в) 𝑦′ + 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑦(0) = 1. 

Решение. а) Это уравнение относится к типу линейных 

дифференциальных уравнений первого порядка, относительно переменной 𝑥 . 

Разделим его на 𝑑𝑦и запишем  в виде: 𝑒−𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ 𝑥𝑒−𝑦 = −2𝑦. Первоначально 

решим однородное уравнение, заменив правую часть нулем: 𝑒−𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ 𝑥𝑒−𝑦 = 0. 

Это уравнение с разделяющимися переменными:  

𝑑𝑥 + +𝑥𝑑𝑦 = 0 ⇒
𝑑𝑥

𝑥
+ 𝑑𝑦 = 0, 

интегрируем последнее уравнение и находим:  

ln|𝑥| + 𝑦 = ln 𝐶 ⇒  ln|𝑥𝑒𝑦| = ln𝐶 ⇒ 𝑥 =
𝐶

𝑒𝑦
. 

Ищем решение исходного неоднородного уравнения в виде: 𝑥 =
𝑢(𝑦)

𝑒𝑦
, где 

𝑢(𝑦)  неизвестная функция. Подставляя в исходное уравнение 𝑥 =
𝑢(𝑦)

𝑒𝑦
, 𝑥′ = 

=
𝑢′−𝑢

𝑒𝑦
, перейдем к уравнению 

𝑒−𝑦 (
𝑢′−𝑢

𝑒𝑦
) +

𝑢𝑒−𝑦

𝑒𝑦
= −2𝑦 → 𝑒−2𝑦𝑢′ = −2𝑦 → 𝑢′ = 2𝑦𝑒2𝑦. 

Найдем 𝑢(𝑦):  
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𝑢 = −2∫𝑦𝑒2𝑦𝑑𝑦 + 𝐶 = {

𝑢 = 𝑦, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦

𝑑𝑣 = 𝑒2𝑦𝑑𝑦, 𝑣 = ∫𝑒2𝑦𝑑𝑦 =
𝑒2𝑦

2

} = 

= −2(
𝑦𝑒2𝑦

2
−

1

2
∫ 𝑒2𝑦𝑑𝑦) + 𝐶 = −𝑦𝑒2𝑦 +

𝑒2𝑦

2
+ 𝐶. 

Тогда общее решение исходного уравнения: 𝑥 =
−𝑦𝑒2𝑦+

𝑒2𝑦

2
+𝐶

𝑒𝑦
= −𝑦𝑒𝑦 +

𝑒𝑦

2
+

𝐶

𝑒𝑦
. 

б) Данное уравнение относится к типу линейных дифференциальных 

уравнений первого порядка, относительно переменной 𝑦. Решим однородное 

уравнение, заменив правую часть нулем: 𝑥(𝑦′ − 𝑦) = 0 , это уравнение с 

разделяющимися переменными. Разделим уравнение на 𝑦, получим: 

𝑦′ − 𝑦 = 0 ⇒ 𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = 0 ⇒
𝑑𝑦

𝑦
− 𝑑𝑥 = 0. 

Проинтегрируем обе части последнего равенства:  

∫
𝑑𝑦

𝑦
−∫𝑑𝑥 = ∫0𝑑𝑥 ⇒  ln 𝑦 − 𝑥 = ln𝐶 ⇒  ln 𝑦 − ln 𝑒𝑥 = ln𝐶. 

Применяя свойства логарифмов, получим решение однородного уравнения: 

ln
𝑦

𝑒𝑥
= ln𝐶 ⇒ 𝑦 = 𝐶𝑒𝑥 . Решение исходного дифференциального уравнения 

будем искать в виде 𝑦 = 𝑢(𝑥)𝑒𝑥, где 𝑢(𝑥)  неизвестная функция. Подставляя в 

исходное уравнение 𝑦 = 𝑢(𝑥)𝑒𝑥и𝑦′ = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑥+𝑢(𝑥)𝑒𝑥, имеем:  

𝑥(𝑢′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝑢(𝑥)𝑒𝑥) − 𝑥𝑢(𝑥)𝑒𝑥 = (1 + 𝑥2)𝑒𝑥 ⇒ 𝑥𝑢′(𝑥)𝑒𝑥 = (1 + 𝑥2)𝑒𝑥. 

Отсюда 𝑢′(𝑥) =
1+𝑥2

𝑥
=

1

𝑥
+ 𝑥. Проинтегрируем обе части последнего равенства, 

найдем функцию 𝑢(𝑥):  

𝑢(𝑥) = ∫ (
1

𝑥
+ 𝑥)𝑑𝑥 = ln|𝑥| +

𝑥2

2
+ 𝐶. 

Тогда общее решение исходного уравнения: 𝑦 = (ln 𝑥 +
𝑥2

2
+ 𝐶) 𝑒𝑥. 

в) Это задача Коши для линейного уравнения. Решим сначала однородное 

уравнение, заменив правую часть нулем:  

𝑦′ + 𝑦 = 0 ⇒ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0 ⇒ 

𝑑𝑦

𝑦
+ 𝑑𝑥 = 0. 

Проинтегрируем последнее равенство, получим решение однородного 

уравнения: 

∫
𝑑𝑦

𝑦
+ ∫𝑑𝑥 = ∫0𝑑𝑥 ⇒  ln|𝑦| + 𝑥 = ln 𝐶 ⇒  ln|𝑦| + ln 𝑒𝑥 = ln𝐶 ⇒ 𝑦 =

𝐶

𝑒𝑥
. 

Тогда решение исходного дифференциального уравнения будем искать в виде: 

𝑦 =
𝑢(𝑥)

𝑒𝑥
, где 𝑢(𝑥)  неизвестная функция. Подставляя в уравнение 𝑦 =

𝑢(𝑥)

𝑒𝑥
  и 

𝑦′ =
𝑢′𝑒𝑥−𝑢𝑒𝑥

𝑒2𝑥
=

𝑢′−𝑢

𝑒𝑥
  имеем:  
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𝑢′−𝑢

𝑒𝑥
+

𝑢

𝑒𝑥
= ln 𝑥 ⇒ 𝑢′ = 𝑒𝑥 sin 𝑥 ⇒ 𝑢(𝑥) = ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥. 

Вычислим этот интеграл применяя метод интегрирования по частям два раза:  

∫𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 = {
𝑢 = 𝑒𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑣 = sin 𝑥 𝑑𝑥, 𝑣 = − cos 𝑥
} = −𝑒𝑥 cos 𝑥 + ∫𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 

= {
𝑢 = 𝑒𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑣 = cos 𝑥 𝑑𝑥, 𝑣 = sin 𝑥
} = −𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 sin 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥. 

Перенесем интеграл справа в левую часть, получим:  

2∫𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 sin 𝑥 − 𝑒𝑥 cos 𝑥 ; 

∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
(𝑒𝑥 sin 𝑥 − 𝑒𝑥 cos 𝑥) + 𝐶. 

Тогда 𝑢(𝑥) =
1

2
(𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝐶.  Общее решение исходного уравнения 

имеет вид  

𝑦 =

1
2
(𝑒𝑥 sin 𝑥 − 𝑒𝑥 cos 𝑥) + 𝐶

𝑒𝑥
=
1

2
(sin 𝑥 − cos 𝑥) +

𝐶

𝑒𝑥
. 

Найдем частное решение, используя начальное условие:  

1 =
1

2
(sin 0 − cos 0) +

𝐶

𝑒0
⇒ 1 = 𝐶 −

1

2
⇒ 𝐶 =

3

2
. 

Тогда частное решение имеет вид: 𝑦 =
1

2
(sin 𝑥 − cos 𝑥) +

3

2𝑒𝑥
. 

Задача 4. Решить уравнения с помощью понижения порядка:  

а) 𝑦′′ = 4 cos 2𝑥 , 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0;  

б) 𝑥𝑦′′ = (1 + 2𝑥2)𝑦′;  

в) 2𝑦𝑦′′ = (𝑦′)2, 𝑦(−1) = 4, 𝑦′(−1) = 1.  

Решение. а) Это дифференциальное уравнение второго порядка типа 𝑦′′ =

= 𝑓(𝑥),   допускающее понижение порядка. Проинтегрируем данное 

дифференциальное уравнение два раза, получим:  

𝑦′ = ∫4 cos 2𝑥 𝑑𝑥 =
4 sin 2𝑥

2
+ 𝐶1 = 2 sin 2𝑥 + 𝐶1;  

𝑦 = ∫(2 sin 2𝑥 + 𝐶1) 𝑑𝑥 =
−2cos 2𝑥

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 = −cos 2𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2.  

Общее решение имеет вид: 𝑦 = −cos 2𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2. Найдем частное решение, 

для этого подставим начальные данные, получим систему двух уравнений:  

{
0 = −cos 0 + 𝐶1 ∙ 0 + 𝐶2,

0 = 2 sin 0 + 𝐶1,
⇒ {

𝐶2 = 1,
𝐶1 = 0.

 

Подставим найденные значения постоянных в общее решение, получим частное 

решение:  𝑦 = −cos 2𝑥 + 1. 

б) Это дифференциальное уравнение второго порядка типа 𝐹(𝑥, 𝑦′, 𝑦′′) =

= 0, допускающее понижение порядка. Понизим порядок данного уравнения с 
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помощью замены 𝑦′ = 𝑧, 𝑦′′ = 𝑧′ , где 𝑧 = 𝑧(𝑥) . Тогда исходное уравнение 

примет вид: 𝑥𝑧′ = (1 + 2𝑥2)𝑧. Это уравнение с разделяющимися переменными. 

𝑥𝑑𝑧 = (1 + 2𝑥2)𝑧𝑑𝑥 ⇒
𝑑𝑧

𝑧
=

(1+2𝑥2)

𝑥
𝑑𝑥 ⇒ ln|𝑧| = ln|𝑥| + 𝑥2 + 𝐶1 ⇒ 

ln|𝑧| = ln(𝐶1𝑥𝑒
𝑥2) ⇒ 𝑧 = 𝐶1𝑥𝑒

𝑥2. 

Далее решаем уравнение   

𝑦′ = 𝐶1𝑥𝑒
𝑥2 ⇒ 𝑦 = ∫𝐶1𝑥𝑒

𝑥2𝑑𝑥 = 𝐶1 ∫𝑒
𝑥2𝑑 (

𝑥2

2
) =

𝐶1𝑒
𝑥2

2
+ 𝐶2. 

Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид: 𝑦 =
𝐶1𝑒

𝑥2

2
+ 𝐶2. 

в) Это дифференциальное уравнение второго порядка типа 𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) =

= 0, допускающее понижение порядка. Понизим порядок данного уравнения с 

помощью замены 𝑦′ = 𝑧, 𝑦′′ = 𝑧′𝑧 , где 𝑧 = 𝑧(𝑦) . Тогда исходное уравнение 

примет вид:  

2𝑦𝑧′𝑧 = 𝑧2 ⇒ 2𝑦𝑧′ = 𝑧 ⇒ 
2𝑑𝑧

𝑧
=
𝑑𝑦

𝑦
⇒ 2 ln|𝑧| = ln|𝑦| + ln 𝐶1 ⇒ 

𝑧2 = 𝐶1𝑦 ⇒ 𝑧 = ±√𝑦𝐶1. 

Вернемся к замене и получим уравнение с разделяющимися переменными: 

𝑦′ = ±√𝑦𝐶1 ⇒
𝑑𝑦

√𝑦
= ±√𝐶1𝑑𝑥 ⇒ 2√𝑦 = ±√𝐶1𝑥 + 𝐶2. 

Следовательно, общее уравнение имеет вид: 𝑦 =
(±√𝐶1𝑥+𝐶2)

2

4
. Найдем 

постоянные интегрирования 𝐶1и𝐶2, для этого подставим начальные данные и 

получим систему уравнений: {
1 = √4𝐶1

4 =
(0,5(−1)+𝐶1)

2

4

⇒ {
𝐶1 =

1

4
,

𝐶2 =
9

4
; −

7

4

 Тогда частные 

решения имеют вид 𝑦1 =
(0,5𝑥+

9

4
)
2

4
, 𝑦2 =

(0,5𝑥−
7

4
)
2

4
. 

Задача 5. Решить линейные неоднородные уравнения методом 

неопределенных коэффициентов: 

а) 𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = (12𝑥 − 7)𝑒−𝑥, 𝑦(0) = 𝑦′′(0) = 0; 

б) 𝑦′′ − 2𝑦′ + 5𝑦 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥 ;  

в) 𝑦′′ − 4𝑦′ + 8𝑦 = sin 2𝑥 ;  

г) 𝑦′′ − 4𝑦′ + 8𝑦 = 𝑒2𝑥 + sin 2𝑥 ;  

д) 𝑦′′ + 2𝑦′ = 𝑥2 + 2. 

Решение. а) Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами. Общее решение этого 

уравнения можно записать в виде суммы 𝑦 = �̅� + �̃�,  где �̅�   общее решение 
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однородного дифференциального уравнения; �̃� − частное решение исходного 

уравнения. Найдем общее решение однородного уравнения 𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0, 

для этого составим характеристическое уравнение 𝜆2 − 5𝜆 + 6 = 0 , корни 

которого 𝜆1 = 3, 𝜆2 = 2 . Общее решение однородного дифференциального 

уравнения имеет вид: �̅� = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥.  Частное решение исходного 

уравнения ищем в виде: �̃� = (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒−𝑥. Находим �̃�′и�̃�′′:  

𝑦 ′̃ = 𝐴𝑒−𝑥 − (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒−𝑥,  �̃�′′ = −2𝐴𝑒−𝑥 + (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒−𝑥. 

Подставим полученные производные в исходное дифференциальное уравнение, 

получим:   

−2𝐴𝑒−𝑥 + (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒−𝑥 − 5𝐴𝑒−𝑥 + 5(𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒−𝑥 + 6(𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒−𝑥 =

= (12𝑥 − 7)𝑒−𝑥, 

или  

12𝐴𝑥𝑒−𝑥 + 12𝐵𝑒−𝑥 − 6𝐴𝑒−𝑥 = (12𝑥 − 7)𝑒−𝑥. 

Приравняем коэффициенты слева и справа, получим систему уравнений: 

{
12𝐴 = 12,

12𝐵 − 6𝐴 = −7.
 Отсюда {

𝐴 = 1,

𝐵 = −
1

12
.
 Тогда �̃� = (𝑥 −

1

12
) 𝑒−𝑥 . Общее решение 

неоднородного дифференциального уравнения имеет вид: 𝑦 = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

3𝑥 +

+(𝑥 −
1

12
) 𝑒−𝑥.  Найдем значения 𝐶1и𝐶2 , используя начальные данные, 

получим систему уравнений: {
𝐶1 + 𝐶2 = 1/12,

3𝐶1 + 2𝐶2 = −13/12.
⇒ {

𝐶1 = −5/4,
𝐶2 = 4/3.

 

Следовательно, частное решение исходного дифференциального уравнения 

имеет вид:  

𝑦 =
−5

4
𝑒3𝑥 +

4

3
𝑒2𝑥 + (𝑥 −

1

12
) 𝑒−𝑥. 

б) Сначала найдем общее решение однородного уравнения  𝑦′′ − 2𝑦′ +

+5𝑦 = 0, для этого составим характеристическое уравнение 𝜆2 − 2𝜆 + 5 = 0, 

корни которого  𝜆1 = 1 + 2𝑖, 𝜆2 = 1 − 2𝑖 . Общее решение однородного 

дифференциального уравнения имеет вид: �̅� = 𝑒𝑥(𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥) . 

Частное решение исходного уравнения ищем в виде: �̃� = 𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 +

𝐵 sin 2𝑥)𝑥. Находим �̃�′и�̃�′′: 

�̃�′ = 𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥)𝑥 + 𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥)𝑥 +

+𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥); 

�̃�′′ = 𝑒𝑥(cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥)𝑥 + 𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥)𝑥 +

+𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥) + 𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥)𝑥 +

+𝑒𝑥(−4𝐴 cos 2𝑥 − 4𝐵 sin 2𝑥)𝑥 + 𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥) +

+𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥)+𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥) = 𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 +
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+𝐵 sin 2𝑥)𝑥+2𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥)𝑥 + 2𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 +

+𝐵 sin 2𝑥)+𝑒𝑥(−4𝐴 cos 2𝑥 − 4𝐵 sin 2𝑥)𝑥+2𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥). 

Подставим полученные производные в исходное дифференциальное уравнение, 

получим: 

𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥)𝑥+2𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥)𝑥 + 2𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 +

+𝐵 sin 2𝑥)+𝑒𝑥(−4𝐴 cos 2𝑥 − 4𝐵 sin 2𝑥)𝑥+2𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 +

+2𝐵 cos 2𝑥)−2𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥)𝑥 − 2𝑒𝑥(−2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥)𝑥 −

−2𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥) + 5𝑒𝑥(𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥)𝑥 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥; 

приведем подобные члены: 

4𝐵𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 4𝐴𝑒𝑥 sin 2𝑥 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥. 

Приравняем коэффициенты слева и справа при sin 2𝑥 и cos 2𝑥: 

{
4𝐵 = 1,
−4𝐴 = 0.

⇒ {
𝐵 = 1/4,
𝐴 = 0.

 

Тогда �̃� =
1

4
𝑥𝑒𝑥 sin 2𝑥 . Общее решение неоднородного дифференциального 

уравнения имеет вид: 𝑦 = 𝑒𝑥(𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥) +
1

4
𝑥𝑒𝑥 sin 2𝑥. 

в) Найдем общее решение однородного уравнения  𝑦′′ − 4𝑦′ + 8𝑦 = 0 , 

для этого составим характеристическое уравнение 𝜆2 − 4𝜆 + 8 = 0 , корни 

которого 𝜆1 = 2 + 2𝑖, 𝜆2 = 2 − 2𝑖.  Общее решение однородного 

дифференциального уравнения имеет вид: �̅� = 𝑒2𝑥(𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥). 

Частное решение исходного уравнения ищем в виде: �̃� = (𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥). 

Находим �̃�′и�̃�′′:  �̃�′ = 2𝐴 cos 2𝑥 − 2𝐵 sin 2𝑥 ;  �̃�′′ = −4𝐴 sin 2𝑥 − 4𝐵 cos 2𝑥 . 

Подставим полученные производные в исходное дифференциальное уравнение, 

получим: 

−4𝐴 sin 2𝑥 − 4𝐵 cos 2𝑥 − 8𝐴 cos 2𝑥 + 8𝐵 sin 2𝑥 + 8𝐴 sin 2𝑥 + 8𝐵 cos 2𝑥 =

= sin 2𝑥. 

Приведем подобные, получим:  

4𝐴 sin 2𝑥 + 4𝐵 cos 2𝑥 − 8𝐴 cos 2𝑥 + 8𝐵 sin 2𝑥 = sin 2𝑥. 

Приравняем коэффициенты слева и справа при sin 2𝑥 и cos 2𝑥:  

{
4𝐵 − 8𝐴 = 0,
4𝐴 + 8𝐵 = 1.

⇒ {
𝐵 = 1/10,
𝐴 = 1/20.

 

Тогда �̃� =
1

20
sin 2𝑥 +

1

10
cos 2𝑥. Общее решение неоднородного 

дифференциального уравнения имеет вид:  

𝑦 = 𝑒2𝑥(𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥) +
1

20
sin 2𝑥 +

1

10
cos 2𝑥. 

г) Найдем общее решение однородного уравнения  𝑦′′ − 4𝑦′ + 8𝑦 = 0 , 

для этого составим характеристическое уравнение 𝜆2 − 4𝜆 + 8 = 0 , корни 



ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 
 

75 
 

которого 𝜆1 = 2 + 2𝑖, 𝜆2 = 2 − 2𝑖.  Общее решение однородного 

дифференциального уравнения имеет вид: �̅� = 𝑒2𝑥(𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥) . 

Частное решение исходного уравнения ищем в виде: �̃� = 𝐴𝑒2𝑥 + (𝐵 cos2𝑥 +

+𝐶 sin 2𝑥). Находим �̃�′и�̃�′′: �̃�′ = 2𝐴𝑒2𝑥 + 2С cos2𝑥 − 2𝐵 sin 2𝑥 ; �̃�′′ = 4𝐴𝑒2𝑥 −

−4𝐶 sin 2𝑥 − 4𝐵 cos 2𝑥 . Подставим полученные производные в исходное 

дифференциальное уравнение, получим:  

4𝐴𝑒2𝑥 − 4𝐶 sin 2𝑥 − 4𝐵 cos 2𝑥 − 8𝐴𝑒2𝑥 − 8Сcos 2𝑥 + 8𝐵 sin 2𝑥 +

+8𝐴𝑒2𝑥 + (8𝐵 cos 2𝑥 + 8𝐶 sin 2𝑥) = 𝑒2𝑥 + sin 2𝑥.  

Приведем подобные, получим:  

4𝐴𝑒2𝑥 + 4𝐶 sin 2𝑥 + 4𝐵 cos 2𝑥 − 8𝐶 cos 2𝑥 + 8𝐵 cos 2𝑥 = 𝑒2𝑥 + sin 2𝑥. 

Приравнивая коэффициенты слева и справа при 𝑒2𝑥 , cos 2𝑥 и sin 2𝑥, получим: 

{
4𝐴 = 1,

4𝐵 − 8𝐶 = 0,
4𝐶 + 8𝐵 = 1.

⇒ {

𝐴 = 1/4,
𝐵 = 1/10
𝐶 = 1/20.

, 

Тогда �̃� =
1

4
𝑒2𝑥 +

1

20
sin 2𝑥 +

1

10
cos 2𝑥. Общее решение неоднородного 

дифференциального уравнения имеет вид:  

𝑦 = 𝑒2𝑥(𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥) +
1

20
sin 2𝑥 +

1

10
cos 2𝑥 +

1

4
𝑒2𝑥. 

д) Найдем общее решение однородного уравнения  𝑦′′ + 2𝑦′ = 0 , для 

этого составим характеристическое уравнение 𝜆2 + 2𝜆 = 0 , корни которого 

𝜆1 = 0;𝜆2 = −2. Общее решение однородного дифференциального уравнения 

имеет вид: �̅� = 𝐶1𝑒
−2𝑥 + 𝐶2 . Частное решение исходного уравнения ищем в 

виде: �̃� = (𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶)𝑥 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥. Находим �̃�′и�̃�′′:  

�̃�′ = 3𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 𝐶; �̃�′′ = 6𝐴𝑥 + 2𝐵. 

Подставим полученные производные в исходное дифференциальное уравнение, 

получим:  

6𝐴𝑥 + 2𝐵 + 6𝐴𝑥2 + 4𝐵𝑥 + 2𝐶 = 𝑥2 + 2. 

Приравняем коэффициенты слева и справа при 𝑥2, 𝑥и𝑥0: 

{
6𝐴 = 1,

6𝐴 + 4𝐵 = 0,
2𝐵 + 2𝐶 = 2.

⇒ {

𝐴 = 1/6,
𝐵 = −1/4,

𝐶 =
5

4
.

 

Тогда �̃� =
𝑥3

6
−

𝑥2

4
+

5𝑥

4
. Общее решение неоднородного дифференциального 

уравнения имеет вид:  𝑦 = 𝐶1𝑒
−2𝑥 + 𝐶2 +

𝑥3

6
−

𝑥2

4
+

5𝑥

4
. 
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Варианты для самостоятельной работы 

Задача 1.  Решите уравнения с разделяющимися переменными. 

 1. а) 0)1()1(8  yxy ,         б) 01 2  dyxxydx . 

 2. а) 0cos)cos79( 23  xyx ,              б) 0)1( 22  dyedxye xx . 

 3. а) 0)(,02)( 222  ayxaxxyya ,        б) 03  dxyxdy . 

 4. а) 1)0(,0)5()5( 3232  yxyyyx ,         б) 0)1( 22  dxydyx . 

 5. а) 0cos)1(sin 23  yeyye xx ,          б) 1)2/(,  yydxdytgx . 

 6. а) 2/1)0(,)1( 22  yxyxyyx ,          б) xdxyxdy sin)4(cos 22  . 

 7. а) 0)(  xyyyxyx ,                   б) 1)4(,2  yydxdyx . 

 8. а) 2/1)4/(,)12(  yctgxyy ,        б) 0)1( 32  dxyxdyx . 

 9. а) 1)1(,022  yyyx ,           б) 022  xdxtgydyctg . 

10. а) 0)2()1( 2  yyxyx ,        б) dx
x

y
dy

3

1

1












 . 

11. а) 1)1(,04  yxyy ,             б) dxydyx )1(1 22  . 

12. а) 122  xyy ,                  б) dxedy yx . 

13. а) 02 22  yyyx ,                  б) 0
cos

sin


yy

xdxx
dy . 

14. а) 0)1()1( 22  yxxy ,         б) dxdxyydyx 22 22  . 

15. а) 1)(,ln2  eyxyy ,           б) xydydxy 12 . 

16. а) 2)(,0  yytgxy ,             б) 0cos  dyxdxx . 

17. а) 0)()( 22  xxyyyyx ,          б) 1)2(,ln 


yy
y

y
. 

18. а) dxxyydyxydyxdx 22 53320  ,    б) yxy  . 

19. а) 0cosln  xtgydyydx ,         б) 0)1(,0 


ye
x

yy y . 

20. а) 2/1)1(,2  yyyyx ,          б) 0)1( 3  dxxxdy . 

21. а) 0)74()2( 2  dyxxdxx ,       б) 
y

x
yy

21
 . 

22. а) 04 22  xxyyx ,          б) 1)1(  ye y
. 

23. а) 0)4()5( 6342  yxyyx ,        б) 01ln 3  xyyy  

24. а) 0)()(  yxyyxxy ,      б) 5)3(,2   ydxdy yx
. 
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25. а) 0)1()1( 426  xyyyx ,         б) )sin()sin( yxyxy  . 

Задача 2.  Решите однородные уравнения. 

1. а) xyyy  2 ,                         б) 1)1(,ln  y
x

y

x

y
y . 

2. а) xyyyx  22 ,                      б) xxyyxyyx  )/cos()/cos( . 

3. а) 0)( 32  yxyxy ,       б) yxyxyxy  )2( 22 . 

4. а) 0)(  xdydxyx ,          б) 1)1(,

2









 y

x

y

x

y
y . 

5. а) 
yx

yx
y




 ,          б) dxyxydxdyx 22  . 

6. а) 
x

yx
y

2

3
 ,         б) ydyxdxydyxy 232  . 

7. а) 
22

23

2

23

xy

yxy
yx




 ,       б) 0

2
4

2

2











x

ydy
dx

x

y
. 

8. а) 1)1(,  yydyydxxdy ,      б) 0)1(,022  yyxyxy . 

9. а) 
x

y
ey xy   / ,           б) 1)1(,0)(  yydxdyxxy . 

10. а) 2/yxyx  ,         б) 2)1(,4
2

2

 y
x

y

x

y
y . 

11. а) 2

2











x

y
y ,         б) 

x

y
yx

x

y
yx sinsin  . 

12. а) yxyyxy  22 ,      б) 2/)1(,  y
x

y
xtgyyx . 

13. а) 
22

22

72

143

xy

yxy
yx




 ,         б) 

e
y

x

y
yyx

1
)1(,ln1 








 . 

14. а) 
22

22

2

2

xxyy

xxyy
y




 ,         б) dxxxyydyx )( 222  . 

15. а) )( x yeyxy  ,          б) 22 xyyyx  . 

16. а) 
xyx

yxyx
y

6

5
2

22




 ,          б) 0








 dx

x

y
xtgyxdy . 

17. а) yxyyx  2 ,        б) 
xyy

dy

yxyx

dx

4222 222 



. 
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18. а) 
22

23

22

43

yx

yxy
yx




 ,      б) 362

2




















x

y

x

y
y . 

19. а) 
x

y
yyx lncos ,         б) 222 yxyyx  . 

20. а) 
xyx

yxyx
y

22

22




 ,          б) 

x

yx
yxyyx


 ln)( . 

21. а) )2(2 223 yxyyx  ,        б) xdydxxyy  )( . 

22. а) 0222  yxyyx ,        б) 0)32()34(  dyxydxyx . 

23. а) x
x

y
arctgyyx  )( ,      б) 0)( 22  dyyxxydx . 

24. а) 
x

y

x

y
y 










2

1 ,        б) 0)2()2( 3434  dyxyxdxyxy . 

25. а) )ln(ln xyyyx  ,        б) dxyxydxxdy 22  . 

Задача 3. Решите линейные уравнения первого порядка. 

1. а) xxe
x

y
y  ,       б) 0)0(,

cos

1
 y

x
ytgxy . 

2. а) x
x

y
y 

3
,        б) 2/)(,ln

ln

2eeyxx
xx

y
y  . 

3. а) xeyy x  2 ,       б) 0)0(,
cos

1
3

 y
x

ytgxy . 

4. а) 
422 xyyx  ,        б) dyxy

e

y
dxy

y 

















 21

2

2 1
1 . 

5. а) 
x

e

x

y
y

x2

2 

 ,          б) eydyxydxy  )1(,0)1(2 . 

6. а) ctgxytgxy  ,         б) xarctg
x

y
arctgxy 3

21



 . 

7. а) 
2

2 xxexyy  ,          б) 
22 1

1

1
arcsin

xx

y
xy





 . 

8. а) 3)1(
1

2
x

x

y
y 


 ,        б) 1)8(,4)104( 3  yyyxy . 

9. а) 
xexyy sincos  ,        б) 0)1(,0)( 3  ydyyxydx . 

10. а) 1ln  xyyx ,         б) yyxyy  )22cos3( . 

11. а) xyyx  )12( ,       б) 0)0(,1)4(8 3  yyyxyy . 
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12. а) xyyx 433  ,          б) xdyydxdyyy  )lnln2( 2 . 

13. а) yxyx 2ln)1(  ,         б) yyyyxyyy  )2()1(3)1( 23 . 

14. а) xxytgy 4sin2  ,    б) dydyyxydxyy 2)4(2)4( 222  . 

15. а) arctgxyyx  )1( 2 ,        б) xexyxyx  23)1( . 

16. а) 02  yxyxyx ,       б) xxyxy 2sinsincos  . 

17. а) xxyy 2sincos  ,         б) xxyctgxy sin2 . 

18. а) 
xyyy

y
y




ln2
,         б) yyyxyy cossin)cos2(cos 2  . 

19. а) 0)( 2  dxyxxdy ,      б) ydyxydydxe y  )2(
2

. 

20. а) yyxey y  )2( 4 ,           б) 2/)lnln( 2 yyyyx  . 

21. а) xxxyy cossinsin  ,       б) 0)sin( 3  dxxxyxdy . 

22. а) 1)( 22  xyyxa ,        б) 1)2(,)(2 4  yyyyx . 

23. а) 0)32(2  dyxydxy ,       б) xyxy arcsin1 2  . 

24. а) xxyyx 324 2  ,        б) x
x

y
xy ln1ln  . 

25. а) xxyyx cos2 3 ,           б) xxxxyxy sincossincos  . 

Задача 4. Решите уравнения с помощью понижения порядка. 

1. а) 093 yy ,     б) 3)9(,8)9(,2  yyyyx . 

2. а) 0)( 2  yyy ,         б) 1)0(,0)0(,ln  yyyyyx . 

3. а) 2)(2 yyy  ,         б) 0)0(,8,1)0(,5)0(,sin2  yyyxy . 

4. а) yxxy  ln ,       б) 0)0()0(,sin  yyxxy . 

5. а) 0)( 2  yyy ,       б) )1(
1





 xx

x

y
y . 

6. а) 13 yy ,          б) 0)1( 2  yxyx . 

7. а) 
21

1

x
y


 ,       б) 2x

x

y
y 


 . 

8. а) 
x

y
2sin

1
2

 ,     б) 0)()(2 42  yyyy . 

9. а) 
xxey  ,           б) 2xeyyx x . 

10. а) xy 2)4( cos ,       б) 






 


x

y
yyx ln . 

11. а) 
2x

yxx
y


 ,     б) yeyy y  2)( 2 . 
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12. а) 2)(2 ytgyy  ,           б) 0)0()0(,2cos4  yyxy . 

13. а) 1 ytgxy ,       б) 0)(2)32( 2  yyy . 

14. а) xxy 2sincos4  ,   б) 1)0()0(,0)(2 22  yyyyyy . 

15. а) 2)(1 yy  ,        б) 2)1( 2  yxyx . 

16. а) xxy 2sinsin4  ,     б) 0)(5)1( 2  yyy . 

17. а) 32 )()( yyyy  ,   б) 0)1(  yey x . 

18. а) yyy  2)(1 ,          б) 32 122)1( xyxyx  . 

19. а) 0)(2 3  yyy ,     б) xtgxyy 2sin . 

20. а) 0)(2 2  yxy ,        б) 1)0(,0)0(,2  yyey y . 

21. а) 2)(12 yyy  ,        б) 32 2)1( xyxyx  . 

22. а) 12  yxyx ,         б) yyyy  2)()1( . 

23. а) 1)2( 5  xy ,        б) 2)2(,1)2(, 


 yy
y

y
y . 

24. а) 32 xyyx  ,         б) 0sin)(cos 2  yyyyy . 

25. а) 122  yxyx ,       б) 2x
x

y
y 


 . 

Задача 5. Решите линейные неоднородные уравнения  методом 

неопределенных коэффициентов. 

1. а) xyy 2sin4  ,  б) 
27

1
)0(,

3

4
)0(,396 2  yyxxyyy . 

2. а) xeyyy 2344  ,  б) 0)0(,1)0(,2cos1265  yyxyyy . 

3. а) ,cos3sin2256 xxyyy   б) 0)0(,1)0(,52 2  yyxeyyy x .  

4. а) 12386 2  xxyyy ,  б). 0)0()0(,)712(65   yyexyyy x  

5. а) xeyyy x sin22  , б) 3)0(1)0(,164 2  yyxyy . 

6. а) xeyyy x sin6184 2 , б) 0)0(,1)0(,526134  yyxyyy . 

7. а) xyyy cos2  , б) 0)0(,1)0(,212996 2  yyxxyyy . 

8. а) xxyy 2cos2sin4  , б) 0)0(,1)0(,209 42  yyexyyy x
. 

9. а) 
xexyyy  2 , б)  0)0()0(,2sin8124  yyxyyy . 

10. а) xyy 31 , б) 2)0(,1)0(,162  yyeyyy x
. 

11. а) 
xxeyyy 32  ,  б) 10)0(,3)0(,cos4220  yyxyyy . 

12. а) xxyy sin ,  б) 2)0(,3)0(,1096 3   yyeyyy x
. 

13. а) 384 xyy  ,  б) 0)(,)(,cos422    yeyxeyyy x
. 
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14. а) xexyyy 22  ,  б) 2/)4/(,1)0(,4   yyxyy . 

15. а) xeyy 3)4( 2781  ,  б) 2)0(,0)0(,2  yyxyy . 

16. а) xeyy 28  ,  б) 0)0(,1)0(),2cos2(sin44  yyxxyy .  

17. а) xxeyy 333  ,  б) 0)0()0(,2sin8124  yyxyyy .   

18. а) xeyyy  2 ,  б) 0)0(,1)0(,cos3  yyxxyy .   

19. а) xyyy 3sin1365  ,  б) 5)0(,0)0(,)1(168 4  yyexyyy x . 

20. а) 262 xyyy  ,  б) 2)0(,0)0(,sin2   yyexyyy x . 

21. а) xxyy 244 3  ,  б) 0)0(,1)0(,8  yyeyy x .   

22. а) xeyyy 42  ,  б) 0)0()0(,24  yyxyy . 

23. а) xxeyy x 9cos39sin916281 9  ,  б) 5)0(,0)0(,3 2  yyeyy x . 

24. а) xexxyy 7987cos77sin1449  ,  б)  0)0(,1)0(,9 2  yyxeyy x . 

25. а) xexyy 3183sin189  ,  б) 2)0(,0)0(,516 2  yyxxyy . 
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Справочный материал 

 Уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальные уравнения вида: 0)()()()(
2211

 dyygxfdxygxf   или 

)()( ygxfy   называются уравнениями с разделяющимися переменными. 

Алгоритм нахождения общего решения: 

1. Производная представляется в виде отношения дифференциалов: 
dx

dy
y  . 

2. Обе части уравнения умножаются на dx . 

3. Каждую функцию переносим к дифференциалу того же аргумента. Для 

этого разделим уравнение на )()(
21

xfyg :  0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yg

yg
dx

xf

xf
. 

4. Интегрируем последнее уравнение. Получаем общий интеграл (общее 

решение в неявном форме). 

 Однородные уравнения 

Уравнения вида 𝑦′ = 𝑓 (
𝑦

𝑥
) называется однородным. Однородное уравнение 

подстановкой txy  , где )(xtt    новая функция, приводится к уравнению 

с разделяющимися переменными. Тогда ttxy   или tdxxdtdy  . 

 Линейные уравнения 

Уравнение ),()( xqyxpy  содержащее искомую функцию )(xy  и ее 

производную в качестве членов первого порядка, называется линейным. 

 Уравнения допускающие понижение порядка 

Если уравнение 2 порядка 0),,,(  yyyxF  содержит неполный набор 

аргументов, то возможно понизить порядок равнения до первого: 

 уравнение вида )()( xfy n   решается последовательным интегрированием;  

 уравнение второго порядка 0),,(  yyxF , не содержащее функции ,y

подстановкой )(),( xzyxzy   приводится к уравнению первого порядка 

0),,( zzxF ; 

 уравнение вида ,0),,(  yyyF  не содержащее аргумента ,x  подстановкой 

)(yzy  , 
dy

dz
zy   приводится к уравнению первого порядка 0),,( zzyF . 

 Линейные однородные уравнения 2 порядка с постоянными   

коэффициентами. Уравнение вида   0 qyypy , все члены которого 

первой степени относительно функции и ее производных, а коэффициенты 

qp,   постоянные величины, называется линейным однородным. Общий 
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интеграл находится с помощью характеристичес-кого уравнения  

02  qp . Если:  

 корни 21,  характеристического уравнения действительны и различны, 

то общее решение выражается формулой xx
eСeСy 21

21


 ;  

 действительный корень 
1
  имеет кратность 2 ( )

21
  , то общее решение 

имеет вид  xx
xeСeСy 11

21


 ;  

 характеристическое уравнение имеет пару однократных комплексно-

сопряженных корней  i
2,1

, то общее решение имеет вид      

)sincos(
21

xCxCey x   ; 

 Метод неопределенных коэффициентов. Метод применим только для 

линейных неоднородных уравнений с постоянными коэффициентами и со 

специальной правой частью (квазимногочленом) kx

n
exPxf )()(  ,  где 

ik     показатель правой части. Уравнение вида  qyypy
kx

n
exP )( , где коэффициенты qp,   постоянные величины, называется 

линейным  неоднородным. Общее решение имеет вид: yyy ~ , где y  

общее решение линейного однородного уравнения; y~  частное решение 

линейного неоднородного уравнения, которое составляется по виду правой 

части  и зависит от значений корней 
21

,  характеристического уравнения.  

 Если n

nn
xaxaaxPxf  ...)()(

10
, то r

n
xxQy  )(~ , где )(xQ

n
 

многочлен той же степени, что и )(xP
n

, только с неопределенными 

коэффициентами; r  количество корней характеристического уравнения, 

равных 0: 1,0r .   

 Если x

n
exPxf  )()( , то  rx

n
xexQy  )(~ , где r - количество корней 

характеристического уравнения, равных  : .2,1,0r   

 Если xbxaxf  sincos)(  , то 
rxxBxAy  )sincos(~  , где r   

количество корней характеристического уравнения,  равных i :   1,0r .   

 Если )sin)(cos)(()( xxPxxPexf
mn

x   , то 

rx xxxQxxQey  )sin)(cos)((~
21

 , 

где )(),(
21

xQxQ  - многочлены степени s , ),max( mns  ; r  количество 

корней  характеристического уравнения, равных  i : 1,0r . 

 


