
HepaвeHcTBolf(x)1 > М. Записывают lim J(x) = 00 или f(x) -t 00 при 
x-tХQ 

х -t хо. Коротко: 

("1М> о 38 > О Vx: 'Х - хоl < 8, х f. хо ==> If(x)1 > М) {::::::} 

{::::::} lim f ( х) = 00. 
Х-+Хо 

Например, функция у = ~2 есть б.б.ф. при х -t 2. 
х-

Если f(x) стремится к бесконечности при х -t хо и принимает 

лишь положительные значения, то пишут lim f(x) = +00; если лишь 
x-tХQ 

отрицательные значения, то lim f(x) = -00. 
Х-4 Хо 

~ Функция у = f(x), заданная на всей числовой прямой, называется 
бес'Х:о'Н,е'Ч'Н,о бо.льшо11. при х -t 00, если для любого числа М> О 

найдется такое число N = N(M) > О, что при всех х, удовлетворяющих 
неравенству 'хl > N, выполняется неравенство lJ(x)1 > М. Коротко: 

("1М> о 3N > О Vx : 'хl > N => lJ(x)1 > М) {::::::} Нm f(x) = 00. 
x-too 

Например, у = 2Х есть б.б.ф. при х -t 00. 

Отметим, что если аргумент х, стремЯ(~ь к бесконечности, принима

ет лишь натуральные значения, т. 'е. х Е N, то соответствующая б.б.ф. 
становится бесконечно большой последовательностью. Например, по

следовательность V N = n 2 + 1, n Е N, является бесконечно большой 
последовательностью. Очевидно, всякая б.б.ф. в окрест'Ности точки хо 

.яв.II.Яется 'Неогра'Нu'Че'Н'Ноi1 в этой окрестности. Обратное утверждение 

неверно: неограниченная функция может и не быть б .б.ф. (Например, 

у = xsinx.) 
Однако, если lim f(x) = А, где А - 'lCо'Не'Ч'Ное 'Чuсло, то фуюс1J,Ш 

Х-4Хо 

f(x) огра'Нu'Че'На в окрестности точки хо. 

Действительно, из определения предела функции следует, что при 

х -t хо выполняется условие If(x) - АI < 6 . Следовательно, А - 6 < 
< f(x) < А + 6 при Х Е (хо - 6; ХО + 6), а это и означает, что функция 
f(x) ограничена. 

§ 17. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ФУНКЦИИ (Б.М.Ф.) 
17.1. Определения и основные теоремы 

~ Функция у = f(x) называется бес'Х:о'Н,е'Ч'Н,о ма.ло11. при х -t хо, 
если 

1 }~n;о f(x) = 0·1 (17.1) 
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По определению предела функции равенство (17.1) означает: для лю
бого числа Е > О найдется число о > О такое, что для всех х, удо
влетворяющих неравенству О < Ix - xol < о, выполняется неравенство 
Ij(x)1 < Е. 

Аналогично определяется б.м.ф. при х -t ХО + О, х -t ХО - О, 

х -t +00, х -t -00: во всех этих случаях j(x) -t О. 
Бесконечно малые функции часто называют бесконечно малыми 

величинами или бесконечно малыми; обозначают обычно греческими 
буквами а, jЗ и т. д. 

Примерами б.м .ф . служат функции у = х2 при Х -t О; У = х - 2 
при х -t 2; у = sin х при х -t nk, k Е Z. 

Другой пример : хn = ~, n Е М, - бесконечно малая последова
тельность. 

Теорема 17.1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно 
малых функций есть бесконечно малая функция . 

о Пусть а(х) и jЗ(х) - две б.М. функции при х -t ХО . ЭТО значит, 
что lim а(х) = О, т. е. для любого Е > О, а значит, и f2 > О найдет-

х----+хо 

ся число 61 > О такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенству 
О < I х - хо I < 61, выполняется неравенство 

Е 
la(x)1 < 2 (17.2) 

и' lim jЗ(х) = О, т. е . 
X---i'ХQ 

(V~ > О 362 > О Vx: 0< Ix - xol < 02) => IjЗ(х)1 < ~. (17.3) 

Пусть 6 - наименьшее из чисел 61 и 62. Тогда для всех х, удовле
творяющих неравенству О < Ix - xol < о, выполняются оба неравен
ства (17.2) и (17.3). Следовательно, имеет место соотношение 

Е Е 
Io:(x) + jЗ(х)1 ~ la(x)1 + IjЗ(х)1 < 2 + 2 = Е. 

Таким образом , 

VE>O 30 > 0 Vx: O<lx-xol<o => lа(х)+jЗ(х)I<Е. 
Это значит, что lim (а(х) + jЗ(х» = О, т. е. а(х) + jЗ(х) - б.м .ф. при 

X-J-Xo 

Х -t ХО. • 

Аналогично проводится доказательство для любого конечного чи

слаб.м. функций. 

Теорема 17.2. Произведение ограниченной функции на бесконечно 
малую функцию есть функция бесконечно малая . 



о Пусть функция f (х) ограничена при х --+ ха. Тогда существует такое 
число М > о, что 

If(x)1 :::; М (17.4) 

для всех х из 81 -окрестности точки ха. И пусть а(х) - б.м.ф. при 

х --+ ха. Тогда для любого € > О, а значит, и k > о найдется та-
кое число 82 > о, что при всех х, удовлетворяющих неравенству О < 
< Ix - ха I < 82, выполняется неравенство 

€ 
la(x)1 < М · (17.5) 

Обозначим через 8 наименьшее из чисел 81 и 82. Тогда для всех 
х, удовлетворяющих неравенству О < Ix - xal < 8, выполняются оба 
неравенства (17.4) и (17.5) . Следовательно, If(x) ·a(x)1 = If(x)I·la(x) I < 
< k . М = €. А это означает, что произведение f(х) . а(х) при х --+ ха 
есть бесконечно малая функция. • 

Следствие 17.1. Так как всякая б.м.ф . ограничена, то из теоремы 

(17.2) вытекает : произведение двух б . м.ф . есть функция бесконечно 
малая. 

Следствие 17.2. Произведение б.м.ф. на число есть функция беско
нечно малая. 

Теорема 17.3. Частное от деления бесконечно малой функции на 

функцию, имеющую отличный от нуля предел, есть функция беско

нечно малая . 

о Пусть lim а(х) = О, а lim f(x) = а =j:. о. Функция af~x)) может быть 
Х-+ХО Х-+ХО Х 

представлена в виде произведения б.м.ф. а(х) на ограниченную функ-

цию л1х). Но тогда из теоремы (17.2) вытекает, что частное f~~~ = 
= а(х) . л1х) есть функция бесконечно малая. 

Покажем, что функция f(X) ограниченная. Возьмем € < lal· То
гда, на основании определения предела, найдется 8 > О, что для всех 
х, удовлетворяющих неравенству О < Ix - xal < 8, выполняется нера
венство If(x) - al < €. А так как € > If(x) - al = la - f(x)1 ~ lal-lf(x)l, 



то 'аl ..., IЛх)1 < €, т. е. Ij(x)1 > lal- € > О. Следовательно, 

1 
1 1 1 1 

j(x) = Ij(x)1 < lal- € = М, 

т. е. функция л~) - ограниченная . 

Теорема 17.4. Если функция а(х) - бесконечно ~алая (а -:f О), то 
функция ~ есть бесконечно большая функция и наоборот: если 

а\х; 

функция j(x) - бесконечно большая, то л1х) - бесконечно малая . 

о Пусть а(х) есть б.м.ф. при х --t ХО, т. е. lim а(х) = О. Тогда 
x-txo 

(v€ > О 30> О vx: 0< 'х - хоl < о) ===} lа(х)1 < €, 

• 

т. е.1 a(~) 1 > ~, т. е·1 а(х) 1 > М, где М = ~. А это означает, что функ
ция ,а(lх) есть бесконечно большая. Аналогично доказывается обратное 
утверждение. • 

За.ме'Ч,анuе : Доказательства теорем приводились для случая, когда 

х --t ха, но они справедливы и для случая, когда х --t 00 . 

Прuмер 17.1. Показать, что функция 

j(x) = (х - 1)2 . sin3 _1_ 
х-1 

при х --t 1 является бесконечно малой. 

Q Решение: Так как lim (х - 1)2 = О, ТО функция <р(х) = (х - 1)2 есть 
х-+l 

бесконечно малая при х --t 1. Функция g(x) = sin3 ~1' х -:f 1, ограни
х-

чена ISin
3 х ~ 11 ~ 1. 

Функция j(x) = (х - 1)2 . sin3 ~1 представляет собой произведе-
х- , 

ние ограниченной функции (g(x» на бесконечно малую (<р(х». Значит, 

j(x) - бесконечно малая при х --t 1. • 
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17.2. Связь между функцией, ее пределом 
и бесконечно малой функцией 

Теорема 17.5. Если функция J(x) имеет предел, равный А, то ее 

можно представить как сумму числа А и бесконечно малой функции 

а(х), т. е. если lim f(x) = А, то f(x) = А + а(х). 
%--+%0 

а Пусть lim f( x ) = А. Следовательно, 
%--+%0 

(Vc: > о 38> О Vx: 0< 'х - хоl < 8) ==> If(x) - АI < €, 

т. е. If(x) - А - 01 < С:. Это означает, что функция f(x) - А имеет 
предел, равный нулю, т. е. является б . м.ф., которую обозначим через 

а(х): f(x) - А = а(х) . Отсюда f(x) = А + а(х). • 

Теорема 17.6 (обратная). Если функцию f(x) можно представить 
в виде суммы числа А и бесконечно малой функции а(х) , то число 
А является пределом функции f(x), т. е . если f(x) = А + а(х) , то 
lim f(x) = А . 

x---tХQ 

а Пусть f(x) = А+а(х), где а(х) - б . м .ф. при х --t ХО, т. е . lim а(х) = 
%--+%0 

= О. Тогда 

(VC: > о 38> О Vx: 0< 'х - хоl < 8) ==> lа(х)1 < с . 

А так как по условию f(x) = А + а(х), то а(х) = f(x) - А. Получаем 

(Vc > о 38> О Vx: 0< 'х - хоl < 8) ==> If(x) - АI < с:. 

А это и означает, что lim f(x) = А . 
х-+хо • 

Прu.мер 17.2. Доказать, что lim (5 + х) = 7. 
%--+2 

Q Решение: Функцию 5 + х можно представить в виде суммы числа 7 
и б.м.ф. х - 2 (при х --t 2), т. е. выполнено равенство 5 + х = 7 + (х - 2). 
Следовательно, по теореме 17.6 получаем lim(5 + х) = 7. • 

%--+2 
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17.3. Основные теоремы о пределах 

Рассмотрим теоремы, которые облегчают нахождение пределов 

функции . Формулировка и доказательство теорем для случаев, когда 

х ~ хо и х ~ 00, аналогичны. В приводимых теоремах будем считать, 

что пределы lim f(x), lim <р(х) существуют. ' 
х-+хо х-+хо 

Теорема 17.7. Предел суммы (разности) двух функций равен сумме 
(разности) их пределов: 

Нт и(х) ± <р(х)) = lim f(x) ± Нт <р(х). 
х-+хо х-+хо х-+хо 

Q Пусть lim f(x) = А, lim <р(х) = В. Тогда по теореме 17.5 о свя-
х-+хо х-+хо 

зи функции, ее предела и б . м.ф. можно записать f(x) = А + а:(х) и 
<р(х) = В + (з(х). Следовательно, f(x) + <р(х) = А + В + (а:(х) + {3(х)). 
Здесь а:(х) + {3(х) - б.м.ф. как сумма б . м .ф . По теореме 17.6 о связи 
функции, ее предела и б.м.ф. можно записать liт и(х)+<Р(х)) = А+В, 

х-+хо 

т. е. 

lim и(х) + <р(х)) = lim f(x) + Нт <р(х). 
х-+хо х-+хо х-+хо • 

в случае разности функций доказательство аналогично. 

Теорема справедлива для алгебраической суммы любого конечно

го числа функций. 

Следствие 17.3. Функция может иметь только один предел при 

х ~ хо. 

о Пусть lim f(x) = А и lim f(x) = В. По теореме 17.7 имеем: 
"-+"0 "-+"0 ' 

0= Нт и(х) - f(x)) = lim f(x) - lim f(x) = А-В. 
Х-+"О "-+" 0 Х-+"О 

Отсюда А - В = О , т. е . А = В. 

Теорема 17.8. Предел произведения двух функций равен произведе
нию их пределов: 

lim и(х) . <р(х)) = lim f(x)· lim <р(х). 
Х-f-ЖQ х-+хо ж-tхо 
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Q Доказательство аналогично предыдущему, проведем его без особых 
пояснений. Так как lim f(x) = А, lim ip(x) = В, то 

х-tжо х-+х·о 

f(x) = А + а(х), ip(x) = В + (3(х), 
где а(х) и (3(х) - б.м .ф. Следовательно, 

f(x) . ip(x) = (А + а(х)) . (В + (3(х)), 
т. е . 

f(x) . ip(x) = АВ + (А· (3(х) + В· а(х) + а(х)(3(х)). 
Выражение в скобках есть б.м.ф. Поэтому 

lim f(x)· ip(X) = А . В, 
x-txo 

т. е. 

lim (1(x)ip(x)) = lim f(x) lim ip(x). 
х-tжо x-txo x-txo • 

Отметим, что теорема справедлива для произведения любого ко

нечного числа функций. 

Следствие 17.4. Постоянный множитель можно выносить за знак 
предела : 

liт с · f(x) = с · lim f(x) . 
Ж~ХО х-+жо 

Q lim (с · f(x)) = lim с· lim f(x) = с · lim J(x). 
х--+хо . 2: -+%0 х-+жо Х-+%О 

Следствие 17.5. Предел степени с натуральным показателем равен 
той же степени предела: lim (1(х))n = (lim f(x))n. в частности , 

х-+%о x-txo 
lim хn = x~, n Е N. 
х-tжо 

.. 

• 

Q lim (1(х))n = lim (1(х)· f(X)· ... · f(x)) = lim f(x)· ... · lim f(x) = 
ж-tжо ж-tжо, , ж-tжо х-+хо .. 

n сомножителей 
= ( lim f(x ))n. 

ж-tжо 

Теорема 17.9. Предел дроби равен пределу числителя, деленному на 
предел знаменателя, если предел знаменателя не равен нулю : 

f() lim f(x) 
1. х _ж -t_xo,,---.,.....,.. 
1т -- =-:-

:нжо ip(X) lim ip(x) 
ж-+хо 

( lim ip(X) =1- о). 
ж--+ жо 

• 



а Доказательство аналогично предыдущему. Из равенств 

lim f(х) = А и lim ЧJ(х) = В =1- о 
х ....... жQ 2:'-7Хо 

следуют соотношения f(х) = А + о:(х) И ЧJ(х) = В + (З(х). Тогда 

f(x) = А+о:(х) = А + (А+О:(Х) _ А) = А + В·о:(х) -А·fЗ(х) 
ЧJ(х) В + (З(х) В В + (З(х) В В В2 + В . (З(х) . 

Второе слагаемое есть б.м.ф. как частное от делеНИЯ б.м.ф. на функ

цию, имеющую отличный от нуля предел. 

lim f(x) 
Поэтому lim f((x)) = вА , т. е. lim f((x)) = х;хо (). 

х-+хо 9 х х-+хо ip Х 1т ip х 
х--+хо 

• 
Рассмотрим nри':мер. 

Прu.мер 17.3. Вычислить lim(зх2 - 2х + 7). 
х-+l 

<) Решение: 

lim (зх2 - 2х + 7) = lim зх2 - lim 2х + lim 7 = 
х-+1 х-+1 х-+1 x-+l 

= 3 (lim х) 2 - 2 lim х + 7 = 3 . 1 - 2 + 7 = 8. • 
х-+1 х-+1 ' 

Прu.мер 17.4. Вычислить lim х2/ 14х - 32 
х-+2 х - 6х + 8 

<) Решение: Здесь применить теорему о пределе дроби нельзя, т. к. 
предел знаменателя, при х -t 2, равен о. Кроме того, предел числи
теля равен о. В таких случаях говорят, что имеем 'Н.еоnределе'Н.'Н.осmъ 

вида 8. Для ее раскрытия разложим числитель и знаменатель дроби 
на множители, затем сократим дробь на х - 2 =1- о (х -t 2, но х =1- 2): 

1
. х2 + 14х - 32 1. (х - 2)(х + 16) 
1т = 1т ~--~7---~ 

х-+2 х2 - 6х + 8 х-+2 (х - 2)(х - 4) 

х + 16 lim (х + 16) 2 + 16 
= lim ----- = х-+2 = -- = -9. • 

х-+2 х - 4 lim (х - 4) 2 - 4 
х-+2 

Прu.мер 17.5. Вычислить lim 2х2 + 3х + 1. 
х-+оо 4х2 + 2х + 5 

<) Решение: Здесь мы имеем дело с 'Н.еоnределе'Н.'Н.осmъю вида 00. Для 
00 

нахождения предела данной дроби разделим числитель и знаменатель 
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1
. 2х2 + 3х + 1 
1т 

x-too 4х2 + 2х + 5 

2 + 1 + 1 1im (2 + ~ + ~) 
1im х ,Х2 = =-x-t....:....::.oo=---_....,,-_ _=__ 

x-too 4 + 2 + ~ 1im (4 + а + ~) 
ж х х-+оо ж :z: 

Функция 2 + ~ + А есть сумма числа 2 и б.м.ф., поэтому 
х х 

Нт (2 + ~ + ~) = 2; 
x-too х х 

. ( 2 5 ) 1щ 4 + - + 2" = 4. 
x-too х х 

17.4. Признаки существования пределов 

1 
-
2 

• 

Не всякая функция, даже ограниченная, имеет предел. Например, 

функция у = sin х при х -+ 00 предела не имеет. Во многих вопросах 

анализа бывает достаточно только убедиться в существовании преде

ла функции. В. таких случаях пользуются признаками существования 

предела. 

Теорема 17.10 (о прЩ\епе промежуточной функции). Если Функ
ция Лх) заключена между двумя функциями <р(х) и g(x}, стремя щи
мися к одному И тому же пределу, то она также стремится к этому 

пределу, т. е. если 

1im 'Р(Х) = А, 1im g(x) = А, 
x-tХQ x-tХQ 

'Р(Х) ~ f(x) ~ g(x), 
то 

Ет f(x) = А. 
X~XO 

(17.6) 

(17.7) 

а Из равенств (17.6) BьrтeKaeT, что для любого Е > О существуют две 
окрестности дl и д2 точки ХО, В одной из которых выполняется нера

венство 1'P(x) - A.I < Е, т. е. 

-Е<'Р(х)-А<Е, (17.8) 

а в другой Ig(x) - AI < Е, т. е. 

-Е < g(x) - А < Е. (17.9) 

Пусть д - меньшее из чисел дl и д2. Тогда в д-окрестности точки хо 

выполняются оба неравенства (17.8) и (17.9). 
Из неравенств (17.7) находим, что 

'Р(Х) - А ~ f(x) - А ~ g(x) - А. (17.10) 



с учетом неравенств (17.8) и (17.9) из неравенства (17.10) следуют не
равенства -с < f(x) - А < с или If(x) - AI < с. 

МЫ доказали, что 

Vc > о 38> О Vx: 0< Ix - xol < 8 ===} If(x) - AI < с, 

то есть 1im f(x) = А. 
:1:4:1:0 • 

Теорему 17.10 иногда шутливо называют «принципом двух мили
ционеров» . Роль «милиционеров» играют функции !р(х) и g(x), функ
ция лх) «следует за милиционерами». 

Теорема 17.11 (о пределе монотонной функции). Если функция 
f(x) монотонна и ограничена при х < хо или при х > хо. то суще
ствует соответственно ее левы�й предел Нт f(x) = J(хо - О) или 

:1:4:1:0-0 

ее правый предел Нт лх) = лхо + О). 
:1:4:1:0+0 

Доказательство этой теоремы не приводим. 

Следствие 17.6. Ограниченная монотонная последовательность хn • 

n Е N. имеет предел. 

17.5. Первый замечательный предел 

При вычислении пределов выражений, содержащих тригонометри-

ческие функции, часто используют предел 

1· siпх - 1 lm--- , 
:1:40 Х 

(17.11) 

§ называемый nерв'ЫМ за.м.е'Чаmел'Ьн'ЫМ nредело.м.. Читается: 

предел отношения синуса к его аргументу равен единице, когда 

аргумент стремится к нулю. Докажем равенство (17.11) . 

Q Возьмем круг радиуса 1, обозначим радианную меру угла МОВ че
рез х (см . рис. 113). Пусть О < х < ~. На рисунке IAMI = sinx, дуга 

М В численно равна центральному углу х, IBel = tg х . Очевидно, име

ем S6MOB < SceKTopa МОВ < S6COB· На основании соответствующих 

формул геометрии получаем ~ sin х < ~ х < ~ tg 'х. Разделим неравен-

ства на -21 sinx >- О, получим 1 < -l2- < _1_ или cosx < sinx < 1. 
sшх cosx х 

14 



у 

Так как Нт cosx = 1 и 1im 1 = 1, то 
x-tО x-tО 

по признаку (о пределе промежуточ-

ной функции) существования пределов 

Нт sinx = 1. 
x-tО Х 

(17.12) 
(х>О) 

Пусть теперьх < О. Имеем sin х = 
х 

= sin( -х) , где -х > О. Поэтому 
-х 

1· sinx 1 
1т -- = . 

Рис. 113 x-tО Х 
(х<О) 

(17.13) 

Из равенств (17.12) и (17.13) вытекает равенство (17.11). • 
Прu,м,ер 17.6. Найти 1im sin 3х . 

x-tО 2х 

Q Решение: Имеем неопределенность вида 8. Теорема о пределе дроби ' 
неприменима. Обозначим 3х = t; тогда при х -t О И t -t О, поэтому 

lim sin 3х = lim sin t = 1im ~ . sin t ~ ~ lim sin t = ~ . 1 = ~. • 
x-tО 2х t-tО 2 . t t-tО 2 t 2 t-tО , t 2 2 

При.мер 17.7. Найти 1im tg х . 
x-tО Х 

t . 1 . 1im 1 1 
Q Решение: 1im gx = 1im sшх . __ = lim sшх. x-tО = 1.- = 1. 

x-tО Х x-tО Х COS Х x-tО Х lim cos х 1 
x-tО • 

17.6. ВТОРQЙ замечательный предел 

Как известно, предел числовой последовательности хn = (1 + ~) n, 

n Е N, имеет предел, равный е (см. (15.6)): 

lim (1 + .!.)n = е. 
n-too n 

(17.14) 

Докажем, что к числу е стремится и функция хn = (1 + ~) х при х -t 00 

(х Е IR) : 

1im (1 + .!.) х = е. 
x-too Х 

(17.15) 
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1. Пусть х -+ +00. Каждое значение х заключено между двумя 

положительными целыми числами: n ~ х < n + 1, где n = [х] - это 

целая часть х. Отсюда следует ~1 < 1 ~ 1,1+ +1 1 < 1+1 ~ 1+1, n+ х n n х n 
поэтому 

( 1 + n: 1) n < (1 + ~) Х ~ (1 + ~) n+ 1 . 

Если х -+ +00, то n -+ 00. Поэтому, согласно (17.14), имеем: 

( 
1) n lim (1 + n~1 )n+l е 

lim 1 + --' = n-+оо = - = е 
n-+оо n + 1 lim (1 + -+11) 1 ' 

n-+оо n 

lim (1 + .!.)n+1 = Нт (1 + .!.)n. Нm (1 +.!.) = е·1 = е. 
n-+оо n n-+оо n n-+оо n 

По признаку (о пределе промежуточной функции) существования пре-

делов 

Нm (l+.!.)Х=е. 
х-++оо х 

(17.16) 

2. Пусть х -+ -00. Сделаем подстановку -х = t, тогда 

( 1) Х (1) -t ( t ) t (1 ) t Нm 1+- = lim 1-- = lim -- = lim 1+--' = 
Х-+ -00 Х t-++oo t t-++oo t - 1 t-++oo t - 1 

( 1) t-l ( 1) 1 = lim 1 + -- . lim 1 + -- = е . 1 = е. 
t-++oo t - 1 t-++oo t - 1 

(17.17) 

Из равенств (17.16) и (17.17) вытекает равенство (17.15). 
Если в равенстве (17.15) положить 1 = а (а -+ О при х -+ 00), оно 

х 

запишется в виде 

I ~-Тo(1 + a)~ = e·1 (17.18) 

~ Равенства (17.15) и (17.18) называются втopЪt..М за.ме-ч.аmел'Ь-
HЪt..М nредело.м. Они широко используются при вычислении пре

делов. В приложениях анализа большую роль играет показательная 

функция с основанием е. Функция у = еХ называется Э'ICсnоненцu

a.It'bHoit, употребляется также обозначение еХ = ехр(х). 

Прu.мер 17.8. Найти Нт (1 + ~)X. 
х-+оо Х 

Q Решение: Обозначим х = 2t, очевидно, t -+ 00 при х -+ 00. Имеем 

lim (1 + ~)X = Нm (1 + .!.)2t = 
х-+оо Х t-+oo t 

= lim(1+.!.)t. lim (1+.!.)t=e.e=e2 •• 
t-+oo t t-+oo t 
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§ 18. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ 
ФУНКЦИИ 

18.1. Сравнение бесконечно малых функции 

Как известно, сумма, разность и произведение двух б.м.ф. есть 

функция бесконечно малая. Отношение же двух б.м.ф. может вести се

бя различным образом: быть конечным числом, быть бесконечно боль

шой функцией, бесконечно малой или вообще не стремиться ни к ка

кому пределу. 

Две б.м.ф. сравниваются между собой с помощью их отношения. 

Пусть а = а(х) и (З = (З(х) есть б.м.ф. при х -t ХО, т. е . lim а(х) = 
х-+хо 

=0 И lim (З(х) =0. 
х-+хо 

1. Если lim -(За = А ::j:. О (А Е IR), то а и (З называются бес?Соне'Чно 
х-+хо 

.малЫМ'U одного nор.яд?Са. 

2. Если lim Q:(З = о, то а называется бес?Соне'Чно .малоil более высо-
х-+хо ' 

?Сого nор.яд?Са, чем (З. 

3. Если lim -(За = 00, то а называется бес?Соне'Чно малой более низ
х-+хо 

?Сого nор.яд?Са, чем (З . 

4. Если lim Q:(З не существует, то а и (З называются несравнимыми 
х-+хо 

бес?Соне'Чно .малЫМ'U. 

Отметим, что таковы же правила сравнения б.м.ф . при х -t ±оо, 
х -t хо ± о. 

Прu..мер 18.1. Сравнить порядок функций а = 3х2 и (З = 14х2 

при Х -t 00. 

Q Решение: При х -t О это б.м.ф. одного порядка, так как 

lim ~ = lim зх
2 

= ~ ::j:. О. 
х-+о (З х-+о 14х2 14 

Говорят, что б.м.ф. а и (З одного порядка стремятся к нулю с примерно 

одинаковой скоростью. • 

Прu..мер 18.2. Являются ли функции а = зх4 и (З = 7х б.м.ф. 
одного порядка при х -t о? 
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о РешеНJiiе: ПРJii х ~ О функция а есть б.м.ф. более высокого порядка, 
4 , 3 ' 

чем (3, так как Нт Q(3 = Нт 37Х = lim 3Х7 = О . в этом случае б.м.ф. а 
х-+о х-+о Х х-+о 

стремится к нулю быстрее, чем (3. • 

ПРt.L.М.ер 18.3. Сравнить порядок функций а = tgx и (3 = х2 при 
X~O. 

о Решение: Так как 

. а . tg х . sin х 1 1 
11т - = 11т -- = 11т -- . -- . - = 00 
х-+о (3 x-+O;Z;2 х-+О Х cos х х ' 

то а есть б.м.ф. более низкого порядка, чем (3. 

, 

• 
Пpu..мер 18.4. Можно ли сравнить функции а = х· sin 1 и (3 = Х 

Х 

при Х ~ О? 

о Решение: Функции а = х . sin 1 и (3 = х при х ~ О являются не
х 

х . sin!. 
сравнимыми б.м . ф., так как предел 1im Q(3 = 1im х = lim sin 1 не 

Х-+О Х-+О х Х-+О х 

существует. 

18.2. Эквивалентные бесконечно малые и основные 
теоремы о них 

• 

Среди бесконечно малых функций одного порядка особую роль 

играют так называемые эквивалентные бесконечно малые. 

r:;J Если 1im _(3а = 1, то а и (3 называются э?СвuваJtенmн'Ы.мu бес?Со-
~ х-+хо 

не'Ч.но MaJt1>tMU (при х ~ хо); это обозначается так: а", (3. 

Например, sin х '" х при х ~ О, т. к. Нт sin х = 1; tg х '" х при 
Х-+О х 

О 1· ~ 1 х ~ ,т. к. 1т =. 
Х-+О Х 

Теорема 18.1. Предел отношения двух бесконечно малых функций 
не изменится, если каждую или одну из них заменить эквивалентной 

ей бесконечно малой . 

о Пусть а '" а' и (3 '" (3' при х ~ хо. Тогда 

. а . (а с/ (3' ) 
11т - = 11т - . - . -
х-+хо (3 х-+хо (3 а' (3' 

. а . (3' . а' . а' 
= 11т -. 11т _. 11т - = 1 . 1 · 11т -

х-+хо а' х-+хо (3 х-+хо (3' х-+хо (3' ' 
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. а . а' 
т. е. 11т -(З = 11т (З'. 

X-ТХо . X-i-XQ 

. а . а' . а 
Очевидно также, что 11т -(З = 11т -(З = 11т 7J'. 

Х-ТЖ'Q х-+хо X~XO 

Теорема 18.2. Разность двух эквивалентных бесконечно малых функ
ций есть бесконечно малая более высокого порядка, чем каждая из 

них . 

а Пусть а '" (З при х -+ хо. Тогда 

lim а - (З = lim (1 - ~) = 1 - . lim ~ = 1 - 1 = о, 
0:-+0:0 а 0:-+0:0 а 0:-+0:0 а 

a-f.i 
аналогично lim ~(З = о. 

х-+хо 

• 

• 
СnраведЛ11.во 1.1. обрат'Н.ое утвержде'Н.11.е: если разность б.м.ф. а и 

j3 есть бесконечно малая высшего порядка, чем а или (З, то а и (З -
эквивалентные бесконечно малые. 

Действительно, так как lim а - (З = о, то lim (1 ~ Il.) = о, т. е. 
0:-+0:0 а 0:-+0:0 а 

1 - lim Il. = о. Отсюда lim Il. = 1, т. е. а '" (З. Аналогично, если 
0:-+0:0 а 0:-+0:0 а 

.~ 11т (З = о, то а '" (З. 
х-+хо 

Теорема 18.3. Сумма конечного числа бесконечно малых функций 
разных порядков эквивалентна слагаемому низшего порядка. 

а Докажем теорему для двух функций. Пусть а -+ о, (З -+ о при 
х -+ хо, причем а - б.м.ф. высшего порядка, чем (З, т. е . lim -(За = о. 

0:-+0:0 

Тогда 

lim а +(З (З = lim (-(За + 1) = lim -(За + 1 = О + 1 = 1. 
x---t:z::o X~XO х-+хо 

Следовательно, а + (З '" (З при х -+ хо· • 
Слагаемое, эквивалентное сумме бесконечно малых, называется 

глав'Н.оiJ. 'Частью этоiJ. суммы. 

Замена суммы б.м.ф. ее главной частью называется отбрасыва'Н.11.

ем беС'ICо'Н.е'Ч'Н.о малых высшего nор.яд'ICа. 

Прu.мер 18.5. Найти предел lim Зх .+ 7х2 . 
0:-.0 sш2х 
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Q Решение: lim 3х.± 7 х2 
= lim ~ 

. Х-+О sш 2х Х-+О sш 2х 
lim 3х 
Х-+О 2х 

3 2' поскольку 
3х ± 7х2 

'" 3х и sin 2х '" 2х при х -+ о. 

18.3. Применение эквивалентных бесконечно 'малых 
функций 

Вычисление пределов 

• 

Для раскрытия неопределённостей вида g часто бывают полез
ным применять принцип замены бесконечно малых эквивалентными и 
другие свойства эквивалентных бесконечно малых функций. Как из

вестно, sin х '" х при х -+ О, tg х '" х при х -+ о. Приведем еще примеры 
эквивалентных б.м.ф. 

2 
Пр'U.мер 18.6. Покажем, что 1 - cos х '" Х2 при Х -+ о. 

. 1 - cos х 2 sin 2 ~ 
Q Решение: 11т 2 = lim 2 2 

x-+о:L x-+о:L 

sin ~ sin ~ 
lim ~.~=1.1=1. 
х-+О - -

2 2 (~-+O) 2 2 

• 
Пр'U.мер 18.7. Найдем lim arcsin х . 

х-+О Х 

Q Решение: Обозначим arcsinx = t. Тогда х = sin t и t -+ О при х -+ о. 
Поэтому 

1· arcsin х _ 1· t _ 1· 1 _ 1 - 1 
1т - 1т -.- - 1т -.- - - - . 
х-+О Х t-+O sш t t-+o SlП t 1 

t 
Следовательно, arcsin х '" х при х -+ о. • 
Пр'U.мер 18.8. Покажем, что V'1+X - 1 '" ~ при х -+ о. 

Q Решение: Так как 

lim V'1+X - 1 = lim (V'1+X - 1)(v'1+X ± 1) 
х-+О ~ х-+О ~ • (V'1+X ± 1) 

= lim х = lim 2 = ~ = 1 
x-+о~(v'1+X±l) x-+0v'1+X±l 2 ' 

то V'1+X - 1 '" ~ при х -+ о. • 
Ниже приведены важ'Н.еЙшие эх:вивале'Н.m'Н.осmи, которые исполь

зуются при вычислении пределов: 



1. sinx '" х при х -+ О; 6. еХ - 1 '" х (х -+ О); 
2. tgx '" х' (х -+ О); 7. аХ - 1 '" х ·Ina (х -+ О); 
3. arcsinx '" х (х -+ О); 8. In(l + х) '" х (х -+ О); 

9. loga(l + х) '" х ·Ioga е (х -+ О); 4. arctgx '" х (х -+ О); 
2 

5.1- cosx '" ~ (х -+ О); 10. (1 + x)k - 1 '" k . х, k > О (х -+ О); 

в частности, JI+X - 1 '" ~. 

П Н 1· ~ рu.мер 18.9. айти 1т . 3 . 
х~ОSШ х 

<) Решение: Так как tg 2х '" 2х, sin 3х '" 3х при х -+ О, то 

lim tg2x = lim 2х = ~. 
х-+О sin 3х х-+О 3х 3 

Прu.мер 18.10. Найти lim х(е 1 /Х - 1). 
Х-+ОО 

<) Решение: Обозначим 1 = t, из х -+ 00 следует t -+ о. Поэтому 
х 

• 

lim х(е1 /Х - 1) = lim ~(et - 1) = lim ~ . t = lim 1 = 1. • 
х-+оо t-+O t t-+O t t-+O 

Прu.мер 18.11. Найти lim ar~sin~x - ~)'. 
х-+l Х - Х + 

<) Решение: Так как arcsin(x - 1) '" (х - 1) при х -+ 1, то 

lim arcsin(x - 1) = lim (х - 1) = lim _1_ = _~. • 
х-+I х2 - 5х + 4 х-+l (х - l)(х - 4) х-+l Х - 4 3 

Приближенные вычисления 

Если о: '" (З, то, отбрасывая в равенстве о: = (З + 
+ (о: - (З) бесконечно малую более высокого порядка, 
т. е. о: - (З, получим приближенное равенство о: ~ (З. 

Оно позволяет выражать одни бесконечно малые 

через другие. Приведенные выше важнейшие эквива

лентности служат источником ряда приближенных 

формул. 

Приведенные формулы справедливы при малых 

х, и они тем точнее, чем меньше х. 

Например, графики функций у = tg х и у = х в 
окрестности точки О практически не различимы (см. 

рис. 114), а кривая у = sin'x в окрестности точки О 
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Рис. 114. 
tg х:::::х (х-+О) 


